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PRÉFACE DE LA PREMIÈRE ÉDITION (1852). 


1 . 

L’Ouvrage que j’ai publié, ib y a quinze ans, sous le titre 
à' perçu historir/ue sur l’origine et le cl éçeloppement des méthodes 
en Géométrie était une préparation à la publication que je 
commence aujourd’hui. D’autres travaux m’avaient détourné de 
ce sujet. Mais une chaire de Géométrie supérieure, réclamée de- 
puis longtemps j^ar la Faculté des Sciences et instituée en i84^, 
m’ayant été confiée, j’ai du reprendre d’anciennes éludes et m’ef- 
forcer de lier entre eux, pour les ériger en corps de doctrine, des 
matériaux insérés en partie seulement dans les Notes de V Aperçu 
historicpie. 

Au lieu de l’Ouvrage que je mentionnais alors sous le nom de 
Compléments de Géométrie, et dans lequel je me proposais de 
réunir ces matériaux, je me suis trouvé naturellement conduit à 
faire, s’il m’était possible, un Traité méthodique; et j’ai dû l’inti- 
tuler Géométrie supérieure, pour conserver le titre môme de la 
chaire consacrée à l’enseignement de la Géométrie pure. 

Nouveau par le litre, ce l’raité de Géométrie supérieure l’est 
aussi, à beaucoup d’égards, parlés matières, et principalement par 
la méthode de démonstration. Ce qui le caractérise essentielle- 
ment et détermine l’esprit dans lequel il a été conçu, c’est l’uni- 
formilé de cette méthode et la portée de ses applications. 

Les principes, ou théories spéciales, sur lesquels reposent ces 
procédés uniformes de démonstration sont développés dans le 
Volume que je publie aujourd’hui. Il contient, en outre, l’appli- 


(‘) Tü/r, plus loin, la note de la page xxx. 
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cation de ces principes aux propriétés des figures rectilignes et 
circulaires, et quelques théories générales, entre autres la théorie 
des figures lion lo graphiques et celle des Jîgures corrélatives, d’où 
dérivent, dans leur plus grande extension, les deux méthodes de 
transformation des ligures en usage dans la Géométrie moderne. 

On trouvera plus loin une indication sommaire de ces dilfércntcs 
Parties, et alors je dirai quelles sont les théories fondamentales 
sur lesquelles reposent les démonstrations que j'emploie, et je cher- 
cherai à expliquer d’où proviennent la facilité et la fréquence de 
leurs applications. Mais je dois indiquer d’abord les caractères 
généraux qui distinguent ces méthodes à d’autres égards, en cela 
surtout cpi elles participent aux avantages propres à V Analyse. 

Je veux parler de la généralité dont sont empreints tous les ré- 
sultats de la Géométrie analytique, où l’on ne fait accc])tion ni 
des différences de positions relatives des diverses parties d’une 
figure, ni des circonstances de réalité ou éé imaginai' ité des parties, 
qui, dans la construction générale de la ligure, peuvent être indif- 
féremment réelles ou imaginaires. Ce caractère spécifique de l’Ana- 
lyse se trouve dans notre Géométrie. 

Mais ces méthodes de pure Géométrie présentent un autre 
avantage essentiel, qui manque parfois à la Géomélrie analytique: 
c’est qu elles s'appliquent avec une égale facilité aux proposi- 
tions qui concernent des droites comme à celles qui concernent 
des points, sans qu’on soit obligé de conclure les unes des autres 
par les méthodes de transformation, ainsi qu’on a coutume de le 
faire. 

Il y a donc, comme on voit, trois points de doctrine mathéma- 
tique, qui donnent au Traité de Géométrie supérieure un carac- 
tère spécial et semblent marquer un progrès dans la culture de la 
science. Je vais entrer à ce sujet dans quelques développements. 

IL 

Jusqu’à présent on n'a point introduit, d’une manière générale 
et systématique, en Géométrie, le principe des signes, pour mar- 
quer la direction des segments ou des angles, excepté dans la Géo- 
métrie analytique et dans quelques questions particulières, telles 
que la théorie des centres àes moyennes distances et des moyennes 
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harmoniques, où l’on ne considère que des segments formés sur 
une seule droite. 

On est tellement familiarisé, en Analyse, depuis Descartes, avec 
ce principe des signes, dont on apprécie l’immense utilité, qu’on 
peut s’étonner que l’on n’en ait pas encore étendu l’usage général 
à la Géométrie pure. Je dirai plus loin les causes de cette lacune 
regrettable. Pour la constater ici, il suffira de citer la relation har- 
monique de quatre points, relation employée si fréquemment 
dans la Géométrie moderne, et toujours sans y faire entrer le prin- 
cipe des signes pour marquer la direction des segments. Il en. est 
de meme de beaucoup d’autres relations d’un usage également fré- 
([uenl, notamment de toutes celles qui rentrent dans la théorie des 
transversales. 

Dans toutes ces relations et dans celles qui en dérivent, on m; 
considère généralement que la valeur numérique des segments, de 
sorte qu’elles se rapportent, d’une manière concrète, à une seule 
des figures que peut admettre une question, à la ligure que l’on 
a eue sous les yeux dans le cours du raisonnement (^). 

Il est vrai qu’on peut conclure des relations démontrées pour 
cette figure celles qui conviennent à une autre, par la doctrine des 
(jiiantltés directes et inverses de Carnot, doctrine qui fait l’objet 
de la Géométrie de position. 

Avant que ce dernier Ouvrage parut, on donnait ordinairement 
d’une proposition autant de démonstrations, et d’un problème 
autant de constructions particulières, que la figure pouvait pré- (*) 


(*) Par exemple, quatre points c, d situés en li{;ne droite donnent lieu à trois 
reclanjjles ab.cd^ ac.dh, nd.bcy et l’on dcniontrc que l’w// de ces rectangles est égal 
numériquement à la somme des deux autres; celui-là dépend de la positio4i relative 
des quatre points. Si ces points sont placés dans l’ordre b, c, r/, ce rectangle est 
ac.bd^ de sorte qu’on a ac.bd— ab.cd->r ad.hc. 

Dans l’ordre <■/, b^ c, on a ab.cd^- ad,bc-+- nc.db, 

Pt dans l'ordre < 7 , b^ d, r, ad.be ab.de ^r- ac.bd. 

Chacune do oes égalités, qui sont purement numériques, convient à une position 
relative déterminée des quatre points; et c’est ainsi qu’on a coutume d’exprimer cette 
propriété do quatre points, démontrée en premier lieu, je crois, par Euler. (Voir 
J perçu historique, p. 3oü,) Avec le principe des signes, on l'exprime par la formule 


ab.cd-Jr ac .db-k- ad.be — o, 

(lui convient à tous les cas que peut présenter la position relative des quatre points. 
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senter de cas différents dans la disposition relative de ses diverses 
parties. C’est ainsi que faisaient les anciens et, dans le siècle der- 
nier, R. Simson, Stewart, etc. La Géométrie de position a eu 
pour objet de prouver qu’une seule démonstration ou construc- 
tion devait suffire, et de montrer comment on pouvait conclure 
d’une relation concrète et purement numérique, formée pour une 
fig^ure déterminée, la relation qui convenait à un autre état de la 
figure. 

Le procédé consiste à donner le signe — , dans la relation pro- 
posée, aux angles et aux segments qui ont changé de direction 
dans la seconde figure; alors la relation prend la forme qui con- 
vient à cette nouvelle figure ( * ). 

C’est ce que Carnot a appelé le principe de corrélation des 
ligures. Mais, à dire vrai, ce principe n’est pas démontré, et les 
développements dans lesquels l’auteur est entré à plusieurs re- 
prises, tant dans la Géométrie de position que dans des disserta- 
tions spéciales, ne forment que de puissantes inductions qui ne 
constituent pas une démonstration primordiale, absolue; et, à la 
rigueur, il faudrait justifier dans chaque question le passage d’une 
formule à une autre. 

Certes, ce principe de corrélation est un progrès en Géométrie; 
mais il n’est pas suffisant, et le défaut de rigueur absolue n’est pas 
ici le plus grave inconvénient de cette manière de procéder : il en 
est d’autres qui touchent à l’essence meme de la science, car les 
propositions dans lesijuelles on ne fait pas entrer le principe des 
signes sont, en général, incomplètes j en tij co/isidérant que les 
valeurs numériques des segments, on néglige une partie essen- 
tielle des propriétés de la figure, que ces propositions auraient 
exprimées au moyen des signes. 

11 s’agit ici d’un point de doctrine fort important. Fixons les 


(*) Les deux relations ne diffèrent, finalement, que par les signes de quelques 
termes. Voici comment l’auteur s’exprime : « Suivant les diverses circonstances où elles 
(les quantités que l’on considère, telles que des segments rectilignes) se trouvent, on 
doit conserver le signe qui les précède dans les formules où elles entrent ou le changer; 
et c’est la théorie de ces mutations que je nomme Géométrie de position, parce qu'en 
effet c’est par elles qu’on exprime la diversité de position des parties correspon- 
dantes dans les figures de même genre. » {Géométrie de position, Dissertation préli- 
minaire, p. XXIII ). 
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idées par un exemple. Quand un quadrilatère est inscrit dans un 
cercle ou une section conique, une transversale rencontre la 
courbe et les côtés du quadrilatère en six points qui donnent lieu 
à certaines relations à deux termes entre six ou huit segments. 
C’est ce qu’on appelle les équations à' involution de six points ou 
le théorème de Desargues. 

On a coutume de ne considérer dans ce théorème que les va- 
leurs numériques des segments, en faisant abstraction des condi- 
tions de direction, parce que le mode de démonstration que l’on 
emploie n’implique pas par lui-méme le principe des signes, et 
que l’on n’introduit pas a posterioriy ce principe dans les for- 
mules ( ^ ). 

Il résulte de là que les équations démontrées, bien qu’exactes 
numériquement, n’expriment cpï imparfaitement les propriétés de 
la figure. Par exemple, chacune de ces équations devrait pouvoir 
servir pour déterminer l’iin des deux points de la courbe quand 
l’autre est donné, et cela n’a pas lieu, faute d’avoir introduit le prin- 
cipe des signes. Car prenons l’équation ab' ,hd .ca' ad .cU .ba\ 
l’une des sept qui existent entre les deux couples de points a, a' 
et b y b' du quadrilatère et les deux points c, d de la courbe; cette 
équation, si on la regarde comme une relation purement numé- 
rique et sans y faire entrer, au moyen des signes, aucune condi- 


(*) Soient r/, a'; by b' et e, c' les trois couples de points; on démontre d’abord de 
diverses manières, qui souvent ne comportent pas l’application du principe des signes, 
les trois équations à huit segments 

ab.ab' a b. a' b' bc.bc' b'c.b'c' ra.ca' c'a. c'a' 

ae.ae' a'c.a'c'^ ba .bu' b'a.b'a'^ cb.cb' c'b.c'b'^ 

puis on conclut de ces équations, par voie de multiplication et division, quatre équa- 
tions à six segments. Par exemple, en multipliant les trois équations membre à 
membre, on obtient 

) 2 2 i i a 

ab' ,hc' .ca' ~ a' b .b'c .c'a ou ab' .bc' .ca' — a' b .b' c .c' a. 

Si l’on avait égard aux signes des segments, il y aurait ici une difficulté pour le 
choix du signe du second membre. Mais cette difficulté ne se présente pas, ou du 
moins on la passe sous silence, parce qu’on néglige dans ces formules le principe des 
signes, pour n’y considérer que la valeur numérique des segments. Aussi l’on écrit 
ces segments d’une manière arbitraire, par exemple ab' ou b' a indifïércmment, et 
(luelqucfois même sans observer dans les quatre équations une même règle de symé- 
trie relativement aux origines des segments. 
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tion de direclion des segments, donne pour une position du point 
c deux points c' et ne fait pas connaître lequel de ces deux points 
appartient à la courbe. Ce qui prouve que l’équation , telle 
qu’on la considère, ne satisfait pas à la question qu’elle devrait 
résoudre . 

Il faut donc nécessairement introduire dans les relations d’invo- 
lution le principe des signes, sans quoi elles seront de simples 
égalités numériques, formant un théorème imparfait et dont on ne 
connaîtrait pas toute l’utilité. 

Cela peut expliquer pourquoi ce théorème célèbre de Desar- 
gues, dont on parle tant dans la Géométrie moderne, n’a cepen- 
dant point encore eu toutes les applications dont il est susceptible. 
M. Brianchon, il est vrai, en a fait la base de son intéressant 
Mémoire sur les lignes du second ordre; mais il faut remarquer 
que tout l’ouvrage consiste dans les développements des corol- 
laires du théorème lul-mémc, considéré dans tous scs cas particu- 
liers, et que l’auteur n’introduit pas ce théorème dans les spécu- 
lations géométriques où l’on aurait eu à tenir compte de la direction 
des segments : ce que l’on n’a pas fait non plus depuis. 

Aussi, ce que l’on appelle Vinvolulion de six points s’est réduit 
aux équations à deux termes, entre six ou huit segments, relatives 
soit au quadrilatère inscrit à une conique, comme nous l’avons dit, 
soit aux six |)oints d’intersection des quatre cotés et des deux dia- 
gonales d’un quadrilatère quelconque par une transversale (*). 

Cependant les six points donnent lieu à diverses autres relations 


(‘) Ces relations d’invol iition entre les six points d'intersection des quatre côtés 
et des deux diagonales d’un quadrilatère par une transversale ont été connues des 
anciens, en partie du moins; car ou trouve dans le septième Livre des Collections 
mathématiques (\q Pappus six propositions, 127, 128, i 3 o-i 33 , qui s'y rapportent. 

La proposition i 3 o exprime la relation générale à huit segments, savoir 

en. en' c'a. c'a! 
ch. ch' c'b.c'h' 

Dans la proposition i 33 , la transversale passe par le point de concours de deux 
côtés opposés et est parallèle à une diagonale; l’équation démontrée est alors 

— 5 

ca . ca' = cb . 

Dans les propositions 127 et 128, la transversale est une droite quelconque paral- 
lèle à l’une des diagonales, et l’équation est de la forme ~ peut consi- 
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très (lifTércntes, formant une véritable théorie dont les applica- 
tions, déjà très fréquentes dans ce Volume, le seront encore plus 
dans la théorie des sections coniques. Mais ces applications se- 
raient difficiles et fort restreintes si l’on ne' considérait que les va- 
leurs numériques des segments, sans y faire entrer, avec le même 
degré d’importance, les conditions de direction, et l’on peut dire 
que cette théorie de Vin^olution n’existerait pas sans le principe 
des signes. 

Cet exemple suffit pour montrer comment l’usage explicite du 
principe des signes est souvent indispensable pour donner aux 
]>ropositions leur signification complète et toute la portée qui leur 
est propre, et à la science toutes ses ressources naturelles. 

111 . 

Mais ce principe a divers autres avantages. 11 apporte dans les 
démonstrations une facilité qui rapproche les conceptions de la 
Géojnétrie de celles de l’Analyse, car on sait qu’une démt>nstration 
est d’ordinaire plus pénible quand on est obligé de subordonner 
le raisonnement à l’état d’une figure particulière que quand on 
r)euL raisonner d’une manière générale, comme en Analyse, sans 
tenir compte des positions relatives, accidentelles, des diverses 
parties de la figure. Dans le premier cas on cherche péniblement 
dans les détails de la figure les éléments de la démonstration, et 
dans le second on combine logiquement des propositions abstraites, 
sans aucune entrave. 


tterer cotto équation comme un cas particulier de la relation générale à six segments, 
qui toulel’ois ne se trouve pas dans l’ouvrage de Pappus. 

Dans la proposition i3i, la transversale est la droite qui joint les points de concours 
des côtés opposés, et la proposition exprime que cette droite est divisée harmonique- 
ment par les deux diagonales. 

Knlin la proposition i32 est un cas particulier de i3i. La droite qui joint les points 
de concours des côtés opposés est parallèle à une diagonale. 

11 est à croire que les géomètres grecs n’ont pas connu explicitement les équations 
d’involution relatives au quadrilatère inscrit dans une conique; mais ils ont eu 
l’equivalent dans la proposition qu’on appelle, d’après Descaries, le théorème de 
Pappus, et qui consiste en ce que le produit des distances de chaque point delà courbe 
à deux côtes opposés du quadrilatère est au produit des distances du même point aux 
deux autres côtés dans une raison constante. 
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Le principe des signes étend même son influence sur l’énoncé 
des propositions ; car, lorsqu’elles ne se compliquent pas de condi- 
tions de situation, elles prennent une forme à la fois plus générale 
et plus concise, qui présente à l’esprit une idée plus nette et se 
prête mieux au raisonnement. 

On a donc beaucoup perdu à ne pas introduire systématique- 
ment dans la Géométrie pure le principe des signes; les progrès 
de la science en ont été nécessairement retardés. 

IV. 

Si l’on ne démontre ordinairement, comme nous l’avons dit, 
une formule ou relation que pour une certaine figure, et non dans 
l’état d’abstraction et de généralité qui permettrait, au moyen des 
signes et — afl'cctés aux segments et aux angles pour marquer 
leur direction, de l’adapter indifl'éremmcnt à tous les cas possibles 
de la figure, il est facile d’en reconnaître la raison. C’est que les 
propositions qui forment le plus ordinairement les éléments de 
démonstration, dans la Géométrie ancienne, ne comportent pas 
l’application du principe des signes. Telles sont la proposition du 
carré de l’hypoténuse, celle de la proportionnalité des cotés ho- 
mologues dans les triangles semblables, celle encore de la propor- 
tionnalité, dans tout triangle, des cotés aux sinus des angles op- 
posés. La règle des signes ne s’applique point à ces propositions, 
puisque les segments que l’on y considère sont formés sur des lignes 
différentes et les angles autour de sommets différents. 

A ces propositions classiques la Géométrie moderne en a ajouté 
quelques autres, notamment celles qu’on désigne sous le nom 
générique de théorie des transversales , lesquelles comportent 
l’application de la règle des signes. Mais on a négligé de recon- 
naître dans ces propositions ou, du moins, de mettre à profit cette 
faculté précieuse qui forme une partie notable de leur valeur, et 
on ne les emploie que comme exprimant de simples relations nu- 
mériques, sans y faire entrer les conditions de direction d’angles 
ou de segments, ainsi que nous l’avons dit au sujet des relations 
d’involution ( ‘ ) . 


(') Il ne faut pas perdre de vue que nous n’entendons parler ici que des Ouvrages 
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Il s’ensuit que les propositions déduites synthétiquement de ce 
petit nombre de théorèmes qui forment les éléments de démonstra- 
tion les plus ordinaires de la Géométrie ne concernent que les 
valeurs numériques des segments et des angles, et sont dépourvues 
d’une partie essentielle de la signification mathématique qui leur 
appartient. 

Au contraire, nos procédés de démonstration s’appuient sur des 
propositions qui impliquent toujours par elles-mêmes le principe 
des signes, et qui le conservent et le transmettent dans toutes les 
déductions résultant de leur combinaison synthétique, comme cela 
a lieu en Géométrie analytique (* ). 

Y. 

IjCs imaginaires, en Géométrie pure, présentent de graves diffi- 
cultés : souvent on ne sait comment les définir ni les introduire 


(le Géométrie pure; car les propositions, même celles de la théorie des transversales, 
(luc l’on démontre par la Géométrie analytique, doivent porter l’empreinte du principe 
des signes, à moins toutefois qu’en passant des résultats du calcul à leurs expressions 
(géométriques, on ne négli{îe do tenir compte des signes, ou qu’on ne fasse quelque 
erreur ou quelque hypothèse contraire à la stricte application de la règle ordinaire 
(les signes. C’est, en efTet, ce qui a lieu dans plusieurs Ouvrages de Géométrie analy- 
tique, à l'égard notamment des deux équations à six segments relativ(‘s au triangle, 
coupé par une transversale ou j>ar un faisceau de trois droites issues des sommets: 
ces d(Hix formules s’y trouvent diflerenciées par des signes précisément contraires à 
ceux qui leur conviennent. Cependant, dans l’Ouvrage de M. Môbius, intitulé Calcul 
lutryccntrif/uc {*), le premier, je crois, où l’on ait donne des signes à ces deux rela- 
tions, elles ont, ainsi que le rapport harmonique de quatre points, leurs véritables 
signes. 

M. de Morgan a déjà fait l’observation que la théorie des signes dans l’application 
de l’Algèbre à la Géométrie laisse parfois quelque chose à désirer. (On the mode of 
using the signe h- and — in plane Geometry. Voir The Cambridge and Dublin mathe- 
maticalJournal, mai i85i). 

(*) Les formules de la théorie des transversales se trouvent dans V Aperçu histo- 
rique, sous leur forme accoutumée, sans signes. Mais depuis j’ai conçu l’utilité que 
la Géométrie devait retirer de l’emploi des signes, et, dès l’ouverture du Cours de 
Geometrie supérieure, j’ai introduit systématiquement cette doctrine comme indispen- 
sable pour donner aux relations de segments ou d’angles leur signification complète 
et à la Géométrie l’un des caractères de généralité que comporte l’Analyse. 

( * ) I)cr iaryccntrische Calcul, ein ncucs Uülfsmittel zttr analytischen Behandlung der ('.contel rie 
dargcstcllt iind insbesundere auj die Uildung netier Classen 'von Aufgaben tind die Entwickelung 
inehrerer Eigenschuften der Kegelsc/inille ttngewendet von August Ferdinand Mdbins, Professor der 
Astrunutnio ku Leipzig. I.cipzig, 1827, in^*. 
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dans le raisonnement; et, d’autre part, les élénienls d’une démons- 
tration peuvent disparaître quand quelques parties d’une figure 
deviennent imaginaires. 

Ces difficultés n’existent pas en Analyse, où les imaginaires se 
manifestent et se caractérisent par les racines d’une équation du 
second degré, dont les coefficients seuls, et non les racines elles- 
mêmes, entrent dans les relations que l’on considère. 

Nos théories donnent lieu aussi à certaines équations du second 
degré, qui permettent d’introduire, naturellement et dans un sens 
parfaitement déterminé, les imaginaires dans les spéculations géo- 
métriques; parce que ces objets imaginaires, points, lignes on 
(juarititcs, n’entrent pas eux-mêmes explicileincnt dans le raison- 
nement, mais s’y trouvent représentés par des élcnwnts toujours 
réels qui peuvent servir à les déterminer. De la sorte, les démons- 
trations impliquent les cas où certaines parties d’une ligure, telles 
que les tangentes à un cercle menées par un point donné, de- 
viennent imaginaires, sans qu’on soit obligé d’invoquer le principe 
(Je confini{it(f dont iNf. l\)ncelet a fait un si heureux usage dans 
son savant Traité des pj opriétés projectiles des figures, mais (jui 
ne pouvait répondre aux vues qui m’ont dirigé dans la méthode 
suivant laquelle je traite la Géométrie. 

Pour bien expliquer ma pensée à cet égard, je vais enlrer dans 
quelques détails. 

Rappelons d’abord ce qu’on entend ici par le principe de conti- 
nuité. 

Certaines parties d’une figure considérée dans un état gi'néral 
de construction, peuvent être réelles ou imaginainîs, indiHerem- 
ment; par exemple, s’il se trouve dans la figure un cercle et une 
droite, sans aucune condition de [)osilion relative, les points d'in- 
tersection de ces deux lignes seront tantôt réels et tantôt imagi- 
naires, quoique la figure reste dans un étal de conslruction général. 
Quand ces parties sont réelles, nous dirons que le fait de leur 
existence forme une propriété contingente de la figure, et, pour 
distinguer ces parties elles-mêmes de celles qui sont (d)solues ou 
permanentes, nous les appellerons parties contingentes. 

Cela posé, il arrive souvent fpic ces \riXV\.\c^ contingentes (c’est-à- 
rlire qui peuvent être indifféremment réelles ou imaginaires) 
sers eut utilement, dans le cas de la réalité, [)our la démonstration 
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d’un théorème, cl fjuc celle démonstration n’ait plus lieu quand 
ces memes parties deviennent imaginaires. Alors on dit qu’cri 
vertu du princifyc de continuité le théorème démontré dans le 
premier cas s’étend au second, et on l’énonce d’une manière gé- 
nérale. 

Quelquefois le contraire a lieu, et c’est quand eertaincs parties 
d’une figure sont imaginaires que l’on y trouve les éléments d’une 
démonstration facile, dont on applique ensuite les conséquences, 
en vertu du principe de continuité , au cas où ces memes parties 
sont réelles et où la démonstration n’existc plus. 

Prenons un exemple de chacune de ces circonstances. 

D eux sections coniques situées dans un même plan se coupent, 
(‘n général, en quatre points, dont deux ou tous les quaire peuvent 
('tre imaginaires. Quand l’un de ces cas d’iinaginarité a lieu, on 
démontre (]ue les deux coniques peuvent être regardé(;s comme la 
pcrs|)(‘etlve de d(Ui\ cercles situés dans mi même plan, et alors on 
applique iimnédiatemcnt à ces deux courbes les propositions rela- 
tives aux deux cercles, notamment celles qui concernent leurs 
('cnlrc's de similitude; ci; qui donne de l)elles propriétés des deux 
eonicpies, concernant leurs centres d’homologie (* ). 

Mais, quand ces doux courl)CS se coupent en quatre points réels, 
C(; mode; de démonstration fait dél’aut, car les deux courbes ne 
peuvent plus être considérées comme la perspective de deux cercles, 
piiiscpic ceux-ci ne se couj)cnt qu’en deux ])oints réels. Alors on 
inveujue h; principe de conl inuiU'y et l’on dit que les théorèmes 
démonlrés dans le j)rcmier cas s’appliquent également à deux co- 
ni(pies (jui ont leurs quatre points d’intersection réels. 

Dans cet exemple, c’est le cas où les parties contingentes de la 
figure se trouvent imaginaires qui fournit une démonstration des 
théorèmes cpie fou a en vue. Dans l’exemple suivant, les parties 
contingentes sont réelles. 

Soit un quadrilatère inscrit dans une conicpie; une transversale, 
menée arbitrairement, rencontre la courbe et les deux systèmes 
de cotés opposés du quadrilatère on trois couples de points, entre 
lesquels ont lieu les équations d’involulion. Que deux autres co- 
riicpies passent par h'S (juatre sommets du quadrilatère, les deux 


(') Voir le Tnatc drs proprictei prujvcth'cs des Jigurcs ilo M. Poncelet, |). 6'o et i5G. 
(’.IIASLES. — (U'oni. snp. b 
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points d’intersection de chacune d’elles par la transversale lorme- 
ronl pareillement une involution avec les deux couples de points 
appartenant aux quatre côtes du quadrilatère; et l’on conclut de 
là, en combinant les équations d’involutiori, que les trois couples 
de points qui appartiennent respectivement aux trois coniques 
sont eux-mémes en involution, c’est-à-dire que : (( ()uand trois 
coniques passent par quatre memes points, toute transversale les 
rencontre en six points e/2 involution (^). )> 

Ce théorème est ici démontré dans le cas où les quatre points 
communs aux trois courbes sont réels, et, par le principe de conti- 
nuité, on l’étend au cas où deux de ces points ou tous les quatre 
sont imaginaires, bien qu’alors la démonstration n’ait plus lieu, 
puisqu’il n’y a plus de quadrilatère. 

En (Géométrie analytique, la démonstration de ces théorèmes a 
toute la généralité désirable, car on n’y lait point acception des 
circonstances de réalité ou d'imaginarité des points d’intersection 
des coniques. Et il semble que c’est cette puissance de l’Analyse 
qui autori‘se à faire avec confiance, en Géométrie pure, usage du 
principe de continuité. 


YJ. 

Sans vouloir élever aucune objection contre cette manière de 
procéder, qui peut, dans certaines (juestions, fournir au géomètre 
des ressources dont il fait bien de ne point sc priver, j'ai cru ce- 
j)endant, et par plusieurs raisons, devoir m’abstenir de remployer 
dans l’Ouvrage actuel. 

D'abord, ce principe de continuité u pas démontré uprioi i, 

en l’invorpiant comme une sorte d’axiome ou de postulotuni , on 
s’écarte de l’exactitude rigoureuse qui constitue le caractère prin- 
cipal, et l’on peut dire la supériorité, dos sciences mathématiques 
en général, mais surtout de la Géométrie. 

En outre, avec ce principe, fùt-il prouvé en toute rigueur, on 
n’a pas une démonstration directe, qui seule satisferait compléle- 


(') Cette propriété des toniques a été donnée par M. Stnrm dans In première 
l’artie d’ini Mémoire dont la suite, au grand regret des géomètres, ii’a pas été puljlièe. 
{\o\r Annules de Mathcmatif/ncs de M. Gergoune, t. XVII, p. i8ü.) 
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ment l’esprit ; on laisse dans chaque question une lacune et un 
sujet de recherche. 

Mais il est une autre considération plus puissante qui m’a déter- 
miné à jac pas profiter, dans ce Volume destiné à poser les bases 
de méthodes générales, des facilités qu’aurait pu offrir souvent le 
principe de continuité. Une étude attentive des différents procédés 
de démonstration qui peuvent s’appliquer à une meme question 
m’a convaincu qu’à coté d’une démonstration facile, fondée sur 
quelques propriétés accidentelles ou contingentes d’une figure, 
devaient s’en trouver toujours d’autres, fondées sur des propriétés 
absolues et subsistantes dans tous les cas que peut présenter la 
figure en raison de la diversité de position de ses parties; et j’ai 
éprouvé que la recherche de. ces démonstrations complètement ri- 
goureuses est d’autant plus utile, qu’elle met nécessairement sur la 
voie des propositions les plus importantes, de celles qui établissent 
tous les liens qui doivent exister entre les différentes parties d’un 
meme sujet. 

Je me suis donc proposé d’introduire dans cet Ouvra*ge, avec la 
notion explicite des imaginaires, des démonstrations aussi rigou- 
reuses et aussi générales ([ue celles de la Géométrie analjtiqiie. 

Ces démonstrations deviennent aussi faciles que les premières 
quand on en a préparé la voie par la recherche de quelques pro- 
positions d’une certaine nature, savoir de propositions reposant 
sur les propriétés absolues ou peruiauentes de la ligure que l’on 
considère, et non simplement sur ses propriétés couLingeuLcs . Ces 
propositions se distinguent par ce caractère spécial que les objets 
susceptibles de devenir imaginaires n’y entrent pas sous forme 
explicite, mais s’y trouvent représentés par des éléments réels, de 
meme que les racines d’une équation n’cnlrent pas clles-mémcs 
dans les calculs de la Géométrie analytique et y sont représentées 
collectivement par les coefficients de l’équation. 

Ces [)ropositiüns, où n’enlrcnt ainsi que des relations qui, en 
Analyse, s’exprimeraieiiL au moyen des coeiricients d’une écpiation 
ou d’autres fonctions symétriques des racines de l’équation, sont 
celles qu’il importe le plus de connaître, comme étant à la fois les 
plus fécondes et les plus propres à donner à la Géométrie le degré 
de généralité qui fait la puissance de rAnalyse. 
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VIT. 

Je terminerai ces considérations sur les imaginaires par une 
remarque qui se rapporte essentiellement au sujet. 

Il peut arriver, quand quelques parties d’une ligure deviennent 
imaginaires, que les propositions soient susceptibles de nouveaux 
énoncés très diflérents des premiers, et donnent lieu à des pro- 
priétés de rétendue très difierentes aussi de celles que Ton consi- 
dérait d’abord. 

On trouvera un exemple remarquable d’une telle transfbrma- 
lion dans un svstèmc de cercles ayant le meme axe radical. Si l’on 
suppose l’un des cercles imaginaire (ce qui aura lieu selon la posi- 
tion du point que l’on prendra pour centre du cercle), toutes les 
propositions générales appartenant à ce système fournissent immé- 
diatement, en changeant d’énoncés, de fort belles pro[)riétés des 
cônes à base circulaire. Transformation singulière, qui montre le 
sens prol'on/1 de cotte pensée d’un illustre géomètre de nos jours : 
« En Géométrie, comme en Algèl)re, la plupart des idées dilfé- 
rentes ne sont que des transformations; les plus lumineuses et 
les plus fécondes sont pour nous celles qui font le mieux image 
et que l’esprit combine avec le plus de facilité dans le discours et 
dans le calcul ( ‘ » 


YflI. 

Je ferai mention brièvement d’un troisième caractère de géné- 
ralité que possèdent nos théories géométriques et (pii leur donne, 
dans beaucoup de questions, un avantage réel sur les ])rocédés 
ordinaires de la (iéornélrie analyli([ue. C’est ([u’elles s’aj)pli(pienl 
indilïércmment aux deux genres de j)roposilions que l’cjn peut 
distinguer dans la science de l’étendue, selon qu’elles se rap- 
[)orlent à des points ou à des droites ])ropositions qui se cor- 


( ' J PoiNSOT, Mémoire sur la composition des moments et des aires dans la Mécani(/ue ■ 
voir les Eléments de Statique, 9 “ édition, p. 3.33. 

Il n’est ici question que de la Géométrie plane. Dans la Géométrie à trois di- 
mensions, ce sont des plans qui correspondent à des points, et dos droites à do - 
droites. 
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respondent en vertu de certaines lois auxquelles on a donné le nom 
de principe de diialiLc, Par exemple, à une proposition concer- 
nant les et les diagonales d’un quadrilatère, en correspond 

une concernant les soiwnets et les points de concours des côtés op- 
posés ; à une proposition concernant les points d’un cercle ou d’une 
conique, en correspond une concernant les tangentes, etc. 

La méthode de Dcscartcs, ou Géométrie analytique, ne s’ap- 
plique pas avec une é^^le facilité à ces deux genres de proposi- 
lions. Aussi, dans beaucoup de cas, on n’en démontre qu’une, et 
l’on en conclut l’autre par les méthodes de transformation des 
figures, telles que la théorie des polaires réciproques. C’est ainsi 
que l’on a coutume de conclure du théorème de Pascal sur l’hexa- 
gone inscrit à une conique le théorème de M. Brianchon sur 
l’hexagone circonscrit. 

Nos méthodes s’appliquent avec une égale facilité aux deux 
sortes de propositions et accroissent, à cet égard, les ressources de 
la G éométrie. 

Aussi nous n’avons pas été obligé de recourir aux méthodes de 
transformation des figures, lesquelles sont parfois fort utiles, mais 
ne satisfont pas complètement aux besoins de la science, meme 
((Liand elles sont applicables, et ne peuvent suppléer à des démons- 
trations directes. 

Nous renvoyons, à ce sujet, aux considérations développées dans 
le cours de l’Ouvrage (Ghap. XXVIl). 


IX. 


(hî Volume est divisé en quatre Sections. 

La première contient un ensemble de propositions dont l’en- 
(diaîiiemcnt naturel donne lieu à trois théories qui se font suite et 
sont le développement d’une meme notion et d’un même théorème 
fondamental. 

Cette notion se rapporte à une certaine fonction de segments ou 
d’angles, appelée rapport anharmonique de quatre points ou d’un 
faisceau de quatre droites. 

Les trois théories successives auxquelles donne lieu cette fonc- 
tion, que l’on considère dans un ou plusieurs systèmes soit de 
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quatre points, soit de quatre droites, peuvent etre dites théories 
du rapport anharmo nique, des divisions et faisceaux honio gra- 
phiques, et de Vinvolution, 

Ces théories forment la liase de nos procédés de démonstration. 
Chacune des propositions dont elles se composent s’y trouve 
comme un anneau nécessaire à leur enchaînement continu, et toutes 
sont susceptibles d’applications ultérieures très-diverses. 

Je dois rappeler ici brièvement ce que nous entendons par rap- 
port anharmonique, divisions et faisceaux honiographiques, et 
involution. 

Quand quatre points a^ by c, d sont en ligne droite, on appelle 
rapport anharmonique de ces points une expression ou fonction de 

„ ac hc 

quatre segments telle que — • 

* ^ ^ ad bd 

Dans le cas particulier où la fonction est égale à l’unité (abs- 
traction faite des signes des segments), on dit communément que 
les quatre points sont en rapport harmonique. C’est pourquoi j’ai 
donné à la fonction, dans le cas général, le nom de rapport anhar- 
monique (Q. 

De meme, quand quatre droites A, B, C, D concourent en un 
mémo point, ce qu’on exprime en disant qu’elles forment un fais- 

sin(A,(]) ^ sin(B,C) ^ ^ 
sin( A, l)j ’ sin ( B, D) 
un rapport anharmonique des quatre droites, ou du fiiisceau. 

J’appelle divisions homo graphiques sur deux droites, ou sur une 
seule, deux séries de points qui se correspondent deux à deux de 
manière que le rapport anharmonique de quatre points quelconques 
de la première série soit égal à celui des quatre points correspon- 
dants delà seconde; et faisceaux homo graphiques deux faisceaux 
dont les droites se correspondent deux à deux de manière que le 
rapport anharmonique de quatre droites du premier laisceau soit 
égal à celui des quatre droites correspondantes du second fais- 
ceau ( -). 

Enfin je considère V involulion de six points, conjugués deux à 
deux, comme une égalité entre le rapport anharmonique de cpiatre 

C; d perçu historique, p. 3^. 

{' \ Aperçu historique, Nol<^s XV et XVI; voir p. 3'|Oct 3^|'|. 


ceauy chaque fonction de sinus de la forme 
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(le ces points et celui des quatre points conjugués; et de même 
pour l’involution de six droites (*). 

Cette définition de l’involution se prête avec une grande facilité 
à l’extension considérable dont cette théorie était susceptible, et 
qui sera d’un grand usage surtout dans l’étude des sections coniques 
et des surfaces du second ordre. 

Les fonctions anharmoniques de quatre points et de quatre 
droites jouissent d’une propriété commune, fort simple, qui forme 
le théorème fondamental que nous prenons^ pour point de départ 
dans le développement de nos trois théories; c’est que : 

Quand un faisceau de (jiiatre droites est coupé par une trans- 
versale, le rapport anliarmonique des quatre points d'intersection 
est égaly numériquement et avec le meme signe, à celui des quatre 
droites. 

Ainsi, les droites étant A, B, C, D et les points d’intersection 
a, h y Cy dy oiî a toujours 

ac ^ hc sin ( A, C ) sin ( B, C 'l 

ad* bd sin (A,D) * sin(B, D j 

On conclut de là immédiatement que, quand les quatre droites 
sont coupées par deux transversales, les deux séries de quatre 
points d'intersection ont le même rapport anliarmonique ; ce qu’on 
exprime brièvement en disant que le rapport anharnionique de 
cpiatrc points est projectif. 

Cette propriété du rapport anliarmonique de quatre points a été 
connue des anciens. On la trouve dans six propositions du VIP li- 
vre des Collections mathématiques de Pappus, parmi les lemmes 
relatifs aux porismes d’Euclide (^). Chez les modernes, Pascal et 


(‘) Aperçu historique, Noie X; 'voir p. 3i8. 

(*) Propositions 129, 13G, 137, 140, 142, 145 (voir Aperçu historique, etc., p. 38). 
Dans la proposition 129, Pappus démontre que : Quand trois droites B, C, D partent 
d'un meme point, deux transversales nienees par un point a les rencontrent en deux 
séries de points b, c, d et b', c', d', entre lesquels a lieu l'équation 

ac. hd ac' .b' d' , . ac hc ac' b' c' 

' , , — nous écrivons — . : , ^ = —j. : yt,,' 

ad. be ad.be ad bd ad bd 

Les propositions 13G et 142 expriment la réciproque de cette première, savoir que : 
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Desargues Font connue ; cl vers le meme temps Grégoire de Saint- 
Vincent et de La Mire ont fait un grand usage du eas où les points 
sont en rapport liarmonique. Carnot, en démontrant ce cas parti- 
culier, a considéré, le premier, le rapport des sinus des angles du 
faisceau (‘). M. Brianchon a énoncé la proposition générale ets’en 
est servi dans son Mémoire sur les lignes du second ordre, et 
M. Poncelet, en faisant usage simplement, comme de La ïlire et 
Grégoire de Saint-Vincent, du cas du rapport harmonique, a cité 
la proposition générale de M. Brianchon (-). Depuis, plusieurs 
géomètres, et surtout MM. Mobius(^) et Steiner ('), ont fait un 
usage plus étendu de cette proposition et de celle qui exprime 
l’égalité entre le rapport anliarmonique d’un faisceau de quatre 


Qnaîid cette égalité a lieu à l'egard des deux séries de points a, b, c, cl et a, b', c', 
d' situées sur deux transversales issues du point commun a, les trois droites bb', cc' et 
dd' concourent en un meme point. 

Dans la proposition 137, la seconde transversale est parallèle U l’une des droites 
du faisceau, et, par suite, le second membre do ré(|uation se réduit au simple rap- 
port de deux sefjments. On pourrait considérer cette proposition comme un corol 
lairc de la 129® : néanmoins elle a la même portée que celle-ci, parce qu’elle exprime, 

comme elle, que la fonction -- : -- relative a la première transversale a une valeur 

constante, quelle que soit la direction de cette droite. 

La proposition liO est la réciproque de 1.37. 

Enfin la proposition 145 est un corollaire de la 129®; les quatre points «, c, d 
sont supposes en rapport harmonique^ et l’auteur démontre que les quatre n, c’, 
d' sont aussi en rapport harmonique; ce qu’il exprime en disant que, si Von a 


on aura aussi 


tic hc 
ad bd ’ 

ac' b' c’ 

'ad' VVV * 


M. Poncelet (voir Traité des propriétés projectives des Jigurcs, p. 12 ) et plusieurs 
anlcurs après lui ont cité de l’Ouvrage de Pappus cette dernière proposition 145, qui 
prouve que le rapport harmonique est projectif. Mais on voit que la proposition gé- 
nérale se trouve aussi dans l’Ouvrage du géomètre grec, et môme avec une proposi- 
tion réciproque fort importante. On peut penser qu’Euclide lui-môme faisait usage 
de ces propositions dans son Traité des porismes. 

(' ) Essai sur la théorie des Transversales, p. 77 . 

(’) Traité des propriétés projectives des figures, p. 12 . 

( * ) Der barycentrischc Calcul, etc. 

(*) Systematische EnUvickelung der jibhiingigkeit Geometrischer Gestalten von 
einander. Berlin, i832, in-S". 
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droites et celui des quatre points d’intersection de ces droites par 
une transversale. INous-même avons fait usage aussi de ces fonc- 
tions anharmoniques, notamment en les prenant pour le type des 
relations transformables, dans la théorie des figures homogra- 
j)hiques, comme dans celle des figures corrélatives ( ^ ). 

Mais, indépendamment de ces applications spéciales, la notion 
du rapport anharmoniquc était susceptible de développements dont 
j’ai traité quelques points dans \ Aperçu historique en m’ef- 
forçant d’appeler rattcnlion des géomètres sur une matière dont 
l’étude me paraissait devoir être extrêmement utile aux progrès de 
la Géométrie (^). Ce sont ces développements qui ont donné lien 
aux trois théories distinctes dont je viens de parler. 

X. 

On peut se rendre compte de la facilité que doit procurer le /’^p- 
pour la démonstration des propriétés ^es figures, 
lî^lle provient de l’équation 

ac ^ hc sin(A, C) ^ sin(B, C) 

ad ' bd sin ( A, D) ’ siii ( B, D) ’ 

qui exprime que le rapport auliarmonique de quatre points en 
ligne droite est égal à celui de tout Jaisceau de quatre droites 
passant par ces points. 

En effet, il résulte de cette propriété du rapport anharmoniquc 
que cette fonction peut servir de lien entre les parties d’une figure 
pour établir les relations qu’elles comportent et qui constituent les 
propriétés de la figure. 

Par exemple, si les rayons de deux faisceaux se coupent deux à 
deux en quatre points en ligne droite, les rapports anharmoniques 
des deux faisceaux sont égaux, et, si ces deux faisceaux sont cou- 
pés respectivement par deux transversales, les rapports anliarmo- 
niques des deux séries de quatre points d’intersection seront 
égaux. De chacun de ces deux systèmes de quatre points on passe 


(M Aperça historique, p. r)7r)-S/|S. 

(*) Foû- Note IX, p. 3 ü2-3o8, et Notes XV et XVI, p. 33/|-3i',. 
<d) Voir p. 33-33, 38-3(), 8f, i5p, 255. 
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de même à d’autres systèmes semblables, par rinlermédiaire 
d'autres faisceaux. De là peuvent donc résulter des propriétés do 
la figure, concernant des points et des droites. On verra, en effet, 
dans tout le cours de l’Ouvrage, qu’il y a presque toujours lieu de 
considérer ainsi, dans chaque question, quelques systèmes de quatre 
points ou de quatre droites ayant les mêmes rapports anharino- 
niques. On peut d’ailleurs former, avec trois points seulement 
situés en ligne droite, un rapport anharinonique, en y faisant en- 
trer le point situé à l’infini sur la droite, auquel cas la fonction an- 
harmonique est simplement un rapport de deux segments. 

Mais il ne faudrait pas croire que l’on ne démontre ainsi que des 
propriétés exprimées par la simple égalité de deux rapports anhar- 
moniques. Cette égalité sert d’auxiliaire ou de lien, comme feraient 
d’autres propositions, mais avec beaucoup plus de facilité ([ue 
d’autres, pour établir les diverses relations qui constituent les pro- 
[)riétés d’une figure. Du reste, on verra que cette égalité même ne 
s’exprime pas uniquement par une équation à deux termes, comme 
on pourrait le penser d'après la définition du rapport anharmo- 
nique, mais aussi par des équations à trois et à quatre termes, de 
formes variées, équations dontchacunc a des a[)plications spéciales 
fort étendues. 

Aucune autre proposition ne me paraît aussi {)ropre que celle 
du rapport anharmonique à servir de lien entre les diverses parties 
d’une figure dont on veut découvrir ou démontrer les propriétés. 
La proposition la plus fréquemment employée est celle de la pro- 
portionnalité entre les cotés des triangles semblables. Mais ces 
triangles n’existent pas, en général, dans les données de laquestion, 
et il faut chercher à les former par des lignes auxiliaires, tandis que 
les rapports anharmoniques s’a[)erçoivent presque toujours dans la 
ligure même ou s’y peuvent former aisément. 

XI. 

La fonction anharmonique, indépendamment de la facilité qu’elle 
|)rocure dans les démonstrations, porte en soi le germe des carac- 
tères généraux qui distinguent, comme nous l’avons dit, nos pro- 
cédés de démonstration : savoir l’application constante du principe 
des signes; l’égale facilité de traiter les deux genres de questions 
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rclalives aux points et aux droites; et la considération des imagi- 
naires de la meme manière qu’en Géométrie analytique. 

En elTet, l’égalité entre la fonction de segments et la fonction 
correspondante de sinus comporte le principe des signes -, et, comme 
nos théories découlent de ccttc unique proposition, il s’ensuit que 
tous les résultats admettent naturellement et nécessitent meme 
l’application du principe des signes. 

Cette manière de faire dériver, pour ainsi dire, toute la Géomé- 
trie supérieure d’une proposition unique qui implique l’usage des 
signes, a de l’analogie avec ce que l’on fait dans la Trigonométrie 
et dans la Géométrie analytique. 

Car, dans la Trigonométrie, on démontre la formule du dévelop- 
peFuent de sin(<it-H^) en prouvant avec soin que la règle des 
signes s’y applique, et l’on déduit de cette formule unique toutes 
les autres. 

De même, en Géométrie analytique, on démontre l’équation de la 
ligne droite et l’on prouve qu’elle comporte le principe des signes; 
j)uis cette équation forme le point de départ et le fondement de 
Ions les calculs ultérieurs. 

De même, dans notre Géométrie, une seule proposition expri- 
mant l’égalité de deux fonctions anliarmoniqucs de segments et de 
sinus forme la hase de tout l’Ouvrage et introduit naturellement 
le principe des signes. 

Mais ccttc simple égalité a quelque chose de plus général et de 
plus primordial que les deux propositions qui servent de base à la 
Trigonométrie et à la Géométrie analytique, car celles-ci peuvent 
être considérées comme des conséquences de la première, ainsi 
(pi’on le voit dans le cours de l’Ouvrage ('). 

XII. 

Quant aux deux genres de propriétés des figures auxquels donne 
lieu la distinetion des points et des droites, on conçoit que la fonc- 
tion anharmonique y soit également propre, puisqu’elle implique 
les droites par la fonction de sinus aussi bien et au meme titre 


(‘) Chap. IF, § V, et Chap. XXI, § !. 
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de même à d’autres systèmes semblables, par l’intermédiaire 
d’autres faisceaux. De là peuvent donc résulter des propriétés de 
la figure, concernant des points et des droites. On verra, en effet, 
dans tout le cours de l’Ouvrage, qu’il y a presque toujours lieu de 
considérer ainsi , dans chaque question, quelques systèmes de quatre 
points Ou de quatre droites ayant les mêmes rapports anharmo- 
niques. On peut d’ailleurs former, avec trois points seulement 
situés en ligne droite, un rapport anharmonique, en y faisant en- 
trer le point situé à l’infini sur la droite, auquel cas la fonction an- 
harmonique est simplement un rapport de deux segments. 

Mais il ne faudrait pas croire que l’on ne démontre ainsi que des 
propriétés exprimées par la simple égalité de deux rapports anhar- 
moniques. Cette égalité sert d’auxiliaire ou de lien, comme feraient 
d’autres propositions, mais avec beaucoup plus de facilité que 
d’autres, pour établir les diverses relations qui constituent les pro- 
priétés d’une figure. Du reste, on verra que cette égalité même ne 
s’exprime pas uniquement par une équation à deux termes, comme 
on pourrait le penser d’après Ja définition du rapport anharnio- 
iiique, mais aussi par des équations à trois et à quatre termes, de 
formes variées, équations dont chacune a des applications spéciales 
fort étendues. 

Aucune autre proposition ne me paraît aussi propre que celle 
du rapport anharmonique à servir de lien entre les diverses parties 
d’une figure dont on veut découvrir ou démontrer les propriétés. 
La proposition la plus fréquemment employée est celle de la pro- 
portionnalité entre les côtés des triangles semblables. Mais ces 
triangles n’existent pas, en général, dans les données de la question, 
et il faut chercher à les former par des lignes auxiliaires, tandis que 
les rapports anharmoniques s’aperçoivent presque toujours dans la 
figure même ou s’y peuvent former aisément. 

XI. 

La.fonction anharmonique, indépendamment de la facilité qu’elle 
procure dans les démonstrations, porte en soi le germe des carac- 
tères généraux qui distinguent, comme nous l’avons dit, nos pro- 
cédés de démonstration : savoir l’application constante du principe 
des signes; l’égale facilité de traiter les deux genres de questions 
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relatives aux points et aux droites; et la considération des imagi- 
naires de la même manière qu’en Géométrie analytique. 

En effet, l’égalité entre la fonction de segments et la fonction 
correspondante de sinus comporte le principe des signes ^ et, comme 
nos théories découlent de cette unique proposition, il s’ensuit que 
tous les résultats admettent naturellement et nécessitent même 
l’application du principe des signes. 

Cette manière de faire dériver, pour ainsi dire, toute la Géomé- 
trie supérieure d’une proposition unique qui implique l’usage des 
signes, a de l’analogie avec ce que l’on fait dans la Trigonométrie 
et dans la Géométrie analytique. 

Car, dans la Trigonométrie,on démontre la formule du dévelop- 
pement de sin(a-f-Z>) en prouvant avec soin que la règle des 
signes s’y applique, et l’on déduit de cette formule unique toutes 
les autres. 

De même, en Géométrie analytique, on démontre l’équation de la 
ligne droite et l’on prouve qu’elle comporte le principe des signes; 
puis cette équation forme le point de départ et le fondement de 
tous les calculs ultérieurs. 

De même, dans notre Géométrie, une seule proposition expri- 
mant l’égalité de deux fonctions anharmoniques de segments et de 
sinus forme la base de tout l’Ouvrage et introduit naturellement 
le principe des signes. 

Mais cette simple égalité a quelque chose de plus général et de 
plus primordial que les deux propositions qui servent de base à la 
Trigonométrie et à la Géométrie analytique, car celles-ci peuvent 
être considérées comme des conséquences de la première, ainsi 
qu’on le voit dans le cours de l’Ouvrage (^ ). 


XIÏ. 

Quant aux deux genres de propriétés des figures auxquels donne 
lieu la distinction des points et des droites, on conçoit que la fonc- 
tion anharmonique y soit également propre, puisqu’elle implique 
les droites par la fonction de sinus aussi bien et au même titre 


(‘) Chap. II, § y, cl Chap. XXI, § I. 
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que les points par la fonction de segments. Aussi tous les dévelop- 
pements qui découlentde la proposition fondamentale comprennent 
deux ordres de recherches différentes, mais qui se correspondent 
parfaitement : les unes relatives à des points et les autres à des 
droites. 

On voit donc qu’à cet égard, comme à l’égard du principe des 
signes, la fonction anharmonique offre des avantages qui ne sc 
trouvent dans aucune des propositions dont on se sert le plus fré- 
quemment dans la Géométrie, telles, par exemple, que la propor- 
tionnalité des côtés homologues dans les triangles semblables. 

Du reste, le rapport anharmonique de quatre points ou d’un 
faisceau de quatre droites est la fonction la plus simple qui puisse 
donner lieu à une égalité entre une fonction de segments et la fonc- 
tion semblable de sinus; c’est-à-dire qu’avec trois points et un 
faisceau de trois droites on ne peut pas former de fonctions qui 
jouissent de cette propriété. 


XIII. 

Pour montrer comment j’introduis en Géométrie pure la notion 
des imaginaires de la même manière qu’on le fait en Géométrie 
analytique, c’est-à-dire par la considération des racines d’une équa- 
tion du second degré, il faut donner d’abord une courte explication 
relative aux dwisions et diWSi. faisceaux homograpliiques , 

Deux divisions homograpliiques sur deux droites, ou sur une 
seule, sont deux séries de points qui se correspondent deux à deux 
de manière que le rapport anharmonique de quatre points quel- 
conques de la première série soit égal à celui des quatre points 
correspondants de la seconde série. La relation entre deux points 
correspondants des deux divisions s’exprime, de même que l’égalité 
de deux rapports anharmoniques, par des équations à deux, à trois 
ou à quatre termes, lesquelles sont indépendantes de la position 
des deux droites. 

L’une de ces équations est de la forme 

Aw.B'w' -h >.Aw 4- ^ . B' /w' -f- V = o, 

A et B' étant deux points fixes quelconques sur les deux droites. 
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///,7r/deux points correspondants des deux divisions, et des 

constantes qu’on détermine au moyen de trois couples de points 
correspondants. 

Quand les deux droites sont coïncidentes, on peut rapporter les 
points de la seconde division à la même origine que ceux de la pre- 
mière, et l’équation devient 

Am .Km' -h \ .Am-\~ /x . A ;?2' -f- v ~ o. 

On voit immédiatement, d’après C£tte équation, qu’il existe 
sur la droite deux points, déterminés par l’équation du second 
degré 

Km -4- (> H- Am -f- V ~ O, 

qui jouissent de cette propriété que chacun d’eux, considéré 
comme appartenant à la première division, est lui-même son ho- 
mologue dans la seconde division. J’appelle ces deux points les 
points doubles des deux divisions. Quand les racines de l’équation 
sont imaginaires y on dit naturellement, comme en Analyse, que 
ces points sont imaginaires^ mais leur point milieu est toujours 
réel, ainsi que le rectangle de leurs distances à l’origine A. Et s’il 
n’entre dans la question que l’on traite que ce point et ce rectangle, 
ou bien les coefficients X, p. et v, ou bien encore les trois couples 
de points correspondants des deux divisions homographiques qui 
suffisent pour déterminer ces coefficients, les résultats seront in- 
dépendants des circonstances de réalité ou d’imaginarité des deux 
points doubles, et comporteront le même degré de généralité que 
les calculs de la Géométrie analytique. 

C’est par ces considérations qu’on introduit naturellement et 
sans obscurité la notion des points imaginaires. 11 en est de même 
pour le système de deux droites imaginaires ; on regarde les deux 
droites comme les rajons doubles de deux faisceaux homogra- 
phiques ayant le même centre, et ces rayons doubles se détermi- 
nent par une équation du second degré dont les racines peuvent 
être imaginaires. 

Ces divisions et faisceaux homographiques se présenteront dans 
une foule de questions, notamment dans toute la théorie des sec- 
tions coniques ; de sorte que l’on conçoit bien que dans cette théorie 
la notion des points et des droites imaginaires ne causera aucune 
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obscurité, aucun embarras. Par exemple, qu’on demande de dé- 
terminer les points d’intersection d’une droite et d’une conique 
non tracée, mais qui doit passer par cinq points donnés. On se 
servira de cette proposition que : « Si autour de deux points fixes 
d’une conique on fait tourner deux droites qui se coupent toujours 
sur la courbe, ces deux droites forment, dans leurs positions suc- 
cessives, les rayons de deux faisceaux homographiques (^ ). » Il en 
résulte que les deux droites tournantes rencontrent la droite pro- 
posée en deux séries de points qui forment deux divisions liorno- 
graphiques ; et Ton voit immédiatement que les points de rencontre 
de la droite et de la conique sont les points doubles de ces deux 
divisions, lesquels peuvent cire imaginaires en vertu de l’équation 
du second degré précédente. 

On aura donc une idée parfaitement nette de ce qu’on doit 
entendre par les points d’intersection imaginaires d’une droite 
et d’une conique, et l’on saura déterminer le milieu de ces 
deux points et le rectangle de leurs distances à une origine prise 
sur la droite. Tous les résultats où n’entreront que ces deux élé- 
ments, le point milieu et le rectangle, subsisteront dans le cas 
d’imaginarité comme dans celui de réalité des deux points d’in- 
tersection. 

Cette manière de considérer les imaginaires est tout à fait con- 
forme à ce qu’on fait en Géométrie analytique. Mais ici les équa- 
tions sont formées avec les données mêmes de la question, ce qui 
est le plus haut point do simplicité que l’on puisse désirer. En 
Géométrie analytique, au contraire, elles ont lieu entre des coor- 
données introduites auxiliairemejit. Certes, ces coordonnées sont 
souvent d’un secours précieux; mais, employées mal à propos et 
sans nécessité, elles compliquent une question et n’en procurent 
qu’une solution indirecte, dès lors sans utilité théorique et dé- 
pourvue de cette netteté qui doit être le but constant des efforts du 
géomètre ( - ). 


(*) J’ai démontre ce théorème, en premier lieu, sous un énoncé différent, dans un 
Mémoire sur la transformation des relations métrùfues des figures (voir Correspon-- 
dance mathématique et physique de M. Quételet, t. V, p. 293 et 29/î ; année 1829); 
puis sous l’énoncé actuel dans la INotc XV de V Aperçu historique (p. 33 /|- 3 ,ji ), où se 
trouvent diverses applications de cette propriété importante des sections coniques. 

(*) La méthode naturelle se distingue par « cette clarté et cette facilité suprême 
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XIV. 

Notre seconde Section renferme les applications des trois théo- 
ries fondamentales à la démonstration des propriétés des figures 
rectilignes. On y trouve les propositions les plus utiles sur le 
triangle, le quadrilatère etles polygones; divers modes de descrip- 
tion d’une ligne droite par points; la théorie des transversales; les 
centres des moyennes distances et des moyennes harmoniques ; des 
relations générales entre deux systèmes quelconques de points situés 
sur une meme droite, d’où dérivent immédiatement diverses for- 
mules analytiques, notamment celles qui servent à la décomposition 
des fractions rationnelles en fractions simples; une solution générale, 
par une construction unique, d’un grand nombre de questions fort 
diverses, parmi lesquelles se trouvent les trois problèmes d’Apol- 
lonius, de la section deraisoiiy de la section de L'espace et de la.çec- 
tion déterminée ; problèmes qui, comme, on sait, avaient donné 
lieu à trois Ouvrages du géomètre grec et dont la solution, chez les 
modernes, a toujours exige plusieurs propositions. Ici un même 
principe de solution et une meme construction s’appliquent immé- 
diatement aux trois problèmes : cette construction est celle des 
points doubles de deux divisions homographiques. 

On peut rattacher cette solution générale à des considérations 
analogues aux règles de double fausse position (^). La facilité et 
l’étendue de ses applications à une foule de questions fort difïe- 
rentes semblent indiquer que les théories d’où cette solution dérive 
ne s’écartent pas des bases naturelles de la science. 


qui, selon nous, doit se trouver dans les vraies Mathématiques. » ( I)escart::s, Règles 
pour la direction de l'esprit ; Règle qualrième.) 

(*) Ici, où les questions traitées par cette méthode ont, en généra], deux solutions, 
il faut trois hypothèses au lieu de deux. On peut dire que c’est une règle de triple 
fausse position. Cette méthode, fondée sur des considérations géométriques, embrasse, 
comme cas particulier, la règle de double fausse position par laquelle on résout les 
équations du premier degré, et s’applique en outre à la résolution de systèmes d’é- 
<|ualions déterminées du second degré à plusieurs inconnues, qui admettent deux 
solutions. 
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La troisième Section contient la théorie, prise d’un point de vue 
très général, des systèmes de coordonnées servant à exprimer par 
deux variables, qui sont des rapports de segments ou bien des rap- 
ports de distances d’un point à des droites fixes ou d’une droite à 
des points fixes, la position d’un point ou celle d’une droite; puis 
la théorie générale de la transformation des figures soit en figures 
de même genre, appelées figures hoiuographiqiies, dans lesquelles 
des points correspondent à des points et des droites à des droites, 
comme dans la perspective, soit en figures de genres différents, ap- 
pelées figures corrèlatwes y dans lesquels des poùits correspondent 
à des droites et des droites kàcs points^ comme dans la théorie des 
pola i / 'es rèciproq ues . 

L’exposition de ces méthodes générales et les applications que 
l’on en fait à diverses questions nouvelles pour la plupart repo- 
sent, comme toutes les parties de la seconde Section, sur les théo- 
ries établies dans la première ('). 


(‘) Ces méthodes générales de transformation, appliquées aux figures à trois di- 
mensions, sont le sujet du Mémoire sur les principes de dualité et dhomographiey qui 
fait suite à Y Aperçu historique sur Vorigine et le développement des méthodes en Géo- 
métrie, in-/|”. Hruxellcs, 1837. 

Je rappellerai ici, à raison de cette date de 1837, que cet Ouvrage, qui forme le 
tome XI des Mémoires couronnés de rAcadémic de Bruxelles, avait été adressé à 
cette Académie en janvier i83o, au sujet de la question suivante ; « On demande un 
examen philosophi(iue des diflérentes méthodes employées dans la Géométrie récente, 
et particulièrement de la méthode des polaires réciproques. » Le Mémoire sur les 
deux méthodes de transformation des figures, précédé d’une introduction historique 
de peu d’étendue, formait alors la partie la plus considérable de l’Oiivrage : et c’est 
quand ce travail a dû être imprimé que j’ai donné à lu partie historique une plus 
grande extension. Mais les théories sur lesquelles reposent les deux méthodes de 
transformation, et les usages du rapport anliarmonique dans les nombreuses applica- 
tions de CCS méthodes (pages 57r)-85i), ont la date de janvier i83o, époque où le 
Mémoire a été adressé à l'Académie de Bruxelles et A été le sujet d’un Rapport of- 
ficiel. 

En faisant mention, dans cet Ouvrage (pages 216-318), des diverses méthodes de 
transformation des figures, telles que celle de Newton généralisée par Waring, celle 
des ligurîJH^j^Blologiques de M. Poncelet, etc., qui rentrent dans la théorie des fi- 
gures je n’ai pu citer la méthode de collinéation de M. Mobius qui 

est du méfip!^ gnnre, et que ce savant géomètre a exposée dans son 'rraité du Calcul 
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XVI. 

La quatrième Section traite des cercles. On y trouve d’assez 
nombreuses propositions, dont une partie se représenteront dans la 
tliéoric des sections coniques et dont on aurait pu par conséquent 
ajourner la démonstration. Mais j’ai vu plusieurs raisons de faire 
entrer, dès ce moment, ces propositions dans le développement 
des propriétés relatives aux cercles. Elles seront un utile exercice, 
qui convaincra le lecteur que les procédés de démonstration mis 
en usage avec tant de lacilité dans la tliéoric des ligures rectilignes 
s’appliquent, avec non moins de succès, aux cercles et meme aux 
sections coniques, car on s’apercevra bien que presque toujours les 
démonstrations resteront les memes pour ces courbes. 

Cette théorie du cercle suflira donc pour répandre naturcllcmeni , 
avant d’aborder l’étude des sections coniques, la connaissance 
d’une partie considérable des propriétés de ces courbes et surtout 
de celles que l’on néglige dans les Traités de Géométrie analy- 
tique. 

Les jeunes géomètres dépasseront ainsi, sans travail pénible et 
au grand avantage de la Science, les programmes de l’enseignement 
classique devenus trop restreints. 

Dans cette Section se trouve un Chapitre sur les cônes à base 
circulaire ; non que nous ayons eu l’intention de comprendre dans 
ce Volume une llicorie de ces surfaces, qui, pour être traitée avec 
tous les développements qu’elle comporte, ne doit venir qu’après 
celle des sections coniques; mais ces propriétés des cônes se pré- 
sentent ici d’ellcs-mcmes, parce qu’elles sont simplement une ex- 
j)ression dilférente de propositions générales relatives à un système 


barjeentrique {Dcr baryccntrischc Calcul, etc.; Leipzig, 1827); ce que je n’ai su que 
Tort longtemps après la publication do VApercu hisloriqiic. 

La partie historique de VApercu (pages 1-2G9) et les Notes qui s’y rapportent 
(pages 271-559) ont été traduites en allemand par M. Sohncke, professeur; ît l’Un i- 
ver.sité de Halle {Geschichte der Geometrie^ liauptsàchlich mit Dezug auf neuerc/i 
Meiliodeu, von Chasles, Ans dam V rnnzosischen Vebertragen durch /)’’ L.^AViSohnche 
ord. Profassor drr reiucn Hfitthematik an der 'veveinten Friedriclis UniversUât Halle- 
Wittenberg. Halle, in-S®.) 

Cin.vsLEs. — Géom. sup. 
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de cercles : on suppose Tiin de ces cercles imaginaire, comme nous 
l’avons dit précédemment. 

Cette partie de l’Ouvrage initiera le lecteur, sans aucune élude 
spéciale, à la connaissance d’assez nombreuses propriétés des cônes 
à base circulaire et des coniques sphériques. Nous nous sommes 
cru d’autant plus autorisé à donner place à ce Gliapitre sur les 
cônes, que cette théorie, qui forme un intermédiaire distinct entre 
les coniques planes et les surfaces du second degré et donne lieu 
à un ordre tout spécial de spéculations géométriques intéressantes, 
est aujourd’hui enseignée régulièrement dans riinivcrsité de Du- 
blin, où les études mathématiques prennent une extension remar- 
quable ( * ). 

Nous ne pouvions omettre, en traitant du cercle, diverses pro- 
priétés du système de deux cercles qui se rapportent à la tliéorie 
des fonctions elliptiques et qui se recommandent surtout par un 
beau théorème de M. Jacobi, que Ton déduit de considérations 
plus générales. Ces propositions forment le dernier Cliapitre de 
notre quatrième Section, par lequel se termine le Volume. 


Le Discours d’inauguration du Cours de Géométrie supérieure 
de la Faculté des Sciences, dans lequel, en jetant un coup d’œil sur 
l’histoire de la Géométrie, j’ai présenté quelques considérations 


(' ) Cette théorie des cônes à base circulaire et des coniques sphéri(|iies fait le sujet 
de deux Mémoires insérés dans le tome YI des Mémoires de r Academie de Bruxelles 
(année i83o). 

Un habile géomètre, M. Graves, professeur à rUniversité de Dublin, a traduit ces 
deux Mémoires en anglais, et y a joint, outre des Notes et Additions, un Appendice 
contenant l’application de l’Analyse à la Géométrie sphérique. L’ouvrage, édité aux 
frais de l Univcrsité de Dublin, qui l’a jugé propre à inspirer aux jeunes mathémati- 
ciens le goût des méthodes de la Gconiétrie pure, est enseigné dans les cours annuels 
de cette Université. (It is intended for the use of undergraduatc students in the 
University of Dublin; and, it is hopcd, inay be useful in directing their prevailing 
taste for pure geometry to iuteresting and worthy objccts.) Voir : 7’u’o gcomctrical 
Memoirs on the general properties of cônes of the second degree and on the spherical 
CO nie S, hrM. Chasles. Translatcd from the frcnch, with Notes and Additions, and an 
Appendix on the application of Analysis to the spherical C cornet rj , hy the Rec. 
Charles Graves, A. M., M. R. /. A., fellow and tutor of Trinity College Dublin. 
Dublin, i84 1 ; in-8®. 
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qui so rattachent au but de l’Ouvrage actuel (*), sera reproduit 
à la fin du Volume. 


(' ) Le savant géomètre et secrétaire perpétuel de l’Académie de Naples, M. Flaiiti, 
qui, comme rilliistre Pergola, cultive avec prédilection les doctrines de la Géométrie 
pure, nous a fait l’honneur, en exprimant son opinion sur les services qu’une chaire 
de Géométrie supérieure pouvait rendre aux sciences mathématiques, do traduire en 
italien et d’enrichir de Noies ce Discours d’inauguration de la chaire créée à la Fa- 
culté des Sciences de Paris. {Considerazioni sidla nuova catedra eretta nella Facoltà 
dclle Scienze dclV Accademia di Pariffi per V insegiiamento délia Gecinetria superiore 
c Discorso di apertura alla medesima del proj. Chasles, con TSote aggiunte. ) 
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GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. 


PREMIÈRE SECTION. 

PRINCIPES FONDAMENTAUX. — THÉORIE DU RAPPORT ANHARMONIQUE, 
DE LA DIVISION IIOMOGRAPHIQUE ET DE LTNVOLUTION. 

CHAPITRE PREMIER. 

AVKRTISSE.MENT RELATIF A l’üSAGE DES SIGNES H- ET — FOUR DÉTERMINER 
LA DIRECTION DES SEGMENTS RECTILIGNES OU DES ANGLES. 


1. Définition. — Quand le segment compris entre deux 
point.s n, h sera représenté par ah, nous dirons que le point a est 
son oj'iiyinn. S’il est représenté par ha, ce sera le point b qui sera 
regardé comme étant son origine. 

Mantkue d’indiquer la direction des segments. — Quand nous 
aurons à considérer sur une même droite plusieurs segments, nous 
indiquerons leur direction en regardant comme positifs tous ceux 
qui seront dirigés dans un meme sens convenu, à partir de leurs 
origines, et comme négatifs tous ceux qui seront dirigés dans le 
sens contraire, c’est-à-dire que nous donnerons, dans le calcul, le 
signe -f- aux premiers et le signe — aux autres. 

D’apr ès cela, si le segment compris entre deux points a, Z», étant 
représenté par àb, est positif, représenté par ba il sera négatif ] 
de sorte que l’on dira que ab = — ba, 

CiiASLiis. — Géom. Slip. 


I 
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TR\1TÉ DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. 


CHAPITRE I. 


Dans la pratique de ce principe de convention, nous ferons con- 
tinuellement usage de la proposition suivante, relative à trois 
points en ligne droite. 

2. Théorème fondamental. — Etant pris trois points a, b, c, 
dàns un ordre (pielconque, sur une même droite, la somme des 
trois segments consécutij's àh y bc, ca est toujours nulle. 

C’est-à-dire que l’on a toujours 

ah -f- hc “ O, 

en donnant aux segments les signes qui leur conviennent. 

En effet, les trois points ne donnent lieu, quant à leur ordre 
respectif, qu’à trois cas différents; car, les deux «, h étant [ilacés, 
l’ordre respectif des trois dépendra de la position qu’on donnera 
au troisième c, leqind ne [leut prendre que trois positions diffé- 
rentes, savoir au delà du segment ahy à droite ou à gauche, ou 
bien sur le segment lui-méme, ce qui donne lieu aux trois séries 
a, hy C'y Cy , 1) C t , Cy 1). Üi' OU pDssc d’uuc série à une autre par la 
permutation de deux lettres, et l’équation 

ah -“h hc -h ca ■— o 

ne change pas par cette permutation; il s’ensuit donc que le 
théorème sera vrai dans les trois cas s’il l’est dans un. Prenons les 
trois points dans l’ordre u, h y c de la première série; les trois seg- 
ments ah y hc et ac sont de meme signe, et la somme des deux 
premiers est égale au troisième, savoir : 

ah -4- hc zzz ac. 

Mais ac — — ca ; donc 

ah 4- hc -i- ca o. 

Ce qu’il fallait démontrer. Donc, etc. 

Corollaire I. — • Quand la position d’un point a est déter^ 
minée par sa distance à une origine O, si ion veut le rapporter 
à une autre origine O', on fait toujours, quel que soit V ordre 
relatif des deux origines et du point a. 


Oa~0^a — O'O. 
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Kn cfl'et, comme OVz = — aO'y celte relation dérive de c(‘ll(;-ci 
O « -1- « O' 4- O'O P, 

(jiii a lieu entre les trois points O, O' et (pielle que soit leur 
position respective. 

Substituer ainsi une origine O' à une autre s’appelle changer 
V origine des segments. 

CoiiOLLAiiiE II. — La différence de deux segments O a, O b (/id 
ont une origine commune, sa\>oir (Oa — O b), est toujours égale 
à ba, quelles que soient les grandeurs et les directions des deux 
segments. 

Car l’équation 

O a — 01) — ha 

donne 

Ou -4- U h -4- hO e, 

ce qui est la relation entre les trois points O, a^ b. 

On peut encore dire que la distance de deux points a, b s’ex- 
prime, en fonction des distances de ces points à une origine com- 
mune O, par la relation 

ah z:^ Oh — Oa. 

3. Généiialisatiojv nu tiiéoiikme précédent. — La relation entre 
Irois j)oints rt, c s’applique à un nombre quelconque de points 
a y h y e, dy . . . y f; quel que soit l’ordre respectif de ces points, on 
a toujours 

ah -4- hc c(l fa — O , 

Nous allons prouver (pie, si la proposition est vraie pour « points 
elle le sera pour (/i-f- i). En eflet, supposons (pie l’on ait pour n 
[loints Uy h y Cy ... y e la relation 

ah hc -f- . . . 4- (te 4- eu o, 

et considérons un point de plus f; on aura entre les trois points 
Oyf la relation 

ac ef -V- fa o. 

Ajoutant ces deux équations membre à membre et observant (pie 



4 TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. — CHAPITRE I. 

ca et ae se détruisent, on a 

ah hc de cf fa — o. 

Ainsi, si la proposition est vraie pour tz points, il s’ensuit qu’elle 
l’est pour (zz -f- i) points ; mais nous l’avons démontrée pour trois 
points, elle a donc lieu pour quatre, puis pour cinq, etc. 


4. Propriétés relatives a un ou deux segments et a leurs 
POINTS MILIEUX. — Lcs dcux propositions suivantes, qui résultent 
immédiatement de la relation entre trois points, nous seront sou- 
Aent utiles. 

Etant donnes deux points a, a' et leur point niilieu oCj et étant 
pris sur la meme droite un point (nielconque m, on a toujours 

ma ~\- ma' 2 — 2 

m V. — et ma , ma rrr m a — of.a . 

'I 


Car on a, entre les trois points /u, a, a, 

/?2 a H- « ZI am — o 

ou 

ma z=z mv. uay 

et pareillement, entre les trois points m, or, zz', 
ma z=z tnv. a a , 


Ajoutant ces deux équations membre à membre et observant 
queazz = — azz', puisque le point a est le milieu entre les deux 
a y a' y on a 

ma -4- ma^ 

/72a ~ _. 


Puis, en multipliant les deux équations membre à membre et 
reinplaeant aa' par — on a 

— 2 — 2 

ma . ma — m a — (/.a . 

C. Q. F. D. 


5. Etant donnés deux segments aa' et bb', dont les points mi- 
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lieux sont ol, on a toujours 

ah ni) ni) -f- a' h 

ao r=: rr=; 

2 2 

En effet, prenant un point m quelconque sur la même droite, on a 

nm H- ma' mh m b' 

m « ” et rn Ç > 


d’où 

Or 

donc 


m Ç — m a = «6 : 


mh mh' — ma — ma 


mh — ma — ah et mh' — ma' ~ a' h' \ 
ah a' h' 

vfj =rr 5 


et cliangcant h en U et V en Z>, 


ah' -f- a' h 


Q. F. n. 


G. Des signes h- et — pour exprimer le sens de rotation dans 

LFX^UEL LES ANGLES SONT FORMÉS A PARTIR DE LEURS ORIGINES. 

(^uand un angle est forme par deux droites A, H, nous lui suppo- 
serons une origine qui sera Tun de ses cotés; si l’angle est dési- 
gné par angle (A, II), le côté A sera regardé comme élant son 
origuic, et, si l’on écrit angle (B, A), ce sera le côté B qui sera 
V origine de l’angle. 

Un angle construit sur un côté pris pour oiigine peut être 
formé à droite ou à gauche de ce côté, la droite et la gauche étant 
estimées par un spectateur qui, ayant son œil au sommet de l’angle, 
dirigerait sa vue sur le côté pris pour origine. 

Tous les angles qui s’étendront, à partir de leurs origines res- 
pectives, dans un même sens de rotation déterminé (par exemple, 
de la gauche vers la droite) seront regardés comme positifs, et 
ceux qui s’étendront dans le sens de rotation contraire seront re- 
gardés comme négatifs. Les lignes trigonométriques des uns et 
des autres (très-généralement leurs sinus, et parfois leurs tan- 
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pentes) auront les signes -h et — , comme il est d’usage dans la 
Trigonométrie. 

Quand une droite tournera autour d’un point fixe, si l’on a à 
considérer des segments sur cette droite, leurs signes ne dépen- 
dront pas précisément de la direction de la droite; ils dépendront 
soit des relations existantes entre les segments, soit des expres- 
sions analytiques de ceux-ci, expressions dans lesquelles pourra 
entrer implicitement la direction de la droite. 

l^ir exemple, si sur un rayon tournant autour d’un point fixe O 
on doit prendre un segment Otn dont la longueur est une fonction 
de l’angle cl que ce rayon fait avec un axe fixe, on portera sur 
le rayon lui-méme les segments dont les expressions auront le 
signe 4-, et sur le prolongement du rayon au delà du pôle fixe les 
segments dont les expressions auront le signe — . 
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CHAPITRE IL 


RAPPORT ANHARMONIQUE DE QUATRE POINTS, DE QUATRE DROITES 
ET DE QUATRE PLANS. 


§ I. — Premières notions. 

7. Quatre points Z>, c, siLiiés en ligne droite, étant pris 
deux à deux, donnent lieu à six serments; l’expression telle que 

formée de quatre des six segments, est ce que nous appe- 
lons rapport anliarmonùjue des quatre points; c’est le rapport 
des distances de V un des points à deux des autres, divisé par le 
rapport des distances du quatrienie point à ces deux-là. 

Nous donnons à cette fonction le nom de rapport anliarino- 
nique, j)arce que, dans le cas particulier où elle est égale à — i, 
on dit que les quatre points sont en relation ou en rapport liar- 
inonique, expression employée par les Grecs et en usage de nos 
jours ( Q. 

Quand quatre droites A, B, G, D, situées dans un meme plan, 
passent par un meme point, nous appellerons rapport anliarmo- 

• 1 . ]*ti’ * *11 ^ ^ ^ 

nique des quatre droites 1 expression telle que-: — rT~rr : ? 

I ^ A sm(A,DJ siii(J3,D) 

formée des sinus de quatre des six angles que ces droites font 
deux à deux. 

Quand les quatre droites sont parallèles, on prend pour leur 
rappoi't anliarmonique celui des quatre points d’intersection de 
ces droites par une cinquième. 


(*) Voir Collections mathématiques de Pappus, livre III, propositions 9 , 10 , etc. 
L’expression rapport anharmonique, que j’ai employée dans mon Aperçu historique 
sur l’origine et le développement des méthodes en Géométrie, Bruxelles, iSS;, in-4“, 
a été adoptée depuis par tous les géomètres. 
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TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. — 

Enfin, quand quatre plans A, B, G, D passent par une meme 

, . „ sinfA.C) sinfB,C) 

droite, 1 expression telle que - - y -— - : -- 

^ ^ sin(A, Dj sm(ü, D) 

port anharmonique des quatre plans. 

Et quand quatre plans sont parallèles, leur rapport anharmo- 
nique est celui des quatre points de rencontre de ces plans par 
une droite transversale. 

8. Nous donnerons iin signe au rapport anharmonique de quatre 
points. Ce signe peut se déterminer de deux manières, soit par la 
règle générale des signes, appliquée aux segments qui entrent dans 
cette fonction, soit par la considération suivante. Chacun des deux 

rapports qui forment l’expression formé de deux seg- 

ments qui ont une extrémité commune; chaque rapport aura le 
signe 4- ou — , suivant que scs deux segments seront comptés 
dans le meme sens ou en sens contraires à partir de leur extré- 
mité commune , et le signe de la fonction anharmonique dépen- 
dra des signes des deux rapports qui y entrent, d’après la règle 
de la division algébrique, c’est-a-dire qu’il sera ou — , selon 
que les deux rapports auront le même signe ou des signes diffé- 
rents. 

Ces deux manières de déterminer le signe d’un rapport anhar- 
monique sont identiques quant au résultat; elles donnent toutes 
deux le meme signe, quel que soit meme le sens dans lequel on 
compte les segments positifs, quand on applique la règle générale. 
Aussi, quand nous n’aurons à considérer que des rapports anliar- 
moniques, nous déterminerons leurs signes de la seconde manière, 
qui est plus expéditive; mais quand, avec ces rapports, nous au- 
rons à considérer d’autres segments, nous devrons observer la règle 
générale des signes. 

Ce que nous disons du rapport anharmonique de quatre points 
doit s’entendre du rapport anharmonique de quatre droites ou d(; 
quatre plans. 

9. Quatre points h, c, d donnent lieu à six rapports anhar- 
moniques. Mais on peut n’en considérer que trois, parce que les 
trois autres seront les valeurs inverses de ces trois premiers. Nous 


s’appelle le rnp^ 
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prendrons les trois rapports 

ne ^ hc ad ^ cd ah ^ dh 

ad ' bd^ ah * ch ac ’ de 

Le même point n, dans ces trois rapports, est associé ou conjugué 
successivement avec les trois suivants Z>, c, d. C’est pour cela qu’on 
ne peut former que trois rapports distincts et leurs trois inverses, 
qui sont 

ad hd. ah ch ac de 

ac * hc ^ ad * cd ah * dh 

Quand nous parlerons des trois rapports anharmoniques de 
quatre points, il sera toujours question des trois rapports formés, 
comme ci-dessus, par la combinaison successive d’un même point 
avec les trois autres. 

10. Que/ que soit l’ordre de position de quatre points a, b, 
c, d, deux de leurs trois rapports anhannoniques sont toujours 
positijs et le troisième négatif. 

Gela est facile à vérifier. Ainsi, par exemple, supposons les 
quatre points dans l’ordre u, />, c, d\ le premier rapport sera po- 
sitif, le deuxième négatif et le troisième positif. 

La considération des trois rapports nous sera utile quand nous 
traiterons des propriétés relatives à deux systèmes de quatre points 
qui ont leurs rapports anharmoniques égaux; mais le plus sou- 
vent nous n’aurons besoin de considérer qu’un seul rapport. 

11. Connaissant le rapport anharmoniq ue X de quatre points 
dont trois sont donnés de position, construire le quatrième. 

Soient «, />, c, d [fig^ i) les quatre points dont le rapport an- 

1 . ac hc ' , \ • • / 

Jiarmonique — quantité donnée A, positive ou néga- 
tive. Trois des quatre points étant donnés, on demande de déter- 
miner le quatrième. 

Soit h le point inconnu. Par le point a on mène une droite quel- 
conque sur laquelle on porte deux segments <7 a, ay! qui soient 
entre eux dans le rapport X, ces deux segments étant pris du 
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même coté du point a si À est positif et de côtes opposés s’il est 
négatif. 

On mène les deux droites a g, «V, et, par leur point d’inter- 
section une parallèle à la droite aa; celle parallèle délermine 
le poinl ô. En clfcl, on a dans les deux triangles semblables artc, 

êZ>c, ~ — et dans les deux triangles semblables cxfadf ^hdy 
bc P b 

: ces deux équations, divisées membre à membre, doll- 
ar/ />b ^ 

lient 

ac ^ bc a a ^ 
ad' bd ac/.' ’ 

ee qui prouve que le point h ainsi déterminé est le point de- 
mandé et que la question n’admet cju’une solution. Celte con- 
struction sert aussi pour déterminer l’un des deux points c et d, 
car, pour déterminer le point c, par exemple, on mènera par le 
point h la parallèle à la droite a a, laquelle rencontre la droite odd 
en un point ê, et la droite ao donne le point c. 

Si c’est le point a qu’il faut déterminer, on écrira l’expression 
du rapport anharmonique ainsi : 

bc'm-~' ■’ 

et l’on fera la construction comme précédemment, en substituant, 
bien entendu, le point b au point a, c’est-à-dire qu’on portera 
sur une droite menée par le poinl h deux segments dans le rap- 
port ly etc. 

Si A, au lieu d’ètre un nombre positif ou négatif, est le rapport 
de deux droites données de longueur, on pourra porter ces deux 
droites elles-mêmes de a en a et en a', du meme côté du point (i 
ou de côtés différents, selon que le rapport des deux droites sera 
positif ou négatif. 

12. Quelle que soit la valeur, positive ou négative, de la cpian- 
tité ly la construction est toujours possible. Toutefois, il y a trois 
cas particuliers où le point cherché coïncide avec l’un des trois 
points donnés. Soient a, ô, c ceux-ci et d le point cherché. 
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i” Si X est nul, on a ac.bd = o, et le point d coïncide avec le 
point h, 

2 ^ Si ?, est infini, on a ad,bc — et le point d coïncide avec 
le point a. 

3° Enfin, si -f- i, le rapport ^ doit être égal à ^ et de 

même signe, ce qui exige que le point d coïncide avec le point c. 

D’après cela, nous dirons que le rapport anliarmoniijiie de 
(puitre points distincts ne peut pas être égal « -f- i , ni dire infini 
ou nul, mais quil peut avoir toute autre valeur positive ou né- 
gative. 

Quand le rapport anliarnionique est égal a — i, on dit que les 
quatre points sont en rapport liarmojiique. Il existe alors entre 
les quatre points diverses relations dont plusieurs sont d’un grand 
usage en Géométrie. Nous les ferons connaître dans un des Cha- 
pitres suivants. 

§ II. — Propriétés géométriques du rapport anharmonique. 

13. Si par quatre points en ligne droite on mène quatre droites 
concourantes en un meme point, le rapport anharmonique de ces 
quatre droites sera égal à celui des quatre points et aura le meme 
signe. 

C’est-à-dire que, rt, c, d étant les quatre points et A, B, C, D 
les quatre droites, lesquelles concourent en un même point O, on 
aura 



sin ■ A, C) ^ si II 

(B,C) 

ac 

. 


siii ( A, D j ’ siii 

(ÏJ.D) 

“ 7al 

Ixl 

En c 

IFet, on a dans les deux triangles 

aOc, 

aOd {Jig 


sinrzOr ac 

sin 

aOd 

nd 


sin c a O 

siiK'/ 

Tiô' 

d’où 






sin «Or 

ac 

sinr 



sin«Or/ 

ad 

sinr/ 


On a pareillement 





sinè Or 

_ hc 

sin c 



sin è 0 d 

'~Td' 

situ/ 
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Donc 

sin fl O c ^ sin h Oc ne ^ hc 
sin fl O ’ sin bOd ad * bd 


Cela démontre que les deux fonctions anharmonlques ont la 
meme valeur numérique, mais sans impliquer l’identité de leurs 
signes. En efl'et, le rapport de deux cotés d’un triangle n’a pas de 
signe, puisque ces cotés ne sont pas sur une même droite, et il en 
est de meme du rapport des sinus des deux angles opposés. Par 
conséquent, l’égalité de ces deux rapports ne comporte aucune 
considération de signes, et, par suite, notre équation finale exprime 
seulement l’égalité numérique des deux fonctions anharmoniques 
en question. Il reste donc à prouver que ces deux fonctions ont 
le meme signe. Pour cela, il suffit d’observer que les deux rap- 

sin fl O r ne , . , , , . , o \ i 

ports ; et — ■ ont évidemment le meme signe o), et de 

* sin fl O d ad ^ 


meme les deux rapports 


sin/vOe /''c , 

— ; i et 7 —,; d ou il résulte ciue les deux 

sin fl (> fl bd ^ 


fonctions ont le meme signe. Donc, etc. 


14. Quand deux trajuwei sales jenconlrent un faisceau de 
quatre droites en des points a, b, c, d et a', b', c', d', le l apport 
anharmonique des quatre premiers points est égal à celui des 
quatre autres et de même signe. 

Ainsi l’on a 

ne hc ne W c! 
ad * bd d d' ' 0 ' d' 

Cela résulte immédiatement de la proposition précédente. 

Il est évident que cette égalité a lieu à l’égard de quatre droites 
parallèles ou concourantes à l’infini. 

15. Corollaire. — Les transKxr sales ont des directions quel- 
conques; chacune d'elles peut être parallèle à une des quatre 
droites : alors chacun des rapports anharmoniques se réduit au 
simple rapport de deux segments. 

Ainsi, supposons la première transversale parallèle à la droite B; 
le point b est à l’infini, et le rapport ^ est égal à l’unité; le rap- 
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port anharmonique des quatre points e, d a pour expression 

ne ,, ,, , 

et 1 on a 1 équation 

< 7 ^^ _ n'c’ ^ Vc’ 
ad ad' ' b' d' 

Pareillement, si la seconde transversale est parallèle à la droite D, 
le rapport anharmonique des quatre points a', c', d! ^ dont le 

dernier est à l’infini, se réduit à 77-^9 et l’on a 

b c. 

ac a'c' 
ail 1)' c' 

iO. Le théorème (14) peut s’énoncer ainsi : Quand quatre 
points sont en ligne droite ^ si Von en fait la perspective sur un 
plan, les quatre points en perspective auront leur rapport anliar- 
inonique égal à celui des quatre points proposés. 

C’est ce qu’on exprimera plus brièvement en disant que : Quand 
on fait la perspective de quatre points en ligne droite, leur rap- 
port anharmonique ne change pas, 

11 est clair que la perspective peut être une projection par des 
droites parallèles. 

17. Quand quatre plans A, B, C, D passent par une même 
droite, un plan transversal les coupe suivant quatre droites dont 
le rapport anharmonique est toujours égal à celui des quatre 
plans. 

En cfl'et, un second plan transversal coupe les quatre plans sui- 
vant quatre droites aj bj c\ d ' qui rencontrent respectivement les 
quatre premières a, bj c, d en quatre points a, G, y, J en ligne 
droite. Le rapport anharmonique de ces quatre points est égal à 
celui des quatre droites a, b, c, df et à celui des quatre droites 
a', b\ c'y d' (13). Donc ceux-ci sont égaux entre eux. 

Supposons que le deuxième plan transversal soit perpendicu- 
laire à la droite d’intersection des quatre plans ; les quatre droites 
a'y b' y c'y d ' fcrout entre elles des angles égaux précisément aux 
angles des quatre plans ; donc le rapport anharmonique des quatre 
droites, et conséquemment celui des quatre premières droites 
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rt, c, (î sera égal’ à celui des quatre plans. Le ihéorènie est donc 
démontré. 

18. Qgnnd quatre plans passent par une même droite, une 
transversale quelconque les rencontre en quatre points dont le 
rapport anharmonique est égal à celui des quatre plans. 

En effet, si par la transversale on mène un plan, il coupera les 
quatre plans suivant quatre droites dont le rapport anharinonique 
sera égal, d’une part à celui des quatre points (13) et de l’autre 
à celui des quatre plans (17); donc celui-ci est égal à celui des 
quatre points. Donc, etc. 

19. On conclut du tliéorèiuc (17) que : Quand quatre droites 
situées dans un plan concourent en un même point, si l'on en Jait 
la perspective sur un plan, on a <piatre autres droites dont le rap- 
port anharmonique est égal à celui des quatre premières. 

20. UsAf;E DES rOIlNTS SITUÉS A l’iKFIIVI 3>0Ull FOiniEn J)FS RAP- 
PORTS AlVHARMOJViQUEs. — (^uaïul dcs segniciits pris sur une meme 
droite ont entre eux une relation telle, que, en y introduisant des 
rapports de segments comptés à partir du point de celte droite 
situé à l’infini, on puisse faire en sorte que tous les termes ne pré- 
sentent que des rapports anharmoniques et des coefficients con- 
stants, la meme relation aura lieu entre les sinus des angl(*s formés 
par des drokes menées d’un meme point quelcoiupie à tous les 
points de la figure, y compris le point à l’infini. 

Et la même relation aura lieu aussi entre les points provenant 
des intersections de ces droites par une meme transversale quel- 
conque : au nombre de ces points se trouvera, à distance finie, 
celui qui correspondra au point situé à l’infini sur la première 
droite. 

Cette proposition générale est une conséquence évidente du 
théorème (13) sur le faisceau de quatre droites (<). 


(‘) M. Poncoict se sert aussi des points situés à rinüni pour rendre projrctivcs 
relations de serments, mais par des considérations {fénératcïs indépendantes de la no- 
tion du rapport anharnioni(pic. [P'oir le Mémoire sur tes centres des moyennes harmo- 
niques, Note 2®; Tome lll du Journal de Mathématiques de M. (.relie; année 1828.) 
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Par exemple, considérons trois points en ligne droite a', h\ e', 
entre lesquels a lieu la relation identique 

a' b' -f- h' c' c' a ~ o. 

On amènera cette équation à ne contenir que des rapports anhar- 
moniqucs, en écrivant 

n'c' ch' 
n'b' a' b' 

et en y introduisant le point (V situé à l’infini, car les deux rap- 

ïiorts ~ 7 T 7 et -r-Tî sont égaux a 1 unité, et l on peut écrire 
^ il' b c a 

ne tV c nd' ^ c (V 

ÔT-' • Zi/ ITT? • ZZ ~ ' 

Celte é([uallon ne contenant que des rapports anliarmonlqucs et 
des coenicients constants (qui sont égaux ici à runité), elle aura 
lieu entre les sinus des angles des quatre droites A, B, C, D menées 
d’un meme point aux quatre d' , //, e', cl entre les segments 
compris entre les quatre points d’intersection r/, Z>, e, d de ces 
({ualre droites par une transversale quelconque. 

Les deux théorènics qui résultent de là devant être d’un usage 
fréquent dans le cours de cet Ouvrage, nous allons en faire l’objet 
(fuii paragraphe particulier et en donner une démonstration plus 
immédiate, quoique fondée sur les memes considérations qui pré- 
cèdent. 


§ III. — Propriétés de quatre points situés en ligne droite 
et d’un faisceau de quatre droites. 

21. Etant donnes (juatre points a, b, c, d en ligne droite, on a 
toujours entre les six segments (juc ces points déterminent deux 
à deux la relation 

ah , cd -f- ac ,db -h ad . bc rzz o , 


— Nous ii’avons pas à traiter ici cette question des relations projectives; elle se pre- 
sciitera plus tard avec les méthodes de transformation des fijjures. Le rapport an- 
harmonique, soit de quatre points, soit de quatre droites, nous sera alors d’uti fré- 
(picnt usage, comme étant la base ou Vêlement de ces Iraiisformalions. 
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dans laquelle on observe, relativement aux segments, la règle 
générale des signes. 

En effet, divisant psirab.cdy il vient 

ar ^ (Jv ad ^ cd 

^ ah' db^ ab' cb 

Que par un point O on mène les quatre droites Oa^ Oh, Oc, Od, 
et qu’on les coupe par une transversale parallèle à la quatrième 
Od; soient a', U, c' les points d’intersection des trois premières, 
on aura (io) 

ac de a c' ad cd c'b' 
ab' dî) a b'"' ab* cb a' b' 


L’équation à démontrer devient donc 


ou 


a c 

aljf 


c'b' 
a' b’ 


a! c’ c' l) ~ a b’ ^ ou a’ b’ b'd -\-c'a! — 


équation identique (2). Donc, etc. 


22. Pour former l’équation (or), on peut considérer à part les 

trois points h, c, d, entre lesquels a lieu l’idenlilé o, 

dont on multiplie les termes respectivement par les segments ad, 
ah, ac. 

Nous verrons plus loin (Cli. XVI) que l’on peut considérer 
l’expression sous un autre point de vue et comme se rattachant 
à une propriété générale d’un système de points en nombre quel- 
conque. 

23. Si de la forme abstraite du théorème on passe à son expres- 
sion concrète, résultante de la position réelle des quatre points a, 
h, c, d, on voit que, des trois rectangles qui entrent dans l’équa- 
tion, l’un est formé de deux segments qui empiètent l’un sur 
l’autre, le deuxième de deux segments qui n’ont aucune partie 
commune, et le troisième de deux segments dont l’un est entière- 
ment compris sur l’autre; et l’équation signifie que le premier 
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rectangle (formé des deux segments qui empiètent Tun sur l’autre) 
est égal, numéricfuement, a la somme dés deux autres. 

Ainsi, quand les trois points sont dans l’ordre a, hy c, d, on a 

oc,(Ib ~ ab,ctl ad . bc. 


Cela résulte, en clTet, de l’équation générale («), car le terme 
ac.dh y prend le signe — , provenant de la direction du segment 
dh^ et les deux autres termes sont positifs. 

24. L’équation [a) donne, par un simple changement de no- 
tation, la suivante, relative à deux segments ah, rt'Z»' situés sur une 
meme droite : 

{ a"') fib .a b' aa ! , bb' — ab ' . ba\ 

relation par laquelle se détermine la longueur d’une droite aV/ 
en fonction des distances de ses extrémités à deux points fixes a, h. 

25. Quand (luatve droites A, II, C, 1) concourent en un même 
point, les six angles (ju elles forment deux à deux ont entre leurs 
sinus la meme relation (jue les segments formés par (piatre points 
en ligne droite, savoir : 

( h) slufA, B) sin (C, D) -I- sin(A, G) sin(D, 3) -4- sin (A, D) sin(B,C ) == o. 

En clfet, cette équation s’écrit 

siii [ A,(i) ^ sin (D, C) sin (A, D) si n fC. D) ^ 

^ ^ ' Su (Â7« ) ■ ihTÎ'DTBj sm(A,l}j ' Su ( C, » ) ' ' ’ 

et, si l’on mène une transversale qui rencontre les quatre droites 
en quatre points a, h, c. d, on aura entre ces points la relation (a') 
ci-dessus. M ais les deux premiers termes de cette équation sont 
égaux rcsj)cctivcment aux deux premiers termes de l’équation (//), 
comme étant des rapports anharmoniques (13). Donc l’équa- 
tion [U) est une conséquence du théorème précédent. Donc, etc. 

11 est clair que les signes des sinus se déterminent dans l’équa- 
tion [h) d’après le sens de rotation des angles à partir de leurs 
origines respectives. 

r.iiASLES. — Géom. sup. 
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26. L’équation [h) donne lieu aux deux suivantes : 

(c) cosABsinCD -4- cosACsinDB -h cosADsinBG ~ o, 

(^) cos AB cos CD — cos AC cosDB — siiiAD siiiBC o. 

On obtient l’équation (c) en mettant A' à la place de A dans 
l’équation (/>>), puis en considérant une nouvelle droite A perpen- 
diculaire à A', de sorte que (A' A) = -t- 90 ”. L’équation [d) sc con- 
clut de (e) par la même considération^ en substituant à D une autre 
droite D' qui lui soit perpendiculaire. Il suffit de se rappeler, dans 
ces substitutions, que, si (E,F) = -f- 90 ®, on a 

siii(M,E) — — cos(M,F) et cos(I\I, E) - 4- siu (M, F). 

27. En changeant simplement la notation dans les trois équa- 
tions ( /;), (c), (r/), on a les trois formules suivantes, relatives à deux 
angles(A,B),(.V,B')j 

sinAB siiiA'B' -- sinAA' sinBB' — sinAB' sinBA', 
cosAB sinA'B' = cos AA' siiiBB' — cos AB' siriBA', 
cos AB cos A' B' cos AA' cosBB'-i- sinAB' siiiBA'. 

(Chacune de ces formules fait connaître l’angle des deux droites 
A', IV en fonction des angles que ces droites font avec deux axes 
fixes A, B. 


IV. — Formules pour le changement d’origine de segments rectilignes 
ou d’angles. 

28. U/l poi/it m d*iuie d/ oiie cka/it dètermi/w pa/' le rapport 
de ses distances à deux points fixes a', b' de celte d/ oite, on de- 
mande d’ exprimer le rapport de ses distances à deux autres 
points a, b en fonction du premier rapport. 

Exprimons d’abord le rai)port en fonction de • 11 suffit 
^ ^ ^ Inn hrn 

de prendre la relation qui a lieu entre les (juatre points a, a', m, 

savoir (21 ) 


ah .a ni -I- aa* .nih -f- ain. ha’ ~ o; 



RAPPORT ANIIARMONIQUE. 


*9 


d’où 


nm an* ah a! ni 
bm ha’ a' b bni 


, , a m a ni . , , 

Maintenant on remplacera le rapport par ^n considé- 

rant les quatre points h, m, qui donnent 


a b . b' ni -f- a' b' .mb -j- a ni . b b' : 


: O, 


d’où 


bb' n’b I a’ ni a’ b\ bh' 

bni ~ -J— a’ ni -h -777 ai — 7 777 -TTf * 

a' b' a’ b \b'ni b' b a' b' 


Si l’on remplace dans le second membre de l’équation 
cette expression, il vient 

n'ni a’ b' a b 

a ni b' ni b b' n' b a a’ 


h ni par 


b ni 


a' ni a’ b 
b' ni b’ b 


OU, en ayant égard à l’identité 


a' ni ab’ an’ 

ani b' ni bb’ bb' 


bni 


a’ ni a b 
b' ni b' b 


ain a ni 


(]e qu’il fallait trouver. 

On a, comme on voit, entre les deux rapports ^ et 
l’équation symétrique 

ani a ni nni a' b n’ ni ab’ aa 

( ^ ) Imi Yi'ii ~ Iwi 'b’ b ~ J/7n W W 

Ces formules nous seront utiles dans plusieurs questions. 


29. Si d’un point O on mène des droites A, B, A', B', M aux 
cinq points n, h, a', h' , in^ on pourra substituer aux segments qui 
entrent dans les équations (i, 2 et 3) les sinus des angles des 
droites qui comprennent ces segments, de sorte que l’on aura les 



20 

TRAITÉ DE 

GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. — 

> CHAPITRE II. 

formules 





(>) 

sin(A.M) _ 

sin (A, A') 

sin (A, B 

) sin (a', AI 

sin ( B, M ) 

sin (B, A') 

1 * sin (A', B 

) .sin(B,,M ’ 



sin ( A', AI 

) sin (A, B') 

sin (A, A' 

(•^) 

sin (A, Al ) 

sin( B\ ai 

) sin (B, B') 

siii(B, B') 

sin ( B, lM J 

sin ( 

a', AI) sin 

(A'.B) ’ 



sin( 

B', Al J sin 

(B', B) 

1 

[ sin (A, Al) 

sin (A', AI) 

sin (A, Al ) 

sin( A',B) 


i siii ( B, M ) sia ( jf) ‘ sia ( B, M ) sia ( B', B ) 

sia(A',M) sia(A,B') sinfA,A'l_ 

~ ^(B',M) sia ( Bri?t sia (B, B' J ~ 

§ V. — Propriétés de quatre points situés sur une circonférence de 
cercle. — Formules fondamentales de la Trigonométrie. — Propriétés 
du quadrilatère inscriptible au cercle. 

30, Plaçant le sommet du faisceau de quatre droites au ccntr(î 
d’un cercle, et appelant a, hy c, d les points dans lesquels ces 
droites rencontrent la circonférence, on conclut des trois équa- 
tions [hy Cy d) ccllcs-ci 

( b') smah sinc<"/ 4- sin^/c sin <"//>> H- sin<7r/ sin/>'r ™ o, 

( c ) cos a h si 11 cd -f- cos^/c ûndh -f- cos<7<^/ sin bc -- o, 

( d' ) cosab coscd — cosrtc cos(fb — sin ad sin bc r=: o ; 

puis, plaçant le sommet du faisceau de quatre droites en un point 
de la circonférence, on conclut delà première des trois équations, 
qui a lieu entre les six sinus, celle-ci : 

[b") sm\ab sin ; cd 4- sin «c sin j db -f- sin | iir/ sin - bc “ o . 

31 . Propriétés rcdalwcs à trois points pris sur urw circonférence 
de cercle. — Si l’on suppose cd = -f- 90® dans les équations [h' et c) , 
elles deviennent 


sin ab — sin bc cos ac 4- sin ac cos bc^ 
cos ab z=z cos bc cosac -h sin ac sin bc. 
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Celle dernière résulte encore de l’équation {d') ^ dans laquelle on 
ferait cd = o. 

Ces deux équations forment des relations générales entre trois 
points quelconques de la circonférence d’un cercle. 

Expression de sin(5< zh 6), cos(a dr ê). — Ces expressions se 
déduisent immédiatement des deux formules précédentes. 

Il suflit de supposer que le point c soit situé sur l’arc nh ou sur 
son prolongement. Dans le premier cas, on a ah ac cb , et 
dans le second, ah — ac — hc\ et, faisant ac= cl, ac=z S, on ob- 
tient les deux formules 

sin ( « ziz Ç sin a cos 6 ziz sin (v cos a, 
cos ( « zb Ç ) 1 = cos a cos C qp sin a siii C, 

Ainsi, ces formules fondamentales de la Trigonométrie se déduisent 
naturellement de l’identité 

ah -f- hc ca ~ O, 

(pii a lieu entre trois points en ligne droite, par la propriété du 
rapport anharmonique. 

32. Soit un quadrilatère ahcd {fig» 3) inscrit au cercle; on a 
entre les sinus des demi-arcs sous-tendus par les côtés et les diago- 
nales l’équation (//') qui, appliquée à la figure, dans laquelle les 
deux arcs ac, hd empiètent l’un sur l’autre, devient 

sin^^c sin ^ dh ~ sin^c(/ -P sin-!, sin-jèc; 


mais ces sinus sont les demi-cordes ah, cd, ... ; l’équation n’est 
donc autre chose que cclh^-ci : 

ac ,db ~ ah , cd -p ad, bc ; 

c’est-à-dire que, dans tout (juadrilatbre inscrit au cercle, le pro- 
duit des deux diagonales est égal à la somme des produits des 
côtés opposés, 

33. Considérons un quadrilatère quelconque ABGD {fig^ 4) y 
et menons d’un point O quatre droites à scs sommets; on aura 
entre les sinus des angles de ces droites, prises deux à deux, la re- 
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lation (2o) 

sinAOB sinCOD 4- siiiAOC sinDOB 4- sinAOD sinBOC “ o. 

Qu’on multiplie les deux membres par le produit des quatre 
lignes OA, OB, OC, OD divisé par 4> et que l’on observe que 
l’aire d’un triangle est égale au demi-produit de deux colés multi- 
pliés par le sinus de l’angle compris, on aura 

trAOB.trCOD -h trAOC.tr BOD 4- trAOD.tr BOC o. 

En déterminant les signes d’après le sens de rotation des angles 
AOB, etc., comme il a été dit, on reconnaît que, quand le 
quadrilatère est convexe, réquatioii exprime que. Si un point pris 
dans le plan du (piadrilatère est regardé comme le sommet coin-' 
mun de six triangles ayant pour hases les (luatrc côtés et les deux 
diagonales du (piadrilatére, le produit des aires des triangles 
qui auront pour hases les deux diagonales sera égal à la somme 
ou à la dij^f érence des j^roduits des aires des triangles ipà auront 
pour hases les côtés opposés, selon tpie le point sera pris au dehors 
ou dans V intérieur du quadrilatère (*). 

§ VI. — Relations entre les trois rapports anharmoniques d’un système 
de quatre points ou d’un faisceau de quatre droites. 

3i. Les trois rapports anharmoniques d’un système de qiialre 
points en ligne droite a, h, e, d sont 

ac hc ^d) (J h 

ad * hd^ ah * id>* ac * de 

Leur produit est égal à — i, ce qui se vérifie de soi-mème, cl 
ils ont, deux à deux, des relations très-simples, que l’on tire de 
l’équation 

ah . rd yr ac .dh 4 - ad. hc = o, 


(') Ce tlicorème a été démontré par Monge dans le Journal de V École Polytech- 
nique, XV* cahier, page 8G. L’auteur le conclut d’une identité entre huit quantités 
qui sont les coordonnées des quatre sommets du quadrilatère et en fonction des- 
quelles s’expriment les aires des triangles. Cette identité avait déjà été donnée par 
Fontaine dans un Mémoire d'Analyse de 
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qui a lieu entre les quatre points (21). Il suffît de diviser cette 
équation successivement par ses trois termes. Divisant paraf/,Z>c, 
on a 

ah ch ac ho 

. • I f- I O, 

ad cd ad bd 

ou 

I 

i‘=‘'rai>p()rt i — o. 

A® rapp. 


On trouve ainsi les trois relations 


rapp. 

I 

3' ‘"'in'- 


— I — i*"*" rapport, 

— 1 — 2 ® rapport, 


l'^Mapp. 


: I — 3® rapport. 


Ainsi, un des trois rapports étant donné, ces équations font con- 
naître les valeurs des deux autres. Les expressions du deuxième 
et du troisième rapport en fonction du premier sont 


2® rapport 
3® rapport “ 


I — 1®*' rapp. 
i^^'rapp. — r 
i®*” rapp. 


3o. Ce (jui précède s’entend évidemment des rapports anliar- 
moniques d’un faisceau de quatre droites, puisque ces rapports 
sont égaux à ceux des quatre points qu’une transversale quelconque 
détermine sur ces droites (13). 


§ VII. — Nouvelles expressions du rapport anharmonique de quatre 
points, ou d'un faisceau de quatre droites. 

36. Le rapport anharmonique de quatre points peut se mettre 
sous une expression où entre un cinquième point pris arbitraire- 
ment sur la meme droite que les premiers. Soient b, c, d les 
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quatre points, et m le cinquième, on aura 


ar hc 


ad * bd 


En effet, on peut écrire 


mh md 
ah ad 
mb tnr 
ah ac 


ac hc dh ^ vh 
ad * hd da * va 


/ dh ^ mh \ ^ / ch ^ mh\ 
\da ' ma J ' \ca * ma ) 


Or, on a entre les quatre points a, h, d, m la relation 


ou 


ah, dm -f- ad,mb H- am. hd ~ o, 

dit .ma ah,md 

da.mh ad.mh 


Et pareillement, entre les quatre points rt, />, e, ?;/, 


Il vient donc 


ch . ma ah . me 

ca.mh ac,mh 

ah .md mh md 

ac hc ad.md ah ad 

ad' hd ah. me mh mc^ 

ac.inb ah ac 


ce qui est l’expression chereliée. 

Si, dans cette expression du rapport anharmonique des quatre; 
points rt, h, Cj d, on suppose que le cinquième point m soit à l’in- 

n • 1 . > 17 • , *1 • 1 

lini, les rapports — et seront égaux a 1 unité, et il viendra 

I I 

. ac hc ah ad 

ad ' hd I I 

ah ac 


On obtient ainsi une nouvelle manière d’exprimer le rapport an- 
harmonique de quatre points en fonction seulement des distances 
de l’un d’eux aux trois autres. 
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* 37. Aux segments me, md on peut substituer, dans l’équa- 
tion (i), les perpendiculaires abaissées des trois points Z», e, d sur 
une droite quelconque. Car si l’on suppose que le point îu soit à 
l’intersection de cette droite et de la droite ah, les trois perpen- 
diculaires que je désigne par y, $ sont proportionnelles aux 
trois segments rnh, me, md, et l’expression du rapport anharmo- 
nique peut s’écrire 

ar ^ hc ah ad 

a b ac 


38. Quand les quatre points a, h, c, d sont déterminés par 
leurs distances a, y,^ à une meme origine O, de sorte que 
Oa~ 7., Oh = 6, etc., l’expression de leur rapport anharmonique 
est 


( 4 ) 


ac bc (/. — y , ^ — y 
ad * bd a — ^ * 6 — à 


Cela est évident. 

Quand les quatre points a, h,c, d sont déterminés par les rapports 

de leurs distances à deux points fixes O, 0‘, soit = 

Ob ^ Or Or/ TV ,, . , , I 

jy- =iy, :=o, 1 expression de leur rapport aniiar- 

inonique est encore 


(51 J‘ — -/ 

ad bd V. — ^ 6 — g 

En efFcl, on a 

cu^^hc _ /OV/ ^ ad\ ^ /OV/ ^ bd\ 
ad * bd yO'r ’ ac / * ' bc J 

OU, d’après la formule ci-dessus (i), 



Oa 

Oc 

Ob 

Oc 


ac ^ bc 


ÔV* 

O'b 

~~ O'c 

_ « — y _ e — 7 

ad * bd 

O a 

T)7r • 

O b 

()7r ■ 

« — d' ’ 6 — cT 



o7i 

O'b 

~~ô7i 



c. Q. F. D. 
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39. Rapport anharmoniqiie de quatre droites, — L’équation (i ) 
se met sous la forme 


nb ^ mb 

ne hc ad * mil 

ad * bd ah mb 

ac * me 


et, comme il n y entre plus que des rapports anharmoniques, on 
en conclut qu’elle s’applique auK sinus des angles d’un faisceau 
de cinq droites A, B, G, D, M; de sorte que le rapport anharmo- 
niqiie de quatre droites A, B, C, D s’exprime ainsi t 


( 6 ) 


sin ( A, C) ^ siu ( lî, C) 
sin(A,l)) ' siii(B,D) 


sin(M,]0 s in(]M,D ) 
siiifA.Ül sin(A,D) 
sin(M,lî) siu(M,(]) ^ 
siu (A, B) siu(A,Cj 


la droite M étant tout à fait arbitraire. 

Si cette droite est perpendiculaire à la droite A, on a 


sin Al,lî) =cos(A,Iî)i 


siu ( A, B ) 


C()s(A_,B) 
siu (A, B) 


cot(A, B) , 


et de meme des autres termes; de sorte que le rapport anharmo- 
nique des quatre droites prend cette expression 

sin ( A, C) ^ siufB, C) _ cot( A,B) — rot(A,D) 

^ ’ sin(A,D) ■ siii(|j,D| ciïï]A,lij — c()t(A, C] ’ 

dans laquelle n’entrent que les angles que l’une des droites fait 
avec les trois autres. 


40. Quand les quatre droites A, B, G, D sont déterminées de 
direction par les rapports des sinus des angles qu’elles font avec 
doux axes fixes O, O', de sorte que l’on ait 

sin (O, A) ^ sinfO, Bl ^ siu(0, C) sin(0,D) 

sin(0',A) ~ siu(0',B) sin(0',C) sin(0',D) ” ’ 

le rapport anharmonique des quatre droites a pour expression 

sin AG ^ sinBG a — 7 6 — 7 

sin AD ' sinBD a — (? * 6 — â 


( 8 ) 
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Cette formule se démontre comme l’équation (j) et peut d’ail- 
leurs se conclure de celle-ci, parce que le second membre peut 
s’écrire de manière à ne renfermer que des rapports anharmo- 
niques 

Si les deux droites fixes O, O' sont rectangulaires, 

« r::. tang(0,A), Ç=:=tang(0,B), 
de sorte que l’on a 

. sinAG ^ sinIJC tanj?(0,A ) — tang(0, C) ^ tang(0, lî) — tang(0,G) 

siiiAD * siiiltD taiig(0, Aj — taiig(Ü, O) *tang(0, ifj — taiig(0,Dj 
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CHAPITRE III. 


PROPRIÉTÉS RELATIVES A DEUX SYSTÈMES DE QUATRE POINTS SITUÉS SUR 
DEUX DROITES, OU A DEUX FAISCEAUX DE QUATRE DROITES, QUI ONT UN 
MÊME RAPPORT ANHARMONIQUE, 


§ I. — Deux systèmes de quatre points. 

41. Quand deux sjslèjues de quatre points situés sur deux 
droites et qui se correspondent un à un sojit tels, qu un rapport 
anJiannonique du premier sj sterne soit é^al au rapport nnliar- 
monique du second système y les deux autres rapports anharmo- 
niques du premier système sont égaux, respectivement, aux deux 
autres rapports anJiarmoniques du second sy stème. 

Cette égalité résulte de l’expression des deuxième et troisième 
rapports aiiharmoni(jues en lonctioii du premier (3i). 

Ainsi, soient < 2 , c, d et a', //, c\ dé les deux systèmes de 
ejuatre points; chacune des trois équations 


ac 

hc _ 

ad 


ad * 

Td ~ 

a' d' 


ad 

cd 

a'd' 

r'./' 

ah ' 

'' ch 

' a’17 ' 


ah ^ 

dh 


. 

ac 

du 

a c 

■ 7/V 


qui expriment l’égalité des rapports anharmoniqiies correspon- 
dants des deux systèmes, comporte les deux autres. 

D’après cela, nous pourrons dire indilFéremment que les deux 
systèmes de quatre points ont les memes rapports anharmoniques , 
ou, simplement, le même rapport anharmonique , 
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42. Quand deux systèmes de quatre points pris sur deux 
droites et se correspondant un à un ont leurs rapports anliar' 
moniques égaux, si Von place les deux droites de manière que 
deux points homologues coïncident ensemble, les trois droites qui 
joindront les trois autres points du premier système à leurs ho- 
mologues, respectwement, concourront en un meme point. 

Soient e, d et e, d' {Jig- o) les deux systèmes de 

quatre y^oints donl les deux homologues coïncident; je dis 

({UC, si leurs rapports anharmoniques sont égaux, de sorte que 

ar hc (é c' h c 
acV bd a' à' ' b' d' 

les trois droites et*', dd* concourent en un meme y)oint. 

En ell'ct, soit S le point de concours des deux |3rcmièrcs, et 
soit d"\o })oint où la droite Sc/ rencontre la droite al/. Les quatre 
jDoints rt, h' y c\ d'' ont leur ray)port anharmoniqiie égal à celui des 
quatre points a, c, d (14), et conséquemment, d’aj:)rès l’hypo- 
thèse, à celui des quatre points a, c', d'. Donc les y^oints d' 
et d" se confondent. Donc, etc. 

43. Observation. — Cette proy)osition si simple est néanmoins 
une de celles dont nous aurons à faire le y)lus fréquemment usage 
dans la suite. 

Elle fournit ici une démonstration directe du théorème précé- 
dent. En effet, puisque les trois droites bl/, cc', dd' concourent 
en un meme ymint S, on y^eut considérer les deux droites abedy 
al/d d' comme deux transversales qui coupent un même faisceau 
de quatre droites S Z?, Sc, StL Conséquemnient, le ray)y)ort 
anharmonique des quatre y^oints a, Z>, e, d situés sur la y^remière 
transversale, do quelque manière qu’on le forme, est égal au 
ray^port anharmonique correspondant des quatre points a', Z>', 
d y d' situés sur la seconde transversale, ce qui démontre le théo- 
rème (41 ). 

44. Quand deux systèmes de quatre points a, b, c, d et d y h', 
d y d', qui se correspondent un à un, ont leurs rapports anharmo- 
niques égaux, on peut établir de trois autres manières la cor- 
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respondance des points des deux systèmes, en conservant 1 égalité 
des rapports anliarmoniques. 

En effet, on a, par hypothèse, régalitè 

ne ^ bc a'r' ^ if' c 

' * ' ad ’ bd a' d' * b'd^ ^ 

cju’on peut écrire de ces trois autres manières : 



ne ^ 

hc _ 

b'd' 


( 2 ) 


Téi~' 

~Ud 

• “TT ’ 

a c 

(3) 

ne 

ad ' 

, 

bd ~ 

c’a' 

ch' 

^ d'a' 

* d'I/ ’ 

(4) 

ne 

hc 

d'h' 


ad ' 


d'a' 

. 

• — — -, 

c a 


L’équation (i) exprime qu’aux quatre points a, Z>, c, d eorres- 
pondent a! ^ //, d ^ d\ un à un, respectivement. L’équation (n) ex- 
prime que les points correspondant à Z>, c, d sont //, r//, d\ (/, 
l’équation (3), que ce sont c', a', //, et l’équation (4), que ce 

sont d', t/, U, a'. 

Ce qui démontre la proposition. 

4o. l^a loi de formation des équations (a), (3) et (4) est bien 
simple. Après que l’on a considéré les quatre points du second 
système comme correspondant un à un, respectivement, dans 
l’ordre o', //, (/, d\ aux quatre points a, e, d du premier sys- 
tème, il suffit de faire permuter deux points queleoiiqucs du se- 
cond système entre eux, pourvu que les deux autres points per- 
mutent aussi entre eux. 

Ainsi, (t! permutant avec U et (/ avec d' , on substituera à l’ordre 
primitif a , //, c*', d' l’ordre //, a', c', et ces quatre points cor- 

respondront un à un aux quatre points du premier système a^ Z>, 
<•, dy ce qui donne lieu à l’équation (a). 

Observation, — Cette propriété de deux systèmes de quatre 
points qui ont leurs rapports anharmoniques é^aux nous sera sou- 
vent utile et suffira, dans plusieurs occasions, pour donner im- 
médiatement la démonstation d’une proposition importante. 
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§ II. — Deux faisceaux de quatre droites. 

46. Quand deux faisceaux de quatre droites qui se correspon- 
dent une à une sont tels, quun des trois rapports anharnioniques 
du prender soit égal au rapport correspondant du second, les 
deux autres rapports anharnioniques du premier faisceau seront 
égaux aussi aux rapports correspondants du second faisceau. 

Cette égalité résulte de ce qu’un des trois rapports anharino- 
niques d’un faisceau de quatre droites détermine les deux 
autres (3o). 

D’après cela, de meme que pour deux systèmes de quatre points, 
nous pourrons dire, indifféremment, que deux faisceaux de quatre 
droites ont le même rapport anharmonique, ou bien les memes 
rapports anliarmoniques. 

47. Quand deux faisceaux de quatre droites qui se corres- 
pondent une à une, respeetwement, ont leurs rapports anliarmo- 
iiiques égaux, si on les place de manière que deux droites cor- 
respondantes coïncident en direction, les trois autres droites du 
premier faisceau rencontreront respeclicement les trois droites 
correspondantes du second faisceau en trois points situés en ligne 
droite. 

Soient O a. OZ>, Oc, Od [fig- 6) les quatre droites du premier 
faisceau, et i}' a^ O' h, O'c, O'd les quatre droites correspondantes 
du second. Nous supposons que les deux droites O' a coïn- 

cident en direction ; je dis (jiie les trois points c, dans lesquels 
se coupent deux à deux, respectivement, les autres droites des 
deux faisceaux, sont en ligne droite. 

En effet, menons la droite hc qui rencontre la droite OO' en a, 
et soient J, è' les points où elle rencontre les deux droites Oc/, 
O' d. Puisque les deux faisceaux ont leurs rapports anliaruioniqucs 
égaux, les quatre points cc, />, c, d ont leur rapport anharmonique 
égal à celui des quatre points c/, c, d'. Donc les deux points o, 
à' se confondent. Les deux droites Oc/, O'd se coupent donc sur 
la droite hc. c. q. f. u. 
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48. Observation. — Cette proposition nous sera d’un grand 
usage. 

Elle fournit ici une démonstration directe du théorème précé- 
dent, car, les quatre points />, c, d étant en ligne droite, leur 
rapport anharmonique, de quelque manière qu’on le prenne, est 
égal aux rapports qui lui correspondent dans les deux faisceaux 
de droites: par conséquent, ceux-ci sont égaux entre eux. 

49. Quand deux faisceaux de ijuatre droites qui se corres- 
pondent une à une, respèctivenient, ont leurs rapports nnharmo- 
niques égaux, on peut établir de trois autres manières la corres- 
pondance entre les droites des deux faisceaux, en coiiservant 
l’égalité des rapports ai diarmo niques. 

Il suffira de faire permuter entre elles deux droites quelconques 
du second faisceau, et, en même temps, les deux autres droites du 
même faisceau. Ainsi, soient A, B, C, D les (juatre droites du 
premier faisceau, et A', B', C/, D' les droites correspondantes du 
second faisceau, lesquelles ont leur rapport anharmonique égal 
à celui des quatre premières. (3n pourra prendre les quatre droites 
du second faisceau dans l’ordre B', D', C', qui résulte de la per- 

mutation des deux droites A', B' entre elles et des deux (7, ])' 
entre elles, et dans cet ordre le rapport anharmonique des quatre 
droites est égal à celui des quatre droites du premier système A, 
B, C, D. 

La démonstration est évidemment la même que pour deux sys- 
tèmes de quatre points (44). 

Observation, — Cette proposition, de même que celle relative 
à deux systèmes de quatre points, sera susceptihlc de nombreuses 
applications qui procureront souvent des démonstrations immé- 
diates. 

§ III. — Manières d’exprimer l’égalité des rapports anharmoniques 
de deux systèmes de quatre points sur deux droites. 

I. — Équations à deux tenues. ^ 

50. Soient a, b, c, d et a', U , c', d ' les deux systèmes de quatre 
points; l’égalité de leurs rapports anharmoniques s’exprimera par 
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l’une des équations à deux termes 


ae 

bc 

a'(é 

l/d 

ad ' 

T^r 

a! d' 

' Vd!' 

ad 

cd 

a’d' ^ 

rV/' 

ab ' 

cb ” 

"Vb' ‘ 

■ Vb* ’ 

ab 

db 

al/ 

^ r/7/ 

ac 

de 

a' c' 

• 7Fd' 



II. — Equations h trois termes^ 

51. Les seconds membres des équalions (i) sont les rapports 
anharmoniqiies du second .système; or, cbacnn d’eux est é^al à 
runité moins la valeur inverse du rapport suivant : par exemple, 

1 *^* == I - - - (34'). D’après cela, nos équations se 

transforment en équations à trois termes, que voici : 


ae 

bc 

f/l/ 

c'I/ 


--J-. 


• 

ad 

bd 

a' d' 

' c'a' 

ad 

cd 

a c 

, d'e' 

^ — 

: — h 




ab 

cb ^ 

a' b' 

’ y 

a b 

db 

a’d’ 

. l/d' 

ac 

a'c' 

' Vd 


Ces équations nous seront d’un ^rand usa^^c. 


III. — Autres équations à trois termes, 

52. En prenant sur la droite a b' un point arbitraire m\ on 
peut exprimer l’égalité des deux rapports anharmoniques par 
l’équation 

I I ni b' néd' 

ah ad (éb' a' d' 

I I néb^ ni c' ’ 

a b ac a! b' a'c 

ear le premier membre exprime le rapport anliarmoniquc des 
quatre points a, Z>, c, d, et le second membre, le rajiport anhar- 
monique des quatre points a', U , c', d' (36). Cette équation prend 

CuASLES. — Géom, sup. 3 
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une forme plus simple, savoir : 
fn'h' 


CHAPITRE III. 


OU 

(3) 



I ' 


ni’ c' l 1 

I 


( \ 

\ac 

ad 


a’d \ad 

ab 

; + 7iûv ' 

\ab 

m’ h' 

( 

y/ 

rn'c' 

db 

m'd' 

hc 

VI/ 

ac 

Tad 

a'd ad, a b 

a'd' ab . ac 



ni' h’ 

- 4 - ac,dh 

m'd 

-j- ad, bc. 

ni d' 

ah. 

cd. 


— 



a’ b' 


a' d 


a' d' 


; O, 


On aura de meme, en prenant un point ni sur la droite ahi 

mb 
ah 


(3') + 


ad 


53. Les points //i, ni' sont arintraires ; si on les suppose à l’in- 
fini, et que l'on divise la ]3remière équation par ni' d' et la seconde 

/ , in'l/ rn'c' , . , , , 

par mcL les rapports - ; „ ? -r»’ • • • deviennent eeraux a i unité 
‘ *■ ^ ni' (d m d ^ 


et Ton a 

( 4 ) 

( 4 ') 


ah.cd ar.db nd.hc 

a’V a' d a'd' 

ab\r'd' a’d , d'h' a’d’.h'd 

ah ac ad 


Cliaeiine de ces quatre équations (3, 3^, 4 4^) exprime Légalité 

des rapports anharmoniques des deux systèmes de quatre points. 


54. Remarquons que l’équation (3) s’écrit de manière à ne 
contenir que des rapports anharmoniques, savoir : 

/ah , ch\ Inib’ ^ a’b'\ lac . hc\ f ni'd ^ a'd\ _ 

’ cd) \m'd' * ad') ^ * bd] \m' d' * ad’] 

11 en est de meme de l’équation (3'). 


§ IV. — Manières d’exprimer l’égalité des rapports anharmoniques 
de deux faisceaux de quatre droites. 


55. L’égalité des rapports anharmoniques de deux faisceaux de 
quatre droites s’exprime évidemment par des équations sem- 
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blables aux précédentes, telles que 




(7) 


sin (A, C) ^ sin (B, C) sin(A', C' ) ^ sin (B', C' ) 

sin(A, .D) * sin {B, D) sin(A','D'l ‘ ’ 

sinfA, C)^sinfB,C) sin (A', B' ) ^ sin (C', B' ) 

sin (A, I) ) * sin ( B, D) sin (A', D' j * sin ( C', D') ' 


sin (A, B) sin(C, D) 


B^ 

^i’(A'7~in 


-h sin (A, C) sin ( D, lî ) 

^ ^ sin(A , C ) 

, . , , sinfM'. DM 

-h sin (A, D sinfB, C) - — -7— 1 o. 

' ' Sin(A , D ) 


Y) 


Cette dernière dérive de l’équation (3), dans laquelle on peut 
remplacer les segments par des sinus, parce que l’équalion s’écrit 
de manière à ne présenter que des rapports anharmoniques (TÜ). 


§ V. ~ Manières d’exprimer qu’un faisceau de quatre droites a son 
rapport anharmonique égal à celui de quatre points. 


56. Soient A, B, C, 13 les quatre droites, et (t' j //, (/, (V les 
quatre points qui leur correspondent, un à une, respectivement, 
comme s’ils provenaient de l’intersection de ces droites par une 
transversale. 

L’égalité des deux rapports anharmoniques s’exprime évidem- 
ment par les équations (i) et ( 9 .), dans lesquelles on remplace le 
ixapport anharmonique des quatre points (i^ c, d par celui des 
quatre droites A, B, C, D, ce qui donne des équations telles (jue 


( 8 ) 

(9) 


(10) 


siii(A, C) sin (B, G) _ a'c ^ h'd 
sin (A, D ) ’ sin ( B, D) a cl' * b'W ’ 

sin (A, G) ^ sin (B, G) a' b' ^ db' 

sin (A, D j * sin [B, D) a' cl' * c'd' 


sin(xi. B) sin(G, D) -i- sinfA, G) sin (D, B) 

' ' ^ ' ' a b ' ' ^ ' a c 

-f- sin (A, D) sin (B, C) 


O. 
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On a encore Féqualion 

(»0 


l ,,, sin/M, B) ,, „,,sin(M, C) 

t a'ù'.c'd' - .-r— n ^ ^ ... , -. 1, 1 

} sin(A, B) sin(A, C) 


I 


sin(A, B 

a'd'.b'c ~o, 

sin ( A, D j 


qui résulte de réqualion (3'), dans laquelle on remplace les points 
a, Z>, Cy d et le point m par les quatre droites A, B, C, D et une 
cinquième M. 

On peut prendre dans réquation (lo) le point n/ à Tinfîni ; alors 


, ni (1 m e , , ,, . 

les rapports ,-77 et - ■ — : sontejraux a 1 uni 
nid' nid' 


LC, CL 11 V 




/ sin (A, B)sin(('!. D) sin (A, CjsinfD, B) 

\ a* b' ^ a' c' 

j siiWA, D) c) 

I -f- ^7/-— - 

o7. Nous avons dit (7) que, quand un faisceau est forme do 
quatre droites parallèles A', B', (7, 1)', on exprime leur rapport 
anharmoniqiic par celui de quatre points a', l/, c\ d\ intersections 
de ces droites par une transversale. Il s’ensuit (pie l’éjj;alité des 
rapports anharmoniques de deux faisceaux de quatre droites s’ex- 
primera par les équations [irécédentcs (piand l’im des faisceaux 
sera formé de droites parallèles. 
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CHAPITRE IV. 

RAPPORT HARMONIQUE DE QUATRE POINTS OU d’uN FAISCEAU 
DE QUATRE DROITES. 


§ I. — Rapport harmonique de quatre points. 

58. Quand deux points n, a! [fig- 7) divisent un serment ef 
en parties proportionnelles, c’est-à-dire telles, que l’on ait (al)s- 
traction Alite des signes des segments) 

ae ae 

tff "" "7 ’ 

on dit que les deux points a, d divisent linrnionufiieinent le seg- 
ment ej\ ou bien qu’ils sont conjugues hanno/iifiues par rapport aux 
deux points e, f. Réciproquement, ceux-ci sont conjugués liar^ 
jnoniffues par rapport aux deux a, a' et divisent harmoniquement 
le segment ad . On dit encore que les quatre points sont en rap- 
port harmonique . 

11 nous sera quelquefois utile, pour faciliter le langage, de dire 
que les deux segments ad, ef sont conjugués harmoniques. 

59. L’expression rapport harmonique, appliquée au SYStème 
des quatre points, vient de ce que les trois segments comptés de 
l’un de ces points et termines aux trois autres sont en proportion 
harmonique. 

On appelle ainsi une proportion géométrique formée avec trois 
nombres tels, que le i*"** est au 3*" comme le R' moins le 2 ® est 
au 2® moins le 3®. Par exemple, les trois nombres 6, 3 et 2 sont 

en proportion harmonique, parce que - = ^ (Q. Cette rela- 


(‘) On (lit encore que le nombre du milieu siupasse un des extrêmes cl est surpasse 
par Vautre de quantités qui sont une même fraction des deux extrêmes, respective- 
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lion de trois nombres, dont deux sont arbitraires, a reçu des Grecs 
le nom de proportion harnio nique, parce qu’elle se présentait da/i s 
leur théorie des tons musicaux. 

1*1 ne a'e 

Nos quatre points, entre lesquels a lieu la relation ^ > 

sont tels, avons-nous dit, que les trois segments, comptés de l’un 
d’eux, sont en proportion harmonique. En effet, considérons les 
trois segments comptés du point a, q/, aa! et et remplaçons, 
dans l’équation, d f p\vc i^aj — ad) et de par ^ad — ae')., en ne 
considérant que les valeurs absolues des segments; on a 

af af — ad i*'*’ segment ^ i**" — 2® 

ae ~~ aa' — ae ^ 3 ® 2 ® ~ 3 ® ’ 

ce qui est la proportion harmonique. 

Dans rénumération des trois segments, il l’aut regarder comme 
le deuxième celui qui joint deux points conjugués, 

CO. On a coutume d’exprimer la relation harmonique de quatre 
points par l’équation où l’on ne considère que la valeur 

absolue des segments sans y Taire entrer les signes relatifs a leurs 
directions, parce qu’en opérant sur cette équation, soit pour la 
transformer, soit pour la combiner avec d’antres, on a la figure 
sous les yeux, et que l’on opère d’une manière concrète, en tenant 
compte de la position relative des jioinls. Nous devons, pour 
donner à l’équation sa signification générale, ainsi qu’à toutes celles 
que nous allons en déduire, lui restituer le signe qui lui convient. 
Nous écrirons donc désormais 

ne a'c 


ment. Ainsi 3 surpasse i de i qui est moitié de a, et 3 est surpassé par G de 3 
qui est moitié de 6. 

Ces détinitions sont rapportées par Pappus au commencement du Livre lit de ses 
Collections mathématiques. Après avoir défini les proportions arithmétique et géomé- 
trique, il ajoute : « Harmonica aulem medietas est, quando médius terminus cadom 
parle et superat iinum extremorum, et a reliquo supcralur; ut habet 3 ad 2 et ad 
G, vcl quando sit ut primus terminus ad terlium, ila primus excessus ad secuudum, 
ut habent G, 3, 2 . » Pappus construit les trois proportions dans le cercle par une 
même figure et résout diverses questions dont plusieurs concernent la proportion 
harmonique. 
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OU 

1 


ae ^ a'e 


30 


Le premier membre exprime le rapport anharn ionique des quatre 
points a, e, f. On peut donc dire que : 

Quatre points sont en proportion harmonique quand leur rap- 
port anlmrmonique est égal à — i . 

Nous avons vu (12) que le rapport anharmonique de quatre 
points distincts ne peut pas etre égal à -f- i . 


61. Le point a' étant sur le segment efy et le point a au delà, 
dans le sens fe^ comme Findique la figure, le point a! est plus près 
du point e que du point /, car on a entre les valeurs numériques 

des segments — . “ • Or ae << a/ ; donc de <" d i\ 

a/ nj ^ 

Quand le point a s’éloigne du point e, le point (é s’en éloigne 
aussi, mais beaucoup plus lentement, tellement (pie, quand le 

point a est à ririfini, jtuqiud cas le rapport l’unité, on 

a aussi —j, rrr i, ce ([iiî montre que le point d se trouve au milieu 
de ef. De là résultent ces deux propositions ; 


i‘^ Quand quatre points sont en rapport harmonique, le point 
milieu de deux points conjugués est toujours situé au delà du 
segment compris entre les deux autres points conjugués. 

2 ” Si Viin des quatre points est à l injîjii, son conjugué est le 
point milieu des deux autres. 


62. Soient b' [fig. 8) deux points conjugués, de meme cpic a 
et d, par rapport aux deux Si le point Z>', situé sur le seg- 
ment ef^ est plus près de e que r/, le point h sera aussi plus près 
de e que le point a, de sorte que le segment Z>Z>' sera compris tout 
entier sur le segment aa' . Si un point d est pris vers le point /, 
son conjugué c sera aii delà de ce point, et les deux segments aa\ 
cd n’auront aucune partie commune. Ainsi : 

Quand deux segments sont conjugués harmoniques par rap- 
port à un troisième^ il ne peut arrwer que deux cas : ou qu ils 
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n aient aucune partie commune, ou que V un (Veux soit compris 
entièrement sur Vautre. 

63. 11 suit de là que : Quand deux segfuents empiètent en 
partie V un sur Vautre, on ne peut pas déterininer deux points 
qui les dii^isejit liarmoniquenient Vun et V autre. 

Nous dirons que les deux points qui les divisent harmonique- 
ment sont imaginaires, parce que l’équation qui sert à déterminer 
en général ces deux points a, dans ce cas, ses racines imnginair(^s, 
comme nous le verrons plus loin (Cliap. V). 

§ II. — Manières diverses d’exprimer que quatre points sont 
en rapport harmonique. 

6i. Nous avons vu que quatre points ont trois rapports anliar- 
inoni(pies dillerents, dont un suffit pour déterminer les deux 

autres ( 34). One celui-là soit = — i , les deux autres seront 

^ ^ ^ oj u'j 

5L • VL — L et ^ — 2 

(Kl' ’ cil 2 ne * je 

l'écrivons 

[ an! . cf - : 2 af. C(i ' , 

(■^) f, 

I a a .Je 2(ic.j(i . 

Chacune de ces équations exprime donc que les quatre points 
sont en rapport liarmonique. 

65. L’expression du rapport ariharmonique de quatre points, 
où entrent les distances d’un point aux trois autres (30), donne l’é- 
quation 

I I 

aa' dj' 

1 I 

(la ac 

ou 

2 Il 

aa' ae af 

2 î I 

cf ca ea' 


(3) 

On a pareillement 
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Ces relations expriment que la valeur ins^erse de la distance 
d'un point à son conjugué est la moyenne aritlwiétique des va- 
leurs inverses des distances du meme point aux deux autres. 

66. Quand on a plusieurs points e, d, . . . sur une ligne 

droite, si l’on prend un point m tel que la valeur inverse de sa 
distanee à un point déterminé O de la droite soit moyenne arithmé- 
tique entre les valeurs inverses des distances des points a^ h, c, . 
au même point O, c’est-à-dire, de manière que l’on ait 

n I I T 

O m O * * ’ 

// étant le nombre de points et chaque distance devant être prise 
avec son signe H- ou — , on dit, d’après Maclaurin, que la dis- 
tance O m csl]‘à moyenJie harmonitpie des distances Ob, ... ( ’ ), 
et, d’après Poncelet, que le point m est le centre des moyennes 
barmonir/ues des points a^bj ...(-). 

D’après cela nous dirons que : Quajid (juatre points sont en 
proportion harinonifjue, la distance de Vun d'eux à son conjugué 
est la moyenne harnioni(jue des distances du meme point aux deux 
autres. 

Ou bien encore : Tin point est, par rapport à son conjugué, le 
centre des moyennes harmoniques des deux autres points. 

g III. — Relations où entre un point arbitraire. 

1 . 

67. L’expression générale du rapport anharmonique de quatre 
points, dans laquelle entre un cinquième point arbitraire (36), 


(*)Z>e linearum geometricanim proprietatibus generalibus Tractants, § 28 . Cet excel- 
lent Ouvrage se trouve, sous le titre d’ Jppendix, à la suite du Traité d’Algôhre do 
l’auteur, Traité posthume qui a paru vers 1760 et a eu de nombreuses éditions eu 
Angleterre. 

(*) Mémoire sur tes centres des moyennes harmoniques, (Voir Journal de Mathé-‘ 
manques de Crelle, t. lll.) 
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devient, quand ce rapport est égal à 


On a de meme 


ma' me mf 
aa' ae af 


mf ma ma' 
cf ea ea' 


Chacune de ces équations exprime donc que les deux couples de 
points conjugués cl et sont en rapport harmonique. 


68. Aux trois segments ind ^ niCj mf on peut substituer les per- 
pendiculaires abaissées des trois points d y e, f sur une droite 
menée par le point m, lesquelles sont proportionnelles aux trois 
segments; et, puisque le point in est arbitraire, il s’ensuit qu’en 
désignant par a', e et les perpendiculaires abaissées des trois points 
a y e et /'sur une droite quelconque, on a la relation 

(/.' £ 9 

2 - — ™ I 

a a' ac af 


II. 

09. Ilapportons les quatre points a, d ^ origine com- 

, , , . ce de , 

mune m \ 1 équation _ donne 

‘ df 

me — U) a me — ma' 

mf — ma mf - md ^ 

OU 

( ^ ) ( ma 'i- Did ) {^me mf) r- 7. ma , md 2 me,mf. 

On peut écrire 

ma [me — md ) H- md ( mf — ma) -4- me[md - mf) 

-I- mf ( tua — me ) - o , 

ou 

( 6 ) ma . de -f- ma ' . cf -u me fa' h- mf , ea — Oy 

et pareillement 

ma,, df -i- md . ae -f- me fa q- mf, ea' — o . 
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III. 

70 . Soient a le milieu des deux points rt', et O le milieu des 
deux Gjf[fig. 9); l’équation (0) devient 

( rj ) }}ia . ma' ftte . i?)f m O. 

Cette relation nous sera très-utile. Nous en conclurons tout à 
l’heure, , en donnant au point 7;^ des positions particulières, diverses 
relations très-simples. 

IV. 

71 . J^e rapport harmonique s’exprime encore par l’équation 

2 — - ^2 

( 8 ) fna . )na ' . ef -\- me ,fu -f- mf . «e : - o, 

ou 

( 8' ) )nc . mf. aa' ma . a' O 1 - tna' .Oa : o. 

On peut démontrer ecs éf[uations, la première par exemple, 
par le raisonnement suivant. Si l’équation n’est pas identique quel 
([lie soit le point /n, elle servira à détcrniiiuT les positions de ce 
|)oint qui y satisfont, et il n’y aura <[ue deux positions, car, en rap- 
portant tous les points m, n, ... à une origine commune A, le 
segment A/n entrera dans Uéqiiation du second degré. Or ré([iia- 
tion est satisfaite pour plus de deux positions du point ///, car, si 
l’on fait ciyincider ce point successivement avec les points n, a', e, 
f, 011 trouve des relations déjà démontrées, et si on le suppose à 
rinfini on a l’identité of-{~ for. -t- cf.c ™ o. L’équation du deuxième 
degré d’où dépendraient les positions du point tu aurait donc 
jdus de deux racines, ce ipii prouve qu’elle est identique, c’est-à- 
dire que l’équation (8) a lieu pour toutes les positions du point tu. 

c. Q. F. n. 

udatrenient. On a la relation (^) 

ma . ma' -f- me . mf r - 2 m « .mO^ 
et les deux identités 

• — 2 

me -h me . mf 2 me . m O, 
mf -f~ me . mf 2 mf, m O. 
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Multipliant ces trois équations, respectivement, par etae, 

et les ajoutant membre à membre, il vient 

ma . ma' . ef me ,f ol H- mf .olc me . mf [ef f a 4- a e ) 

= ’?.mO[moL.ef me.fv. aif. cce). 

Or on a, entre les trois points a, e, y', 

ef 4- /a 4- a e r - o (2 ), 
et entre les quatre m, a, e, y', 

tncK.ef 4' me ./a 4- mf. ex o (21) ,* 

il reste donc 

ma . ma' ,cf - 4 - me .fx 4 - mf .xe ~ o. 

C. Q. V. D. (<). 

V. 

72. llemplaçons fy. dans cette équation par [fa — xe) ; il vient 

ma . ma ' . ef 4- me »fe — [me — mf ) kc r= o, 

OU, parce que me — mf = [me mf) [iiic — mf) ~ amO.yè, 

( g ) ma . via' — me -h 'A a e . w O ~ o . 

En supposant que le point m coïncide avec <7, on a 
(g') ae ixe .aO. 

§ IV. — Corollaires de l’équation (7). — Relations où entrent 
les points milieux des deux segments aa\ ef. 

73. Supposons, dans l’équation (y), que le point m coïncide 
avec CL ; il vient 

xa , art' 4- xe .xfzzzz o, 

(•) Nous donnorons, dans la théorie de l’involulion, une antre démonstration, ap- 
pliquée à un théorème plus général relatif à six points en im>olucion, dont réquation 
actuelle n’est qu’un cas particulier. 
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OU, parce que olo! = — «a, 


(10) art rrr u.C ,v.f. 

Pareillement, 

(10') Oe— Ort.Ort'. 

Cette équation donne 


06 ' 1— O a — ma , 


OU 

(11) a rt H- O 6 ' irz O a , 

OU bien, entre les quatre ])oints «, 6i', e, /, 


(i?.) 


a a -Y- cf zi- [ac a' f f , 


7i. Si le point m coïncide avec le point e, on a 
eu . ca ’ - : 9 .em. e O ; 

or 2.cO — ej' : donc 

( 1 3 ) crt . ca ' e a . cj\ 

^^’est la mojenne Jiarniouique des distances des deux: points (ly a! 
au point e(66), et ea est ce (ju’on appelle la moj enne distança 
de ces deux [)oiiits au métne point 6.*; réquation exprime doue que : 

Le produit des distances de deux points à une origine commune, 
prise sur la meme droite, est égal au produit de la mojenne liar~ 
monufUe et de la moyenne distance de ces deux points relatives 
à V origine. 

Cette relation nous sera souvent utile. On a de meme, en suppo- 
sant que le point m coïncide successivement avec a et a' y 

ae . af ™ aa! . 6^ O, 
a'e.a'f = a* a, a' O, 

et, en ajoutant membre à membre, 
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75. L’équation (i3), divisée membre à membre par 

/7./rt'=rr/a./e, 

qui exprime le même théorème, donne 


(• 4 ) 

cl, à cause de l’équation (i), 

(.5) 

])areillemcnl 

(.5') 


ea.ea cv. 

ju .fa' ~~ fv. ’ 


ae ae 


ea O n 


ae ea 


76. L’équation (lo) s’écrit donc, d’après l’équ 

a c ^ ^ 

/ w X e.a fa 
tion ( ï 0 ), : ~~ ’-iTz-f ’ ou 

(. 6 ) 

On peut encore écrire, à cause de l’équation (lo), 

(*7) 


ae rj. c 

a f a n 


ae « n 

af'^~ 7/ 


§ V. - Relations où entrent deux points arbitraires. 

1 . 


77. L’équation ( 6 ) s’écrit 

ma ea' ma' af me a’ f 
mf ea mf ae ae rnf 

ou, en désignant par n le point à l’infini, 
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Il n’enlre dans cette équation que des rapports anharmoniques ; 
par conséquent, elle a lieu quel que soit le point n ( 20 ). 
Multiplions par mf,ea,na\ il vient 

( 1 8 ) ma . nf, a'e H- ma' .ne .a f + me . na .fa' mf. nu' .ea o . 

Dans cette relation entre quatre points en rapport harmonique 
n, a', et deux points arbitraires n, ces deux points entrent 
de la meme manière. 


II. 


78. Ecrivons réqualion ( 7 ) ainsi : 

ma ma' me mf 
mv. mO ma mO 


ou, en appelant /Z le point situé à l’infini, 



Il n’entre dans cette équation que des rapports anliarmoniques ; 
conséquemment elle a lieu quand le point 7 ^ est pris arbitrairement, 
mais à la condition que a et O ne seront yjlus les milieux des deux 
sej^ments aef ^ ef, mais bien les conjugués harmoniques du point 
par rapport aux deux segments aa\ ef. L’équation prend la forme 


(■9) 


ma . ma' me . mf m a . rn O 

na . Jia ne .nf na. n O 


Le point m étant arbitraire, supposons-le à l’infini, cl divisons 

par 77ia./n(J; les rapports — -5 --5 . . . sont égaux a 1 unité, et 

^ ma m O ^ 

il vient 

I * _ ^ 

na . na' ne . nf na.nO 


Mais il faut remarquer que cette équation, où n’entre qu’un point 
arbitraire, n’est pas différente, au fond, de l’équation ( 7 ). En effet, 
écrivons-la ainsi : 


ne . fif 4- na . na' =1 2 


ne.nf na.na' 
nO na ’ 
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a étant le conjugué harmonique du point n par rapport aux deux 
a', on a, en appelant a, le milieu de ceux-ci, na,na :=:ncL,na\ 

On a pareillement, en appelant 0( le milieu du segment ej\ 
ne ,nf :=z nO ,nO L’équation devient donc 

na . nei' ne . nf ^ in uy . n 0 , 

ce qui est précisément l’équation (7 ). 


Tll. 


79. L’équation ( 8 ) prend la forme 


m/f . ma ef me f « 

7* “ c a c U. ’ 

mf mf 


OU, en désignant par n le point situé à l'infini, 



L’équation ne contenant que des rapports anliarmoniques, on y 
peut supposer le point n quelconque, pourvu que a n’y représenle 
plus le point milieu du segment nré, mais bien le conjugué har- 
monique du point n par rapport aux deux rt, a'. L’équation de- 
vient 

mf y. 

- - 7 oLe.nj ~ O. 

nf 


ma ,ma . me . 

_ et .nv. ^ rv.,nc 

na.na - ' 

ne 


Si le point m est à l’infini, il vient 

\ 

(21) y j — zrr O. 

^ ' lia. na ne nj 

On simplifiera ces deux équations en y remplaçant — par -- > 
«1 désignant le point milieu du segment aa! (74). 
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80. Observation. — On peut introduire un point arbitraire n 
dans les équations (lo, . . . i5), par des considérations semblables 
à celles dont nous venons de faire usage. On aura ainsi de nou- 
velles relations à deux termes, pour exprimer que deux couples de 
points a, o! et e^ f sont en rapport harmonique. Les points mi- 
lieux a et O des deux segments aa! ^ ef deviennent dans ces 
relations, de meme que dans l’équation ( 19 ), les conjugués 
harmoniques du point /z par rapport aux deux segments. Nous n’en- 
trerons pas dans ces détails, parce que les formules que l’on 
obtient ainsi expriment des propriétés relatives aux deux {)oints 
f[ui divisent harmoniquement deux segments à la fois. Ces pro- 
priétés reviendront plus tard comme conséquences naturelles de la 
théorie de l’involulion de six points. 


§ VI. — Connaissant, dans une proportion harmonique, deux points 
conjugués et le milieu des deux autres, trouver ceux-ci. 

81. Les deux points conjugués zz, a! sont connus, ainsi que le 
milieu O des deux e^ f. Ceux-ci se déterminent par la relation 

Oe — O/— zb y/Ort .Orz'. (10 ) 

Il faut, pour que cette expression soit réelle, que le milieu O des 
deux points cherchés soit au dehors du segment aa! \ s’il était sur 
le segment lui-méme, le produit Oa.Oa^ serait négatif, et l’cx- 
pressiou de Oe imaginaire. On dit alors que les deux points con- 
jugués cherchés sont imaginaires. 

Nous reviendrons, dans le Chapitre suivant, sur cette notion de 
points iniaginaires, qui demande quelques développements. Tou- 
tefois, il faut ajouter ici que, si les deux points donnés «, a' étaient 
eiix-merncs imaginaii es, les deux points cherchés e,y*seraicnt né- 
cessairement réels, parce que dans ce cas le produit O a. O a' serait 
positif, ainsi que nous le verrons plus loin (93). 

L’expression de Oese change en celle-ci, 

Oe — — Of— ± v/d^* — «« 


a étant le milieu du segment an' (4). 

Chasles. — Géom, sup. 


4 
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82. Expressions de ae et otf. — On a a O — eO : 

«O r.. O. Vo7«:b «' . 

2 

Donc 

« ^ ^ {a O -t- r/ O 2 s/ÏÜTÔTi ^) , 

ae =: ^ [sJaO 

ou, en multipliant cl divisant par \Jit 'o)^ 

i a.'(' 

[sj (I O “y: \! a Oy 


§ VII. — Faisceau de quatre droites en rapport harmonique. 


83. Quand quatre droites A, A', K, F, concourantes en un 
meme point, ont leur rapport anliarmonique égal à — i, de sorte 
(jue l’on ait 

siu ( A, E) ^ siii ( A',E ) 
sin ( A, F j * sin(A', F) 


on dit que ces quatre droites forment \ni faisceau harmonique. On 
dit aussi que les deux droites E, Y sont conjuguées harnioniques 
par rapport aux deux A, A' ou bien quV//e.v disùscnt liarnionique- 
nient V angle des deux droites A, A', et, réciproquement, que ces 
deux-ci sont conjuguées harnioniques par rapport aux deux autres, 
ou bien qu’elles divisent barmoniquement rangle de ces deu\-là. 

Ces quatre droites rencontrent une transversale quelconque en 
quatre points a, a', qui sont en rapport harmonique; car on a 


ac de 
af * d /■ 


(13) 


84. Si la transversale est parallèle à l’iine des droites, à la droite 
A' par exemple, le point cd sera à l’infini, et l’on aura simplement 


ae 



par conséquent, le point a est le milieu du segment ef. 
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Cela prouve que, si les deux droites A, A' sont rectangulaires, 
les deux E, F font des angles égaux avec l’une d’elles, c’est-à-dire 
que : 

Quand deux droites conjuguées harmoniques par rapport à 
deux autres sont rectangulaires , rune d'elles est la bissectrice 
de V angle formé par ces deux-ci. 

Et réciproquement : La bissectrice d'un angle et sa pejpendi- 
ciliaire divisent harmoniquement cet angle. 

85. On conclut de là cette propriété du cercle : 

Quand deux points d basent harmoniquement un diamètre, les 
droites menées d'un point de la circonférence à ces deux points 
sont également inclinées sur la droite menée du même point à 
l' une des extrémités du diamètre. 

Caries deux droites Se, Sf(fig. lo) sont conjuguées harmo- 
niques j^ar rapport aux deux Se, Seh Mais celles-ci sont rectan- 
gulaires ; par conséquent, l’une d’elles est la bissectrice de l’angle 
des deux droites Se, S f. 


§ VIÎI. -- Relations entre quatre droites en rapport harmonique. 

8(5. Toutes les relations entre quatre points en rapport harmo- 
nique (jui peuvent sc mettre sous une forme telle, qu’elles no con- 
tiennent que des rapports anharmoniques, s’appliqueront, par le 
simple changement des segments en sinus d’angles, à quatre droites 
en rapport harmonique. 

Ainsi la première des équations (r>.) s’écrit 

aa' af 
ea' ' ef 

On a donc 

sm( A, A' ) ^ sin( A, F) 
sin(E, A'^ * sin(E, F) ' 
ou 

sin(A, A') sin(E, F) ^ 2 sin(A, F) sin(E, A' ). 

4 - 
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87 . De même, Féqualion ( 4 ), qui contient un point arbitraire, 
donne la suivante, qui contient une droite arbitraire : 

sîn ( M, A' ) sin ( M, E ) sin ( M, F ) 

^siii{A, a') sin( a, Ë) sin(A, F) ’ 

et pareillement 

^ sin ( M, F ) sin ( M, A ) sin ( M, A' ) 

“ sîiTfÈrF [ ~ sinXÊTA ) sîn(ErA'“j ’ 

Si l’on prend la droite M perpendiculaire à la droite E, il vient 

2 1 I 

tang(E,F) “ tang(E, A) tang(E, A') 
ou 

2Cot(E, F) — cot(E, A) H- cot (E, A' ). 

88 . La formule (19) donne celle-ci : 

sin ( M, A ) sin ( M, A' ) sîn ( M, E ) sin ( ÎST , F ) 
sin ( N, A ) sin (_N, A' ) sin ( N, E) sin( N, F ) 

sin(M, «)sin(M, O) 
sin (N, «)sin(N, Ôj' 

dans laquelle M et N sont deux droites arbitraires, et a, O les 
droites conjuguées harmoniques de la droite N par rapport aux 
deux couples de droites A, A' et E, F. 

Si les deux droites M, N sont rectangulaires, il vient 

cot (N, A) cot (N, A') -H cot(N,E) cot (N, F) r— 2 cot (N, a) cot (N, O). 
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M et N sont deux droites arbitraires, et a est la droite conjuguée 
harmonique de la droite N par rapport aux deux A et A'. 

Si les deux droites M, N sont rectangulaires, il vient 

cot (N, A) cot(N, A') sin(E,F) sm(N, a) 

-h cot^ ( N , E ) sin (F, a ) sin ( N, E ) 
-i-cot2(N,F)sin(«,E)sm(N,r) = o. 
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CHAPITRE V. 


DU SYSTÈME DE DEUX POINTS OU DE DEUX DROITES IMAGINAIRES. 


§ I. Manière de déterminer simultanément deux points sur une droite. 
Points imaginaires. 


90. Deux points sont deterrninés simiiltancmcnt sur une droite 
quand on connaît leur point milieu et le produit, ou rcetangle, 
de leurs distances à une origine commune prise sur la meme droite. 

Soientrt, a' les deux points ( ftg. 1 1), a leur point milieu et elc 
produit de leurs distances au point fixe M ; on a 

e — - . iMrt' - -Ma - - (^t), 

d'où 

art —Ma - - c, «rt ri - ^ M a — e. 


Ainsi, la détermination des deux points dépend de la construc- 
tion de foxpression V/jVla'— e; et les distances des deux points à 
forigine M sont 

M rt M a -h y/ IVl a — V 


et 


Mrt'r^ M 


a — \/Ma'- 


On peut donc dire que deux points sont représentés par un 
point, qui sera leur milieu, et un rectangle, qui sera le produit 
de leurs distances à une origine commune. 

Quand le rectangle e est négatif, l’expression V^M a — e est 
toujours réelle, et la détermination des deux points s’clFectue 
toujours. Mais, quand le rectangle ^ est positif, il faut, pour que 
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l’expression y Ma — p'soit réelle, que Ma soit plus grand que 
s’il est plus petit, l’expression est imaginaire et les deux points 
cherchés n’existent plus. On dit alors qu’ils sont imaginaires. 

Nous appellerons points conjugués ce système de deux points 
déterminés simultanément par deux données , savoir, leur point 
milieu et le produit ou rectangle de leurs distances à une origine 
commune. 

91 . On peut, en impliquant ces deux données dans une équa- 
tion du second degré à une seule inconnue, représenter les deux 
points par cette seule équation, car on a 

IM a H- M a' r- M « cl ftl a . M a' rr= 

d’où 

I\1 a — 2 INI a . iM a v r - o, 
ou, en re[)rése niant M/^^ par ,r, 

— 2 ]M « . .r -} ( ' O . 

Les racines de cette équation sont donc les distances des deux 
points a, a' à l’origine M. Quand ces racines seront imaginaires, 
on dira que les deux points sont imaginaires. 

92 . Ainsi l’on conçoit bien ce que nous entendrons par deux 
points imaginaires sur une droite; cela signifiera que les deux 
dojinées on éhmiejits qui servent à la détermination des deux points, 
savoir, leur point milieu et le rectangle de leurs distances à une 
origine commune, donnent lieu à une expression imaginaire des 
distances de ces points à l’origine, ou bien que l’équation du se- 
cond degré qui suffit pour représenter les deux points a ses ra- 
cines imaginaires . 

Quand nous parlerons de deux points imaginaires, il sera ques- 
tion de deux points conjugués déterminés comme il vient d’étre 
dit, lesquels pourront avoir, avec une figure donnée, certaines 
relations au moyen de leurs deux éléments, et il ne s’agira pas de 
deux points quelconques indépendants l’un de l’autre, tels que 
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deux points qui appartiendraient à deux systèmes différents de 
points conjugués. 

93. Le produit des distances de deux points imaginaires à un 
point réel pris sur la même droite est réel et toujours positif. 

Les deux points imaginaires sont déterminés par leur point 
milieu a et le produit de leurs distances à une origine m\ ce pro- 
duit étant Vy les distances sont (90) 

ma m — f*, 

ma' ~ m v. — ^ mot. — r. 

Si l’on change d’origine, et qu’on prenne le point M, on a 

ma " M<7 — M//7, 
ma' — M a' — M/w, 

ma . ma' ~~ ]M « . M r/' — ( M a -f- M a' ) M m H- M nu 

Or, ma,ma! ::=^ et Mr/ -h- Ma' ~ p.Ma; il s’ensuit que 

jM a . .M (é — 2 Al a . M m -f- c ^ — iM m . 

Ainsi le produit Ma. Ma' est toujours réel. 

Il est toujours positif. En effet, on peut écrire 

M a , M a' —Ma — (Ma — M ni ) - -f- «•. 

Or, M a — Mm ==. mcf, ; donc 

M a . AI a' :i=: M a — ( m a — »*) . 

(ma — est négalif par hypothèse, puisque les deux points sont 

imaginaires; donc Ma — (ma — e) est une quantité positive; 
donc Ma. Ma' est positif. 

Autrement . On simplifie la démonstration en représentant les 
deux points imaginaires par l’équation du second degré 

.r® -f- a.T. — O, 

dont les racines sont les distances des deux points à une origine 


commune m. 
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Remplaçant æ par x'-h A, on a l’équation 

.r'* 4- (2 A -H rt) x' H- -t- « A H- = O, 


dont les racines expriment les distances des deux points à une 
autre origine M, déterminée par la valeur attribuée à A. Le produit 
de ces distances est égal à ( A‘^-f- a A -f- Z>) , quantité réelle et tou- 
jours positive, car elle se met sous la forme 


et chacun des deux termes est positif, le premier comme étant 
un carré, et le second ^ parce que les racines de l’équa- 

tion proposée, savoir. 


sont imaginaires, par hypothèse. Donc, etc. 


§ II. — Relations entre des points réels et des points imaginaires. 

9i. Deux points ima^ùiaires peuvent avoir des relations réelles 
avec différentes parties d’une figure, par exemple avec des points 
réels. Ce seront des relations dans lesquelles les deux points ima- 
ginaires seront représentés implicitement par leurs deux élcments, 
c’est-à-dire dans lesquelles entreront ces deux éléments. 

Ainsi, supposons que dans une figure on ait trouvé entre trois 
points en ligne droites, y", a, le point milieu O des deux premiers 
et un autre point in de la meme droite celle relation 

me . mf v r=z 1 m a . m O, 

e étant un rectangle ou produit de deux lignes dépendant de la 
figure. On peut regarder ce rectangle et le point a. comme les élc- 
nients de deux points «, a! (réels ou imaginaires), le point a étant 
leur point milieu cl le rectangle p» le produit de leurs distances au 
point \ l’équation pourra donc s’écrire 


me.mf -f- ma .ma' ~ 
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et elle exprimera une propriété de la figure, relative aux deux 
points déterminés par les deux éléments a et 

Si les deux points sont réels, on pourra les substituer, dans 
l’énoncé du théorème exprimé par l’équation, au rectangle v; et, 
s’ils sont imaginaires, on pourra soit conserver ce rectangle dans 
l’énoncé du théorème, soit y introduire la notion des* deux points 
imaginaires, mais en sous-entendant la définition que nous avons 
donnée (92) de ces points fictifs. 

95. La propriété qu’exprime l’équation que nous venons de 
j)rendrc pour exemple, c’est que les deux points a, a' , qui ont 
pour milieu le point a, sont conjugués harmoniques par rapport 
aux deux e,y'(70). 

Ainsi l’on peut concevoir deux points imaginaires , conjugués 
harmoniques par rapport à deux points j'éels; cela veut dire qu(* 
les deux points réels ont avec les éléments qui représentent le 
système des deux points imaginaires les relations qui expriment 
d’une manière générale le rapport harmonique de quatre points 
réels, conjugués deux à deux. 

96. Nous avons vu que quand les deux points imaginaires sont 
donnes, ainsi que le milieu des deux autres points, ceux-ci sont 
toujours constructibles, et par conséquent toujours réels (81). Il 
s’ensuit que, quand deux couples de points n, r/ et e, f sont en 
rapport harmonique, l’un des deux couples seulement peut être 
imaginaire, et que l’autre est toujours réel. 

Si l’on donne le système des deux points imaginaires n, a/ et 
l’un e des deux points réels, le second f se déterminera par la re- 
lation 

ca.car-zzc'Aa’f (74-), 

dans laquelle les deux points imaginaires entrent par leurs deux 
éléments, savoir leur point milieu a et le rectangle ea^ecê de leurs 
distances au point e. 

97. Quand deux systèmes de points sont représentés respecti- 
vement par deux équations du second degré, 

-\- ax h ~ o, 

a' X h' ~z o, 

% 
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les relations que ces points doivent avoir entre eux s’exprimeront 
au moyen des coefficients a', h* , qui équivalent aux deux 

éléments de chaque couple de points. S’il s’agit de la relation har- 
monique, elle s’exprimera par l’équation 

h b’— = O, 

n, 

qui équivaut à 

V -h v' ~ 'imcc, m a', 

(7, a! étant les milieux des deux couples de points, et e, / les pro- 
duits de leurs distances à l’origine m (70). 

98. Observation, — Bien que nous exprimions le rapport 
hnrriionùiue de quatre points par une équation de condition entre 
les éléments des deux couples de points, il ne faut pas songer à 
exprimer de meme le rapport anliavmoni<iue de (juatre points. La 
cliosc n’est possible dans le premier cas que parce que les deux 
]n)ints de chaque couple entrent d’une manière symétrique dans la 
relation l)armoni([iic, de meme que dans chacun de leurs deux élé- 
ments^ de sorte que l’on peut changer un point en son conjugué, 
et vice versci, 

. . . , , ae ac 

bi l ou pouvait exprimer que le rapport anharmoniquc “y* rç 

des deux couples de points u, cl et e, /'est égal à X par une rela- 
tion entre X et les ([uatre éléments des deux couples de points, 
cette relation n’indiquerait pas dans quel ordre on devrait prendre 
les deux points n^ a\ non plus que les deux e,/’, de sorte (juc l’on 
ne saurait pas si le rapport an harmonique est 

ee (le af cl f 

ou 

a J a J ae a e 

§ III. - - Autres éléments par lesquels on peut déterminer 
deux points imaginaires. 

99. On sait construire le point conjugué harmonique f d’un 
point donné e par rapport à deux points réels ou imaginaires u, 
rt' (96). Ce point, qu’on appelle aussi le centre des moyennes 
harmoniques des deux ri, cd par rapport au point donné (66), est 
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toujours réel, de même que le point milieu des deux points a, a' 
et le produit de leurs distances à une origine commune. De ces 
trois choses, le point milieu des deux points, leur centre des 
moyennes harmoniques par rapport au point donné cl le rec- 
tangle de leurs distances à une origine commune, deux suffisent 
pour déterminer la troisième, et par conséquent pour définir les 
deux points. 

En effet, qu’on représente le produit ma,nia' par l’équa- 
tion ( 7 ) (70) s’écrit 

V -4- me,nïf ma.[me H- w/), 

relation entre les deux éléments et a des deux points a' y réels 
ou imaginaires, et leur centre des moyennes harmoniques f relatif 
au point e. 

iOO. On pourrait donc prendre, pour déterminer le système de 
deux points conjugués susceptibles de devenir imaginaires, d’autres 
éléments que le point milieu el le rectangle, (]uc nous avons choisis 
parce que ce sont les deux éléments qui se présenleiil le plus sou- 
vent dans les spéculations géométriques et qui entrent explicite- 
ment dans l’équation du second degré qui suffit pour représenter 
les deux points. 

En général, on peut prendre toute relation géométrique qui 
conduit à une équation du second degré. Par exemple, a^ant sur 
une droite quatre points fixes A, A', B, B', on déterminera la po- 
sition de deux points «, a' si l’on exprime que le rapport des 
produits des distances de chacun d’eux aux deux couples de points 
A, A' et B, B', respectivement, a une valeur donnée, c’est-à-dire 
que l’on a 

Aa.A'a Aa' .A' a' _ 

" Ba\B' a " * 

Une manière de déterminer deux points, qui se présentera très- 
souvent dans la théorie des sections coniques, sera de les consi- 
dérer comme divisant harmoniquement deux segments à la fois, 
ces segments pouvant être réels ou imaginaires. 

On détermine encore deux points conjugués par le système 
d’une droite et d’un cercle, ou d’une droite et d’une section co- 
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nique, et de diverses autres manières, comme nous le verrons dans 
la suite. 

§ IV. — Du système de deux points imaginaires en rapport harmonique 
avec deux points réels. 

101. La plupart des relations entre deux couples de points en 
rapport harmonique que nous avons démontrées dans l’hypothèse 
de quatre points réels ne sont plus applicables dans le cas où 
deux de ces points sont imaginaires, comme il peut arriver (95), 
c’est-à-dire que ces relations peuvent ne plus avoir de sens expli- 
cite; les segments qui y entrent sont en quelque sorte désagrégés 
et ne représentent que des quantités imaginaires, lesquelles ne sont 
rien par elles-mêmes, considérées isolément; par exemple, la re- 
lation 

ae a' e 

~~ "'7 

n’a pas de sens explicite si a et a' sont imaginaires; celle-ci non 
plus, 

9. T I 

~ r '=■ 1 , > 

ej ta ca 

et beaucoup d’autres. 

Mais, si l’on admet que l’on puisse faire sur les quantités imagi- 
naires les mêmes opérations d’addition, de multiplication, etc., que 
sur les quantités réelles, principe pratiqué en Algèbre, alors on 
déduira de cliacune de ces équations une relation où les deux 
points n, n' u’entreront que par leurs deux éléments, et cette rela- 
tion sera une expression explicite et intelligible du rapport har- 
monique des deux points imaginaires a, a' avec les deux points 
réels Cjf, Par exemple, la seconde équation ci-dessus donnera 

2 ca ea' o.eot. 
tf ta . ta' ta . ca' ’ 

ou 

cf. COL — ea^ea' y 

équation où n’entrent que les deux éléments des deux points ima- 
ginaires, savoir leur point milieu a et le rectangle ea^ed de 
leurs distances au point e. 
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On pourra donc exprimer les dépendances existant entre deux 
points imaginaires et des parties réelles d’une ligure, dépendances 
qui, au fond, ne peuvent contenir que les éléments des deux 
points, par les relations générales qui conviennent au cas de points 
réels et dans lesquelles ces éléments n’apparaissent pas explici- 
tement. Mais alors les segments qui entrent dans ces relations, 
comme dans 

ae a'c 

doivent être considérés comme des symboles, au moyen desquels 
on fait allusion au cas où les points seraient réels, et qui, com- 
binés entre eux, comme dans ce cas spécial, conduisent à des re- 
lations où n’entrent que les éléments des deux points; de sorte 
que la relation symbolique primitive n’est, au fond, qu’une expres- 
sion de cette relation entre des éléments toujours réels. 

Il sera donc permis d’employer ces relations symboliipies, ou, 
en d’autres termes, de raisonner sur des points imaginaires 
comme on le ferait dans le cas analogue où ces points seraient 
réels. 


§ V. - Manière de déterminer simultanément deux droites conjuguées 
passant par un point donné. — Droites imaginaires. 

10^2. On peut déterminer la position de deux droites issues d’un 
p(ÿlnt donné par celle des deux points où ces droites rencontrent 
une droite fixe : et quand ces deux points seront imaginaires, 
on dira que les deux droites sont elles-mêmes imaginaires. 

On peut aussi déterminer les deux droites directcuient parles 
angles qu’elles font avec un axe fixe mené par leur point de con- 
cours. Ces angles seront représentés par leurs tangentes ou cotan- 
gentes, et la position des deux droites sera déterminée quand on 
connaîtra le produit et la somme des cotangentes. Soient oj, w' 
les deux angles, S et P la somme et le produit des deux cotan- 
gentes; celles-ci seront les racines de l’équation du second degré 

COp .r — S COt:r -I- P “ - o, 
ou 

COpJ? — (Cüt&J -h cotw') COt.r cotw.cotw' O. 
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La somme des deux cotangentes fixe la position d’une droite 
qui est la conjuguée harmonique de l’axe fixe par rapport aux 
deux droites cherchées A, A' : car, appelant F cette droite conju- 
guée et E l’axe fixe, on aura 

2 Cot(E,F) r-^cot(E,A) -f-cot(E,A') (87) 
ou 

cot ( E, F ) r_ - cot w -h COto)'. 

On peut donc dire que deux droites sont déterminées simulta- 
nément quand on connaît le produit des cotangentes de leurs in- 
clinaisons sur un axe fixe et la droite conjuguée harmonique de 
cet axe par rapport aux deux droites cherchées. Cette droite et le 
produit dos cotangentes des inclinaisons peuvent être considérés 
comme les éléments propres à la détermination des deux droites. 

Les deux droites, nonobstant la réalité de ces deux éléments, 
peuvent être imaginaires. Ainsi l’on voit ce que nous entendrons 
par droites imaginaires représentées par deux éléments réels, 
comme le sont deux droites réelles. 

Ce que nous avons dit des systèmes de points imaginaires et de 
leurs relations avec d’autres parties réelles d’une figure s’appli- 
(jiiera naturellement aux systèmes de droites imaginaires. 
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CHAPITRE VL 


THÉORIE DE LA DIVISION UOMOGRAPHIQÜE. 


§ I. — Divisions homographiques de deux droites. 

Faisceaux homographiques. 

103. Définitions. — Quand deux droites sont divisées en des 
points qui se correspondent un à un et tellement que le rapport 
anharmonique de quatre points quelconques de rime soit égal au 
rapport anharmonique des quatre points correspondants de raulre, 
nous dirons que ces deux droites sont divisées hoînogrnphiqiæ- 
ment ou bien que leurs points die division forment deux di^nsions 
h omogi 'apli i(ju es . 

Nous verrons qu’il y a beaucoup de manières de former des divi- 
sions hornograpldques . 

Quand deux faisceaux dont les droites se correspondent une à 
une sont tels que quatre droites quelconques du premier aient 
leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites corres- 
pondantes du second, nous dirons que les deux faisceaux sont 
honi ogra pJi i q u es . 

Nous verrons plus tard, en traitant de la théorie générale des 
figures homographiques, la raison et le sens propre de cette ex- 
pression (Chap. XXV). Bornons-nous à dire, pour le moment, 
que cette notion des divisions et des faisceaux homographiques 
nous sera d’un très-utile et très-fréquent usage dans la géométrie 
des figures rectilignes et dans celle des sections coniques. 

104. Construction de deux divisions ou de deux faisceaux ho- 

mographiques. — Une droite L étant divisée en des points «, by 
c, si l’on veut diviser homo graphiquement une seconde 

droite L', on pourra prendre arbitrairement sur celle-ci trois 
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points a', y ^ y pour correspondre, un à un , aux trois points 

Z>, c \ puis on déterminera les points (i', e', . . qui correspon- 
dront aux autres points . de la première droite, par la 

condition que le rapport anharmonique des points a', c' et un 
quatrième d' soit égal à celui des quatre points o, h y c, dy c’est- 
à-dire par une équation telle que 

nh clh ah' ^ (V h' 
ac * de a' c' * de' 

Je dis que les points d\ e', . . . , déterminés ainsi, diviseront la se- 
conde droite lioi no graphiquement par rapport à la première, c’est- 
à-dire que le rapport anharmonique .de quatre points quelconques 
d' y e'y . . . sera égal à celui des quatre points dy Oy ... de la 
première droite. 

En effet, qu’on transporte la droite a'//, de manière à faire 
coïncider le point a* avec le point n, la droite U faisant avec ah 
un angle quelconque; les deux droites hUy ce' concourront en un 
point S, et cliacune des droites dd/ y ee' , ... passera par ce 
point ( 42 ). Il s’ensuit que quatre quelconques des points h y c, 
J, ey fy . . . ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre 
points correspondants a/ y h' y c'y d'y e y f'y , . . ( 14 ) , et, par con- 
séquent, les deux droites sont divisées homograpïnque7?ient. 

Aulrement. On détermine, par hypothèse, les points d' y e' y 
J'y ... par les équations 


ah 

dh 

a'y 

. d'h' 

ac 

de 


il! c' ’ 

ah 

ch 

n'y 

, yy 

ac 

ec 

UC 

c c ^ 


Divisant membre à membre les deux premières, pour éliminer les 
points a et a'y on a 

dh' 

de * ce d'e' * e' c' 

Cette équation prouve que les quatre points hy Cy dy e ont leur 
rapport anharmonique égal à celui des quatre points h' y c'y d'y e'. 

Pareillement, les deux systèmes de quatre points Z>, c, dyj^ et 
y y c'y d'yf oot Icurs rapports anharmonique s égaux. 

Chasles. — Géom. siq>. 


5 
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Ainsi / et /' forment une égalité de rapports anharmoniques 
avec c, d et h\ c', d'j de meme que e et e'. Donc, par ce qui 
vient d’étre démontré à l’égard des points d, e et d\ e', on con- 
clut que c, dj e,/ ont leur rapport anharmonique égal à celui de 
c', d', e',/'. 

Il en est de mémo des deux systèmes o, d, e, g et c', rf', c/ , g'. 
Donc, les deux systèmes d, e/j\ g et d'y eJ y /', g' ont leurs rap- 
ports anharmoniques égaux. 

Pareillement, les deux systèmes dy o, /, h et d'y o', A' ont 
leurs rapports anharmoniques égaux, et l’on en conclut que les 
deux systèmes o,/, gy h et c'y f'y h' ont aussi leurs rapports 
anharmoniques égauux. 

11 est donc prouvé que quatre points quelconques de la première 
droite ont leur rapport anharmonique égal à celui de quatre points 
correspondants sur la seconde droite. 

105. Étant donné un faisceau de droites A, B, G, D, . . . , si l’on 
veut former un second faisceau homographiqiie, on pourra prendre 
arbitrairement trois droites A', B', G' de ce faisceau, pour corres- 
pondre respectivement aux trois A, B, G; puis on déterminera 
une quatrième droite D', correspondant à une droite quelconque D 
du premier faisceau, par la condition que le rapport anharmonique 
des quatre droites A', B', G', D' soit égal à celui des quatre A, B, 
C, D. 

On démontrera directement, par les mêmes raisonnements que 
pour la division homographique de deux droites, que les deux 
faisceaux sont homographiques. On peut aussi dire que, si l’on 
coupe les deux faisceaux par deux transversales, les points d’in- 
tersection formeront sur ces deux droites deux divisions qui, 
d’après ce qui vient d’étre démontré, seront liomographiqucs, d’où 
il suit que les deux faisceaux eux-ménies sont liomographiqucs. 

105. Quand deux divisions sur deux droites sont liomogra- 
phiques à une troisième, elles sont hoinograpliiq ues entre elles. 

En effet, quatre points a", h" y c" y d" de la troisième division 
ont leur rapport anharmonique égal, d’une part, à celui des quatre 
points correspondants a, A, c, d de la première division, et, d’autre 
part, à celui des quatre points correspondants a', U y c' y d ' de la 
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deuxième division. Donc, les deux séries de quatre points a, c, cl 
et a', Z)', c', d* ont leurs rapports anharmoniques égaux, et, par 
conséquent, la première et la seconde division sont liomograplii- 
ques. c. Q. F. D. 

Il suit de là que, si plusieurs divisions prises consécutivement 
sont homographiques deux à deux, deux quelconques de ces divi- 
sions sont homographiques entre elles. 

11 est évident que ce que nous disons des divisions hornogra- 
phiqiies doit s’entendre aussi des faisceaux homographiques. 

Ces propositions auront de nombreuses applications, notam- 
ment dans le Chapitre XV, où nous résoudrons par une Tnôme 
conslruetiori un grand nombre de questions diverses. 


§ II. — Propriétés géométriques de deux droites divisées homographi- 
quement, et de deux faisceaux homographiques. 

107. Quand des droites issues d'un même point rencontrent 
deux droites fixes f/uelconcfues, elles forment sur celles-ci deux 
divisions liomographici ues . 

Soient des droites issues d’un point p {fg- 12 ) et rencontrant 
deux droites fixes SL, SL' en des points a' y Z», Z>', c, c', . . . ; 
ces points divisent les deux droites SL, SL' homographiquement, 
car quatre points quelconques a, c, d de la première droite 
ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points cor- 
rcspondanls de la seconde (14). 

il est clair que le point d’intersection des deux droites SL, 
Siy représente deux points de division homologues coïncidents. 
Nous dirons que ce point est un point commun aux deux divisions. 

108. Réciproquement : Quand deux droites sont divisées homo- 
graphie/ læme/it, SL leur /joint de concours , considéré comme a/j- 
parlenanl à la /jremiérc division^ est lui-même son homologue 
dans la seconde division, les droites qui joindront un à un res- 
pectivement tous les /joints de division homologues concourront 
en un même /joint. 

Gela est évident d’après le théorème (42). 
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109. Quand des rayons issus de deux points fixes se coupent 
deux à deux en des points situés en ligne droite, ces rayons for- 
ment deux faisceaux homo graphiques. 

En effet, soient «, bj c, d [fg- i3) les points d’intersection de 
quatre rayons du premier faisceau par les rayons correspondants, 
un à un respectivement, du second faisceau ; ces quatre points 
étant en ligne droite, leur rapport anharmonique est égal à celui 
des quatre droites issues du point O et à celui des quatre droites 
correspondantes issues du point O' ( 13). Donc, les deux séries de 
quatre droites ont leurs rapports anharmoniques égaux; ce qui 
est le caractère de deux faisceaux homographiques. Donc, etc. 

Il est clair que la droite 00', qui joint les centres des deux 
faisceaux, représente deux droites homologues des deux faisceaux, 
lesquelles sont coïncidentes. Nous dirons que cette droite est un 
rayon commun aux deux faisceaux. 

110. Réciproquement : Quand deux faisceaux homographiques 
sont tellement placés que la droite qui joint leurs centres, étant 
considérée comme appartenant au premier faisceau, soit elle- 
même son homologue dans le second, les autres droites du pre- 
mier faisceau rencontreront respeetwement leurs homologues en 
des points situés en ligne droite. 

Gela résulte immédiatement du théorème (47). 

111. Quand deux droites sont divisées homo graphiquement 

aux points a, b, c, . . • a', b', c', . . . , qui se correspondent un à 



un respectivement, si Von prend sur une droite aa', qui joint deux 
points correspondants, deux points fixes quelconques P, P', les 
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droites Pb, Pc,... rencontreront respectwement les droites 
P' b', P'c', en des points 7 , . . . qui seront en ligne droite. 

En cflTet, ces droites forment deux faisceaux Jiomo graphiques, 
parce que quatre rayons du premier faisceau ont leur rapport 
anharmonique égal à celui des quatre rayons correspondants du 
second. Mais deux rayons correspondants, savoir Pa et P' a', 
coïncident en direction. Donc les autres rayons du premier fais- 
ceau rencontrent respectivement les raj^ons correspondants du 
second en des points situés en ligne droite ( 110 ). 

Observation, — Cette proposition, qui constitue un mode gé- 
néral de description d’une ligne droite par points, donne lieu à 
de nombreux corollaires, tant à raison de l’indétermination de po- 
sition des deux pôles fixes P, P' que parce qu’il y a bien des ma- 
nières différentes de faire des divisions liomographiques sur deux 
droites, comme nous le verrons dans la suite. 

112. Etant donnés deux faisceaux liomographiques , si par le 
point d* intersection de deux rayons homologues on mène deux 
droites transversales fixes qui rencontrent respectivement les 
deux faisceaux en deux séries de points, les droites qui joindront 
les points de rencontre de la première transversale hux points de 
rencontre de la seconde, un à un respectivement, concourront en 
un meme point. 

En effet, ces points formeront deux divisions liomographiques 
dans lesquelles le point de rencontre des deux transversales repré- 
sentera deux points homologues, c’est-à-dire que ce point, consi- 
déré comme appartenant à la première transversale, sera lui-même 
son homologue dans la seconde. 

Donc, d’après le théorème (108), les droites qui joindront 
un à un respectivement les autres points homologues concourront 
en un même point. c. q. f. d. 

Cette proposition, de même que la précédente, donnera lieu à 
beaucoup de corollaires, à cause de l’indétermination de position 
des deux transversales, et des diflerentes manières de former les 
faisceaux liomographiques. 

113. Quand deux droites sont divisées homo graphiquement 
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aux points a, b, c, . . . et a', b', c', . . . , qui se correspondent un 
à un respectivement, deux droites telles que ab' et ba', qui 'vont 
de deux points quelconques de la première aux deux points cor- 
respondants de la seconde, pris inversement, se rencontrent tou- 
jours sur une meme droite fixe. 

Désignons par la double lettre AlV le point d’intersection des 
deux droites L, \J {/ig- i4)î lettre A appartiendra à la pre- 
mière droite, et la lettre B' à la seconde. Soit A', sur celle-ci, le 
point correspondant au point A de la première, et B, sur cette 
première, le point correspondant au point B' de la seconde. Cela 
posé, nous allons démontrer que le point d’intersection de deux 
droites telles que ab' et a! b se trouvera sur la droite fixe A'B. 

En efl'et, les quatre points a\ Z)', A', B' de la seconde droite 
correspondent, dans les deux divisions homograpbiques , aux 
quatre points Z>, A, B de la première droite, c’est-à-dire que les 
quatre premiers points ont leur rapport anharmonique égal à celui 
des quatre autres; donc les quatre droites aa'^ ab' ^ ah!, alV is- 
sues du point a ont leur rapport anharmonique égal à ( clui des 
quatre droites a' a, a' b, a' A, a'B issues du point a'. Ces deux 
faisceaux de quatre droites ont deux rayons homologues coïnci- 
dents suivant an'. Donc les trois autres rayons du premier fais- 
ceau rencontrent, un à un respectivement, les trois autres rayons 
du second faisceau en trois points situés en ligne droite (110) ; ces 
trois points sont 771 , point d’intersection des deux droites ab' et 
a' b, A' et B. Ainsi, le point m est situé sur la droite fixe A'B ; ce 
qu’il fallait prouver. Donc, etc. 

114. Corollaire I. — Le point d’intersection p des deux droites 
ac', a' c et le point d’intersection 7i des deux droites bc', b'c se 
trouvent donc sur la meme droite. Or les trois points a', b', c', qui 
correspondent un à un aux trois a, b, c, peuvent être pris tout à 
fait arbitrairement. De là résulte donc ce théorème : 

Eta7it pris sur deux droites L, U deux sériés de trois pomts 
quelconques a, b, e et a', b^, d qui se co7xespondent U7i à un, les 
trois points de croisement des diagonales ab' et dh, ac' et de, bc' et 
b'c sont en ligne droite. 
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Voici une démonstration directe, fort simple, de ce théorème 
particulier. 

Les quatre droites issues du point aa\ a//, ac' et ac i5) 
ont leur rapport anliarmonique égal à celui des quatre droites is- 
sues du point c, crt', c//, cc' et ca^ parce que ces droites se ren- 
contrent deux à deux en quatre points situés en ligne droite. Il 
s’ensuit que les intersections des quatre premières droites par la 
transversale ha' et les intersections des quatre autres parla trans- 
versale hc' forment deux séries de quatre points a' ^ m, x, h ai y, 
/Z, c', h ayant le même rapport anliarmonique. Or h est connniin 
aux deux séries; donc les trois droites ci' y y nin et xc' ou a' c, miiy 
c' a concourent en un meme point (42), c’est-à-dire que le point 
de concours p des deux droites ac' et a'c se trouve sur la droite 

ItlJl. c. Q. F. D. 

Remarque, — La figure représente un hexagone in- 

scrit aux deux droites L, L', et le théorème exprime que les trois 
points de concours des cotés opposés de V hexagone sont en ligne 
droite. 


H 5. Corollaire IL — Quand les points de division c, . . . , 
a' , y y c\ . . . , sur les deux droites L, L' {fg. iS), sont déterminés 
par des transversales issues d’un même point p, il est évident que 
la droite m/iy lieu des points de rencontre des diagonales des qua- 
drilatères tels que aa'h'hy hh' de, . . ., passe par le point de con- 
cours des deux droites. 

Ajoutons que la droite mn coupe les transversales paa', /shb', ... 
en des points a, ê, . . . , qui sont les conjugués harmoniques du 
point P sur les segments aa', bb', . . . , c’est-à-dire que Ton a 

P n a a 

7 — 7 ^ • • • • 

P a « a 

En effet, les quatre points p, h, 6, h' ont leur rapport anhar- 
mqnique égal d’une part à celui des quatre p, a, a, a', parce que 
les trois droites ha^ h' a' concourent en un meme point, et 
d’autre part à celui des quatre points p, aj a, parce que les 
trois droites ha' y 6a, h' a passent par le meme point m. Donc les 
quatre points p, a, a, a' ont leur rapport anliarmonique égal à 
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celui des quatre p, a, a, et l’on a 

pa ^ a'a pa' ^ aa' 

pv. * a' OL pv. * «a 

OU, parce que a — an', 

pa aa 

P a’ * aa' 

Donc les deux points p, a sont conjugués harmoniques par rapport 
aux deux a, a', c. q. f. d. 

H 6 . Etant donnés deux jaisceaiix homo graphiques, si Von 
prend dans le premier deux rajons quelconques A, B et dans le 
second les deux rajons homologues A', B', la droite qui joindra 
le point d'intersection des deux rajons non homologues A, B' au 
point d'intersection des deux autres B, A! passera toujours par 
un même point fixe. 

Soient X le point d’intersection des deux rayons A, IV [fig- 17 ) 
cl J le point d’intersection des deux B, A'. Il s’agit de prouver que 
la droite xj passe toujours par un meme point. Prenons le rayon 
OÛ qui, dans le premier faisceau, correspond à la droite O'O du 
second faisceau, et le rayon O' fl qui correspond, dans le second 
faisceau, à la droite 00' du premier. Le point de concours de 
ces deux droites est le point fixe par lequel passe la droite xy. 

En effet, les quatre rayons du premier faisceau OA, OB, 
00 ', Oü ont leur rapport anharmonique égala celui de leurs ho- 
mologues O' A', O' B', O'O, O'O. Coupons les quatre premiers par 
le rayon O' A' et les quatre autres par le rayon OA ; on aura deux 
séries de quatre points a, j^ O', o) et a, x, (*)', O, dont les rap- 
ports anharmoniques seront égaux. Or, dans ces deux séries, le 
point OL est commun. Donc les trois droites jx, O'o)', wO, qui 
joignent les trois autres points de la première série à leurs homo- 
logues, concourent en un meme point. Or le point d’intersection 
des deux droites Oo), O'w' est le point D. Donc la droite xj passe 
par ce point; donc, etc. 

117. Corollaire. — Dans les deux faisceaux, trois droites du 
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second peuvent être prises arbitrairement pour correspondre à 
trois droites du premier; de sorte que l’on a, comme corollaire du 
théorème général, celui-ci : 


Quand trois angles A, B, C {fig- i 8 ) sous-tendent une même 
corde 00 ', pris deux à deux y ils en sous-lendent une seconde, et 
les trois cordes ainsi déterminées concourent en un même point. 

Cette proposition, indépendante de la notion des faisceaux ho- 
mograpliiqiies, peut se démontrer directement d’une manière fort 
simple. 

Soient mm' y nn! et pp' les trois cordes sous-tendues par les trois 
angles pris deux à deux. Les quatre droites issues du point O', 
O'A, O'B, O'G ctO'O, sont coupées parles deux droites OA, OC 
en deux séries de quatre points A, m'y n', O et iiy p'y C, O qui ont 
leurs rapports anliarmoniques égaux (14), et les droites menées 
des deux points niy p (intersections de OB par O'A et O'C) à 
ces deux séries de points respectivement forment deux faisceaux 
qui ont leurs rapports anliarmoniques égaux (i3). Les rayons de 
ces deux faisceaux sont niKy mm' y jnn'y mO et piiy pp'y /iC, pO, 
Or les deux rayons mO et pO sont coïncidents; donc les trois 
premiers du premier faisceau rencontrent respectivement leurs 
homologues du second faisceau en trois points situés en ligne 
droite ( 110 ), c'est-à-dire que la droite nril passe par le point de 
concours des deux mm' y pp. c. q. f. d. 


§ III. — Construction d’un quatrième point ou d’un quatrième rayon 
dans deux systèmes de quatre points ou deux faisceaux de quatre 
droites dont les rapports anharmoniques sont égaux. 

118. Tl 'ouver, dans deux séries de quatre points qui ont leurs 
rapports anliarmoniques égaux, Vun de ces points, quand les 
autres sont donnés. 

Soient Uy hy c, d [Jig^ 19 ) les quatre premiers points, et sur une 
seconde droite, a! y Z>', d les trois points qui correspondent un à 
unaux trois Z>, c. On veut déterminer le quatrième points/' cor- 
respondant au quatrième d, c’est-à-dire le point satisfaisant à une 
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relation telle que 

cVn^ ^ da ^ ra 

d h' ’ c b' db ' cb 

Pl'emiere maniera. — On mènera par le point a une droite indé- 
finie dans une direction quelconque, et Ton prendra sur cette 
droite les segments «ê, ay égaux respectivement à «V. On 
mènera les deux droites puis, par leur point de concours O, 

ia droite Od qui rencontrera la droite auxiliaire en un point 
Enfin, on prendra sur la droite a!U le segment «J, et le 

point cherché d' sera déterminé. 

Celte construction s’applique au cas oii les points a', Z>', d sont 
donnés sur la meme droite que < 7 , Z>, c, d. 

Deuxième manière. — On mènera {fig> 20 ) les droites aU , ad, 
lesquelles rencontreront respectivement les deux a' b , cd c en 
deux points m, n. Les deux droites a'd et ad' se croiseront sur la 
droite mn (113). Par conséquent, la droite ad' se trouve déter- 
minée et fait connaître le point c/'. 

yVoisième manière. — On prendra sur la droite aa' [ 5ii) 
deux points quelconques P, P', et l’on mènera les droites PZ>, Pc et 
P'Z>', P'c'; les deux premières rencontreront respectivement les 
deux autres en deux points m, /^, et les deux droites Vd, V'd' de- 
vront SC croiser sur la droite mn (111). La droite V'd' sera ainsi 
déterminée. 

On simplifie la construction en prenant pour P et P' [fig- 2 P.) 
les points d’intersection de aa' par hh' et cd , car alors c’est sur 
la droite ch' que se coupent deux droites correspondantes Pc/, 
V'd'. 

Ces diverses constructions permettent de supposer que l’un des 
points donnés sur chaque droite soit situé à l’infini. 

119. Déterminer dans deux faisceaux de quatre droites cor- 
respondantes une à une respectivement , qui ont leurs rapports 
anharmoniques égaux, le quatrième rayon du second faisceau, 
quand les autres sont connus. 


Soient OA, OB, OC, OD {fg. 23) les quatre rayons du pre- 
mier faisceau, et O' A', O'B', O' G' les trois rayons du second fais- 
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ceau correspondant aux trois OA, OB, OG du premier ; il faut 
déterminer le quatrième rayon O'D'. 

Première manière. — On supposera qu’on ait déplacé le second 
faisceau en amenant son centre O' en un point O du rayon OA du 
premier faisceau et en faisant coïncider en direction son rayon 
O' A' avec OA, c’est-à-dire que par un point il du rayon OA on 
mènera deux droites OS, Oy faisant avec 00 des angles égaux 
respectivement aux deux angles B' O' A', C'O'A', puis enjoindra 
par une droite L les points où ces deux droites rencontreront res- 
pectivement les deux rayons OB, OG. Par le point d’intersection 
d de cette droite L et du rayon OD on mènera la droite Od, la- 
quelle fera avec O O un angle égal à l’angle que le rayon cherché 
O'D' du second faisceau fait avec O' A'. Ge rayon est donc déter- 
miné. 

Gettc construction s’applique au cas où les deux faisceaux au- 
raient le meme centre O. 

Deuxième manière, — Qu’on prenne les points d’intei'section 
des rayons OA,OB [fig- 24 ) parles deux O'B', O'A'respectivement, 
et qu’on les joigne par une droite Tj ; puis qu’on détermine de meme 
la droite L' qui joindra les points d’intersection des deux rayons 
OB, OG par les deux O' G', O'B' respectivement; qu’on prenne 
le point de concours des deux droites L, L', et qu’on le joigne par 
une droite au point d’intersection des deux l’ayons OD, O'A'; cette 
droite passera par le point de concours des deux droites OA, 
O'D' (116) : cette dernière O'D' se trouve donc ainsi déter- 
minée. 

Troisième manière. — Par le point a, intersection des deux 
rayons homologues OA, O'A! [Ji g, 25), on mènera deux transver- 
sales quelconques, dont l’ime rencontrera les trois rayons OB, OG, 
OD en trois points bj c, d, et l’autre les trois rayons O'B', O' G', O'D' 
en trois points Z>', e', d' . Les trois droites bU, ce', c/c/' concourront 
en un meme point (112). Donc, par le point d’intersection P des 
deux premières, qui sont connues, on mènera la droite Pc/, qui dé- 
termine le point c/', et par conséquent le rayon cherché O'D'. 

Les deux transversales menées par le point a sont arbitraires. 

On simplifie la construction en prenant pour ces deux droites 
{Jig» 26 ) les deux et ocy issues du point a et passant respecti- 
vement par le point de concours des deux rayons OB, O'B' et le 
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point de concours des deux rayons OC, O'C'. En effet, le point P 
se trouve à Tintersectlon des deux rayons O'B' et OC. On joindra 
donc ce point au point d où le rayon OD rencontre a|3; la droite 
Pd rencontréra la droite ay en un point d'y par où passera le rayon 
O'D'. 
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CHAPITRE VIL 

DIFFÉRENTES MANIÈRES d’eXPRIMER LA DIVISION HOMOGRAPHIQUE DE DEUX 
DROITES OU l’homographie DE DEUX FAISCEAUX. 


§ I. — Division homo graphique de deux droites. 

I. — Equations a deux termes, 

120. Soient <7, c trois points de la première droite, a', //, e' 
les trois points correspondants de la seconde; un quatrième 
point m de la première droite étant pris arbitrairement, on dé- 
termine son homologue nd , sur la seconde droite, par la relation 

am ne a' m! a' r* 

^ ' b ni * bc W ml ' b' c' 

-r , . (te a' il . , ^ , 

L expression ^st une quantité constante a; on a donc 

am a' ni 

Ainsi : Quand deux droites sont divisées Jiomographiquement, 
le rapport des distances d' un point quelconque de la première à 
deux points fixes de cette droite est au rapport des distances du 
point homologue de la seconde aux deux points fixes homologues 
dans une raison constante. 

121. Réciproquement : Quand deux points variables m, m' di- 
visent deux droites ah, a'b' e/z segments dont les rapports 

sont entre eux dans une raison constante, ces deux points 
b m ' 

forment sur les deux droites deux divisions homo graphiques. 
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En effet, que c, c' soient un système particulier des deux points 
m, m'y on aura les deux équations 


d’où 


oin 

bni 


a' tti 


et 


ac r' 


am ne ni' c' 
Uni * hc b' ni' * h' c' ^ 


équation qui prouve que les deux points m, in' marquent deux di- 
visions homograpliiqucs (iOi). 


122. On peut donner à la constante X une expression géomé- 
trique très-simple. Supposons que le point ni! soit à l’infini, et 
soit I la position correspondante du point in sur la première droite ; 
on aura 

(t ni n\ 


Pareillement, en appelant J' le point de la seconde division qui cor- 

b' \ ^ 

respond au point de la première situé à l’infini, on a = X. 

On vérifie aisément l’égalité de ees deux expressions de X, savoir 

nl_ b']' 
bi n' y ^ 


car, en désignant par co et oo' les points situés à rinfini sur les 
deux droites, on peut écrire 

ni f'/x n':/:>' n'.)' 


équation vraie, car elle exprime que les deux séries de quatre 
points ciy Z>, I ctoo sur la première droite et a', Z>', co' et J' sur 
la seconde ont leurs rapports anharmoniques égaux. 

Dans l’expression X ~ I est le point de la première division 


qui correspond au point situé à l’infini dans la seconde ; consé- 
quemment c’est un point fixe, indépendant des deux points Uy h. 
Il s’ensuit que, l’un de ces deux points étant pris arbitraircmenl, 
on peut choisir le second de manière que la constante X ait telle 
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valeur positive ou négative que l’on voudra. On peut même de- 
mander que X soit égal à — i : il suffira de prendre les points a 
et b de part et d’autre et à égale distance du point 1. 

123. Que l’on prenne sur la première droite les points a, 

I, 00 , auxquels correspondent sur la seconde droite les points 
m! ^ GO , J', l’équation (i) devient 

am m<:c «'m' ^ V ni' 

al * loo a' 00 * J'ûC ’ 


. , , , /;^co .T GO f 1 • ^ 

qui, a raison de -r — =-• i et — = i, se réduit a 
^ loD 00 


(3) 


am a'm' 
al y m' 


124. Cas particulier de la dùnsion homographique de deux 
droites, — Il est une valeur, et une seule, que ne peut avoir la 
constante X, ou plutôt qu’elle n’a que dans un cas particulier de 

la division homograpliiquc : c’est 4- i . Alors le rapport ^ = -f- x 

exige que le point l soit à rinfiiii. Ainsi, le point situé à l’infini 
sur la première droite a pour homologue, sur la seconde, le point 
de celle-ci situé à l’infini. 

L’équation qui exprime ce cas de la division homographique d(î 
deux droites est 

ani a' ni' 
b ni b'ni'^ 


et les deux droites sont divisées en parties proportionnelles ou 
semhlahleuient ; car cette équation donne 


ou 


ani — bni 


a m am 

:i' ni' — i) ni'^ a b 


a ni 
' a' b' 


am ab 


= Const. ; 


ce qui prouve que les deux droites sont divisées en parties propor- 
tionnelles. 
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On peut donc dire que : Deux droites divisées en parties pro- 
portionnelles sont divisées homo graphiquement ^ avec cette cir- 
constance particulière que les points à V infini sur les deux droites 
sont deux points de division homologues. 

Réciproquement : Quand les points à V infini dans deux divi- 
sions homo graphiques sur deux droites sont deux points homo- 
logues, les droites sont divisées en parties proportiojinelles . 

En effet, si les deux points homologues m, nd sont tous les deux 
à l’infini, les deux rapports ^ et dans l’équation 


uni 
b ni 


a' m' 


( 120 ), 


deviennent tous deux à la fois égaux à l’unité, et dès lors la con- 
stante X est égale à --i- i. Donc, etc. 

Il suit de là que, quand on a deux droites divisées lioniograplii- 
quement d’une manière générale, on peut en faire la perspective 
de manière à avoir deux droites divisées en parties proportion- 
nelles. Il suffit que deux points de division homologues sur les 
deux droites passent ensemble à l’infini dans la perspective. 


125. Discussion do V équation ( 2 ). — Cette équation, qui con- 
tient quatre segments, se réduira à trois ou à deux si l’on prend 
un ou deux des points fixes à l’infini, car, pour chaque point 
pris à l’infini, le segment compté de ce point devient infini et dis- 
paraît de l’équation, parce que la constante renferme un autre 
facteur infini qui forme avec le premier un rapport égal à l’unité. 

Ainsi, supposons que le point h soit à l’infini; je dis que l’équa- 
tion devient 

.\ a ni' 

( 4 ) = 

car l’équation primitive est 

ani jic a! ni' ne' 
hni ' bc b' ni' * h'v' 

OU 

a' m' hm f n'c' \ 
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le point h étant à l’infini, le rapport est égal à l’unité, et il 
reste 

a'm’ 

arn = — — r X const., 

O m 


ou, en désignant par J' le point de la seconde division qui corres- 
pond au point situé à l’infini dans la première. 


( 4 ') 


arn . V rn' 
a' tu' 


const. 


i26. Pareillçment, si le point a' de la seconde droite est pris à 
l’infini, le segment (i ni^ disparaît comme infini, parce que la 
constante contient, en dénominateur, a'c' qui, étant aussi infini, 

rend le rapport égal à l’unité ; l’équation devient donc 

~ TT—, * 

b m 

Désignons par I le point a de la première droite, qui correspond 
à l’infini de Ja seconde; l’équation sera 

( 5 ) \rn,Vtn' = 

Ainsi : Quand deux droites sont divisées homo graphiquement, 
si Von prend sur chacune le point qui correspond à V infini de 
Vautre, les distances de deux points homologues quelconques 
aux deux pomts ainsi déterminés auront leur produit constant. 


127. Réciproquement: Quand, à partir de deux points fixes 
sur deux droites, on prend deux points tels, que le produit de 
leurs distances aux deux points fixes, respectivement, soit con- 
stant, ces deux points diviseront les deux droites homographi- 
quement. 

En effet, soient I, J' les deux points fixes, et m, m' deux points 
pris sur les deux droites, respectivement, de manière que l’on ait 
Im.J' 7 n'=X. Soient a, a' deux positions correspondantes des 
deux points m, né, de sorte que la. J'a'= X. Ces deux équations 
Chasles. — Géom. sup. 6 
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donnent 

Im ^ Vm^ 

JW ' 

Désignons par u et p' les points situés à rinfîni sur les deux 
droites ; on peut écrire 

Im ^ um i>^m' ^ J'm' 

\a' ua v'a* * J'a' 

Donc les deux séries de quatre points < 2 , I, w, m et a', J', m', 

qui se correspondent un à un, ont leurs rapports anharmoniques 
égaux. Donc, les trois premiers I, u et leurs correspondants 
a\ J' restant fixes, les deux autres m, m' divisent homographi- 
quement les deux droites (104). c. q. f. d. 

128. Observation relative aux signes et — . — Quand on 
exprime la division homographique de deux droites par l’équation 

am ^ a'm' 

bm O'ni' ^ 

il n’est pas absolument nécessaire de convenir du sens dans lequel 

les segments seront regardés eomme positijs ou négatifs, parce 

, am a! né . • i / 1 i 

que chaque rapport — et 7 a un signe -f- ou — indépendant de 

celte convention, comme nous l’avons dit ( 8 ). La position du point 
m, relativement au segment ahj suffit pour déterminer, d’une 

manière absolue, le signe du rapport et ce signe détermine 

celui du rapport et, par suite, la position du point m', lequel 

se trouve sur le segment a'V ou au dehors, selon que le signe du 

rapport ^ 7 ^; est — ou -f-. De sorte que l’on construit la division de 

la seconde droite sans aucune ambiguïté. 

Mais il n’en sera plus de même si l’on prend l’équation 

. a'm! 
am — A ~ — • 
b m 

11 faut nécessairement alors convenir du sens dans lequel le seg- 
ment am sera regardé comme positif ou négatif» 



DIVISION HOMOGRAPHIQUE. 


83 


De même, si l’on exprime les divisions homographiques par 
réquation 


am — r 


\ 




1 


il faudra convenir aussi du sens dans lequel on comptera les seg- 
ments y m! positifs. 


n. — Équation h trois termes. 

129. On peut exprimer l’égalité des rapports anharmoniques de 
deux systèmes des quatre points a, c, m et a', c', m' par 

l’équation à trois termes 

am ^ ac dm' ^ c'a' / K/i \ 

OU, en faisant ™ ~ X et = u, 
ac c'a ‘ 


( 6 ) 


am cm' 

\ = 1 1 . 

om 0 m 


Ainsi, étant pris sur une première droite deux points fixes «, 
et sur une seconde droite deux points fixes c', U dont le premier 
est arbitraire, mais dont le second est l’homologue du point b de 
la première droite, cette équation exprimera la division homogra- 
phique des deux droites. 

Cette équation à trois termes nous sera d’un grand usage. 

Les trois points a, cf étant pris arbitrairement, on peut en 
supposer un à l’infini sur chaque droite ; les facteurs qui devien- 
dront infinis disparaîtront de l’équation, parce qu’il se trouvera 
dans les constantes d’autres facteurs infinis qui donneront lieu à 
des rapports égaux à l’unité, comme dans l’équation à deux termes. 
L’équation (6) prend alors différentes formes : 

Quand a est à l’infini, elle devient 


(7) 


y. dm' 

bm~^ ^ b'm! 




quand h* se trouve à l’infini, auquel cas le point h est en I, l’équa- 

6 . 
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( 8 ) 


ttffC , 

A ; [- U, c m' " I ; 


quand a et b' sont ensemble à l’infini, 


(9) 


h ft . c'rn =: I ; 

Im 


enfin, quand a et c' sont à l’infini. 


(lo) 




b'm‘ 


1 . 


Chacune de ces équations exprime la division liomographique 
générale de deux droites. 


130. Dans la dernière, les coefficients A, (x ont des expressions 
géométriques très-simples. En effet, supposons que le point /n' 
soit à l’infini, et soit I le point correspondant sur la |)remière 

droite; l’équation devient i. Soit, de même, J' le point de la 

seconde droite qui correspond à l’infini de la première ; on a 

I, et l’équation devient 

hl i/y 

■ h 77— -, ~ I . 

brn b'nv 

Cette équation exprime donc la division homographique de deux 
droites, sur lesquelles I est le point de la première qui correspond 
à l’infini de la seconde, J' le point de la seconde qui corres- 
pond à l’infini de la première, et b’ deux points homologues 
quelconques. 

Ainsi, a et a' étant deux autres points homologues, on aura les 
deux relations 

n b'r __ 

ba b’ a ^ 

et 

al a' y __ 

am ' ' 


a! ni 
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De sorte que deux de ces trois équations comportent l’autre ( * ). 

131. Cas particulier. — Dans le cas particulier où les deux 
droites sont divisées en parties proportionnelles, les deux points 
à l’infini sont deux points correspondants (124). On peut donc 
les prendre pour les deux points b et b' j et alors l’équation (6) 
devient 

(il) l.am yi.c'm' — l. 

Ainsi cette équation exprime que deux droites sont divisées en 
parties proportionnelles. 

Les deux constantes 1 cl p ont des expressions géométriques 
très-simples. Que le point m coïncide avec le point a, le point 

deviendra a'; de sorte qu’on a p.(/a'=^ i, d’où p=z — *-• Pareil- 
lement, c étant dans la première division l’homologue du point c'de 
la seconde, on a i * L’équation devient 

am c' ni’ 
ac c'a’ 


On vérifie aisément que cette équation se ramène aux deux formes 

am a'm' am ac 

cm c’ m' a'm’ a’c’ 


trouvées précédemment (124). En effet, qu’on y fasse 
c’ m' = a'm' — a’c' , 

elle devient 

am a’m’ am a’m' 

^ _ —O, ou — . 

ac ca ac ac 


(*) En Algèbre, on peut dire que les deux équations 

b — m b' — m’ ’ b — a (?' — 

comportent celle-ci : 
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Que dans celle-ci on fasse 


ac = am — cm, a! c' — a'm' — c'm', 


elle devient 


am a m am a m 

am — cm a' m ' — c'm' cm c'm' 


132. On conçoit bien que Tobservation précédente (128) sur la 
néeessité d’indiiîjuer le sens dans lequel on eomptera les segments 
positifs ou négatifs s’applique nécessairement aux équations (7, 8, 
9 et 10). 

133. La formule (10) conduit naturellement à une propriété in- 
téressante de deux divisions homographiques , savoir, que l’on 
peut toujours prendre, à partir d'un point donné de la première 
division, deux segments qui soient égaux respectivement à leurs 
homologues dans la seconde division, mais l'un avec le même 
signe et l'autre avec un signe contraire. 

En effet, les deux divisions s’expriment par l’équation 



am a' m' 


Si l’on veut que le segment am soit égal à son homologue a^m! et 
de même signe, le point m sera déterminé par l’équation 

am m > H- 

et, si l’on demande un segment aM égal à son homologue a!W et 
de signe contraire, on aura 

fl M = > — |x. 

Mettant à la place des constantes X et |:ji leurs expressions géomé- 
triques (130), on a 

am — a\ -i- a' V , 
aUz=:al-a'r, 

134. Application. — Si autour d’un point p [fig- 27) on fait 
tourner une transversale qui rencontre deux droites fixes SA, 
SA' en m et m!, ces deux points marqueront deux divisions homo- 
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graphiques ; les parallèles aux deux droites menées par le point p 
déterminent les deux points I et J', et l’on exprime l’homographie 
par la relation 


SI SJ' 
S/w Sm' 


(130). 


Supposons que les segments Sm, Sm^ soient comptés positive- 
ment vers A et A', et négativement sur le prolongement des deux 
droites au delà du point S. 

Si l’on demande que = S/^^\, on aura 

S/Wi SI -4- SJ'. 


Dans la figure, SI est positif et SJ' négatif; il faudra donc prendre, 
de I vers S, Imi = SJ', et le point sera déterminé. 

Si l’on demande que SM=: — SM', on aura 

SM “SI — SJ'. 


SJ' est négatif par lui-même dans la figure ; donc la valeur numé- 
rique de SM est (Sl-l-SJ'). On prendra donc, à partir de I dans 
le sens positif, IM“ SJ', et le segment SM sera déterminé. 

135. Si l’on demande de mener par un point p pris sur la base 
d’un triangle SAA' {/Ig» 28 ) la droite pmni! ^ qui retranche deux 
segments A/zz, A'm' égaux, soit avec le même signe, soit avec des 
signes différents, la solution sera la même; on aura, pour une 
transversale quelconque, 

Km k'm' 

et, pour Km — ± hlni, 

Am ~ AI zh A' J', 

Pour construire ces expressions de Azzz, il faut connaître le sens 
dans lequel se comptent les segments positifs sur les deux droites 
SA, SA'. 

Si l’on demandait que les deux segments A/rz, A'zzz' fussent entre 
eux dans un rapport donné, que l’on eût A 7 rz=: ±: X. A'm', A/zz se 
déterminerait par l’expression 


Am = AI±:>.A'J'. 
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Mais ces questions ne sont que des cas particuliers du problème 
de la Section de 7'aison d’Apollonius, dont nous donnerons une 
solution générale (Cliap. XIV). Nous nous sommes proposé seu- 
lement ici de démontrer la propriété de deux divisions homogra- 
phiques exprimée par le théorème (133), et de donner un exemple 
de l’usage des signes -r et — dans les applications de cette théorie. 


III. — Autres équations à trois termes. 

136. On peut exprimer deux divisions homographiques par 
l’équation 

am . , , hm . cm , , , 

—, ; OC. a' TT -h 7 ca.b TZ H ; ah .C t: o, 

a m b ni c m 


dans laquelle «, c sont trois points fixes de la première divi- 
sion, a', h\ c' les trois points homologues et tt' un point fixe pris 
arbitrairement dans la seconde division (52), ou bien, en prenant 
le point tt' à l’infini, par l’équation 


IV. — Équation à quatre termes. 


137. Soient a un point fixe de la première droite, U un point fixe 
quelconque de la seconde, et m, ml deux points correspondants 
quelconques des deux droites; on aura entre les deux segments 
am, b'm' la relation constante 

( I ) am . b'm' -h X . am pt . b'm' -f v ” o, 

ly [Ày V étant des coefficients constants. 

Pour démontrer l’équation, considérons sur la seconde droite 
le point a' correspondant au point a de la première, et sur celle-ci 
le point b correspondant à b' de la seconde ; on a 


(“) 


am a'm' 

'bin~'^ Vil? 


(120), 


ou 


am. b' m ! — h .hm . a' m! z=z o. 
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Nous voulons ne conserver que les segments am, rempla- 

çons donc hm et dm par leurs expressions 


(e) 

bm “ am — aby 

a’m! — dm' — dak\ 

il vient 

ou 

am . dm' — k [am - 

— ab)[ dm' — da')y 


am ,h'm! [ \ — A- ) -f- . h' a’ , am -h h ,ab ,b' rn' — A, ah. b' a' — o ( * ) , 


ou 

am , b ' m' -\- 'k.am iL.b' m' V ~ O, c. q. f. d. 

Il est clair que dans cette équation, de meme que dans plusieurs 
des préeédentes (128, 132), les segments /7m, b'm^ ont nécessaire- 
ment des signes. Cela résulte d’ailleurs de la démonstration meme, 
car, s’il n’est pas indispensable de donner des signes aux segments 
dans l’équation (a), il n’en est pas de meme dans les relations (ê) : 
les segments y ont nécessairement des signes (2) ; par conséquent, 
ils en ont aussi nécessairement dans l’équation que nous avons 
déduite de celles-là. 

138. Soient sur les deux droites les points I et J', dont le premier 
correspond à l’infini de la seconde et le second à l’infini de la 
première ; on aura 


Iw. J'm' — const. (126). 


Or 





lm~ am — al et 

J'm' = 

- dm — dV 

donc 





[am — «I ) [dm' 

-ft'J') 

“ const., 


am . dm' — am . b' J' 

— b'm' 

.«I rzi const. 


c. Q, F. D. 


On peut, à la place de la constante ky introduire deux points homologues f, 
c'; on aura 


k 


ca ^ c a 
cb ’ c' b' 


et l'équation exprimera deux divisions homographiques déterminées par trois couples 
de points homologues a, a' ; b' et <?, c\ 
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139. Pour déterminer Texpression géométrique de la constante, 
supposons que le point m coïncide avec a, et soit a! la position 
correspondante du point m'; on aura 

— b'a\a \ — const.; 

ou bien, en supposant que m' coïncide avec U et m avec b, 

— ab.b'V — const. 

L’équation devient donc 

am . b'm' — am . b * — b' m' .a \ -h al. b' a' = o, 

ou, indifféremment, 

orn . b'rn' — om .b'V — h'm' .a \ b'V .ab = o. 


140. Réciproquement : Si l'on prend sur deux droites, à partir 
de deux points fixes a, b', deux segments am, b'm' ayant entre 
eux la relation constante 


am . b'rn' -f- \ , am + fx . b'm' -f- v = o, 


les deux points m, m! formeront deux divisions homo graphiques. 


En effet, supposons le point m à l’infini, et soit J' la position 
correspondante du point m', l’équation, divisée param = oo , se ré- 
duit à 

d’où 


— b' y. 


Pareillement, en supposant que le point m^ soit à l’infini et en ap- 
pelant I le point m qui lui correspond sur la première droite, on 
trouve 

[L— — a\. 

L’équation proposée devient donc 

am . b'rn' — b' y . am — al. b' ni' -f- v = o, 
ou 

[am — al) ( b'rn' — J') — al. b' y -4- v — o. 

Or 

am — al=:lm et b'rn' — 



donc 
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lm,Vm*=al,b’r ~v. 

Le second membre est constant. Donc les deux points m, ///mar- 
quent deux divisions homographiques (126). 

141. Nous avons trouvé les expressions géométriques des trois 
coefficients A, v, en partant de l’équation I/7/.JW= const. (138), 
mais on les détermine aussi directement. Soit I le point de la pre- 
mière droite qui correspond à l’infini de la seconde; on aura, en 
faisant dans l’équation infini, 

O, 

et pareillement "k — — W', J' étant le point de la seconde droite 
qui correspond à l’infini de la première. L’équation devient donc 

am . b'm' — b' J' . am — al, b' ni v o. 

Quant à la constante v, nous avons vu (139) comment on trouve 
ses deux expressions a\*h'a! et UV »ah, de sorte que l’équation 
devient 

am,b' — h'V ,am — al . b'm' -h- al, b' a' (ou b'V ,ab)— o. 

Il est facile de vérifier l’égalité des deux valeurs de v et d’en voir 

l’origine; car l’équation al. a' = J'. a ^ s’écrit ^ > et 

sous cette forme elle exprime que le rapport anharmonique des 
quatre points a, I, oo est égal à celui des quatre points corres- 
pondants a', //, 00 , J'. 


V. — Autre équation à quatre termes, 

142. Soient c, c' deux points homologues des deux divisions; 
Vhomographie des deux divisions s* expr ime par V équation 

(a) am , b' né -f- X . rw 4- p . dm! — ac . b'd = o. 

En effet, qu’on mette c et c/ à la place de m et rré dans l’équa- 
tion ( I ) , et qu’on retranche l’équation qu’on obtient de cette 
équation (i), on arrive à l’équation ( 2 ). 
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Remplaçant les eoeflîeients ^ et f/. par leurs expressions trouvées 
ci-dessus, l’équation devient 

am,b^m' — b'i' .cm — a\,c'm' — ac.b'c' ~ o. 


VI. — Nouvelle équation à trois termes. 

143. L’équation qui précède procure immédiatement une équa- 
tion à trois termes ; car, si l’on prend pour le point a, qui est ar- 
bitraire, le point I, l’équation se réduit à 

Ini . (/né — l/y .cm — le. o. 

Ainsi, on peut dire que l’iiomographie de deux divisions s’ex- 
prime par l’équation 

Ini . N né — \ . cm -f- v o. 


VII. - • Equation homogène à quatre termes. 


144. Quand deux droites sont dwisées homo graphiquement, si 
Von prend sur la première deux points fixes quelconques a, c et 
sur la seconde deux points fixes quelconques b', d', la division 
homo graphique sera exprimée par la relation homogène 


am b' m' ^ ani l/né 

~~ ■// 7 H“ ^ ^ ,r ! 

cm cl ni cm d m 


O. 


Soient P et q' les points situés à l’inlini sur les deux droites res- 
pectivement ; l’équation peut s’écrire 


( am ^ ^p\ [1/ né ^ b' q' \ ^ ^ /am a/?\ ^ II/ né ^ b' q' 

cm * cp J \céné * d'q' ) * cp j ^ \ cl'né ’ d'q' 


~ o. 


Cette équation étant formée de rapports anharmoniques, on peut 
dire qu’elle dérive de l’équation (i), même quand les points p 
et q^ sont pris à des distances finies (20), de sorte que, si l’équa- 
tion (i) exprime la division homographique de deux droites, l’é- 
quation ( 2 ), dans laquelle a, c, p sont trois points fixes pris ar- 
bitrairement sur une première droite et V, d', q' trois points fixes 
pris arbitrairement sur une seconde droite, exprimera aussi la di- 
vision homographique des deux droites. Mais dans celle-ci on peut 
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supposer que les deux points c et d ' soient à l’infini, et alors elle 
devient 


( 3 ) 


am h' m' am h' m' 

ap b'q' ap ^ b'q' 


Donc, si la division homographique de deux droites est exprimée 
par l’équation (i), elle le sera aussi par l’équation (3). 

Et réciproquement, on remonte de celle-ci à l’équation (i). 
Mais Téquation (3) exprime la division homographique de deux 
droites (137 ) 5 donc l’équation (i) l’exprime aussi. c. q. f. d. 


145. Les trois constantes X, v ont des expressions géomé- 
triques très-simples, dépendantes des quatre points donnés a, c, 
Z>', d' et des quatre o! , c', b, d qui leur correspondent dans les 
deux divisions. Supposant que le point m se confonde avec c, et 
par conséquent m' avec c', on conclut de l’équation cette valeur 
de 




b'c' 

J? ' 


et pareillement, en faisant coïncider le point ni! avec d^ , 

ad 

cr 

Puis, en supposant que le point m se confonde avec a cl ensuite 
avec b, on en conclut ces deux expressions différentes de v, 

ad b' a' ah b'c' 

cd d! a! ^ cb 7l'd 


L’équation (i) devient 


( 4 ) 


am h’m' b'd am ad b'm' nb cb' 
cm d'm' d'd cm cd d'm' cb c'd' 


et le dernier terme peut être remplacé par —7 — • 

D’après les expressions des trois constantes 1, p, v, on voit que, 
quand ces coefficients sont donnés numériquement, on peut en 
conclure immédiatement la position des quatre points a', c', b, d, 
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qui correspondent respectivement aux quatre points donnés a, c, 

146. Remarquons que l’équation (4) peut s’écrire de manière 
que tous ses termes soient formés de rapports anliarmoniques, ce 
qui nous permettra de l’appliquer à deux faisceaux homographi- 

ques (1S4). Il suffît de la diviser par ~ ; elle devient 

U am ^ ad\ ( h'rn! ^ h'c' \ / am ^ ad\ 

cm ' cd) \d ! * d'c'] * cd / 

] fb'm' b'c\ (ab ad\ [b' a! b'e'\ 

( “ Vc* ■ cd) • ^7/ 

On peut déduire de cette équation générale toutes celles à 
deux, à trois et à quatre termes données précédemment; mais il 
est inutile d’entrer dans ces détails. 

VIII. — Équations à plusieurs termes, 

147. Soient A, G, E, G, . . . des points fixes sur une pre- 
mière droite, et B', D', F', IF, . . . des points fixes sur une seconde 
droite ; si sur ces deux droites on prend, deux points variables rn, 
m', de manière que Von ait la relation constante 

a. Am.BW-+- S.Gm.D'w' -4- . . . 

-f- e . Em -4- (p . F'm' H- . G w -4- /j . H'm' -4- . . . = v, 

ces deux points m, m! formeront deux divisions homographiq ues . 

En effet, cette équation se ramène à l’équation à quatre termes 

Km . B'/w' -4- X . A m H- . BW -+- cî r=: o ( 137 ) . 

Il suffit d’exprimer tous les segments en fonction de deux seuls, 
comptés à partir de deux origines, telles que A et B', en faisant 

Cm = Am — AG, D'm' = B'm' — B'D', 

Em = Am — AE, F'm' = B'm' — B' F', 


La proposition est donc démontrée. 
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148. Ce qui distingue la forme de cette équation à plusieurs 
termes, de même que toutes les précédentes, c’est qu’il n’y entre 
pas le produit de deux segments relatifs au même point m ou m', 
d’où il résulte qu’à un point m ne répond qu’un point m', et réci- 
proquement. C’est là la propriété fondamentale et caractéristique 
des divisions homographiques. 

§ II. — Faisceaux homographiques. 

149. On peut exprimer l’homographie de deux faisceaux en les 
coupant par une ou deux transversales et en exprimant qu’ils 
font sur ces droites deux divisions homographiques; mais on peut 
aussi se servir de relations générales entre les sinus des angles que 
deux rayons homologues font avec des axes fixes. Ces relations 
seront de diverses formes, de même que celles relatives aux divi- 
sions homographiques de deux droites. 

I. — Équations à deux termes. 

Soient quatre rayons A, B, C, M du premier faisceau, et les 
quatre rayons correspondants A', B', C', M' du second faisceau ; on 
aura (51 ) 

sm(A, M) ^ sin(A, G) sin(A', M') ^ sin(A', C') 

sin ( B, M ) ‘ sin ( B, C ) sin ( B' , M' ) ’ sin ( B', G' j ’ 
ou 

sin(A, M) __ sin(A\ M^) pin (A, G ) ^ sin (A, C/) 1 
sin(B, M) sin(B', M' ] Lsm(B, G j ' sin (B', G' j J ’ 

ou, en représentant par X le facteur constant du second membre, 

. . sin(A, M) sin (A', M') 

sin(B, M) ‘sin(B', M') 

Ainsi, cette équation exprime que les deux rayons M, M' qui tour- 
nent autour de deux points fixes forment deux faisceaux homo- 
graphiques. 

150. Si les deux droites fixes A, B sont rectangulaires, le rap- 
port - "v ' ] devient tang(A, M), et semblablement si les deux 

^ sin(B, M) o\ 7 
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droites A', B' sont aussi rectangulaires, de sorte que l’équation 
( 2 ) tang( A, M) = > tang(A', M' ) 

exprime que les deux droites M, M' forment deux faisceaux homo- 
graphiques. 

Dans cette équation, où la direction de chaque rayon OM ou O'M' 
se déterminé par rapport à une seule droite OA ou O' A', il faut 
convenir du sens dans lequel on comptera les angles positifs autour 
des deux centres O et O'. 

151. Cas particulier. — Deux faisceaux dans lesquels les 
angles de l'un sont égaux respeetwernent aux angles de Vautre 
sont homographiques . 

Gela est évident, car le rapport anharmonique de quatre rayons 
du premier faisceau est égal à celui des quatre rayons homologues 
du second faisceau, puisque les angles du premier faisceau sont 
égaux à ceux du second. 

Ainsi riiomographic s’exprimera par l’équation 

( 3 ) angle (A, M ) — db angle ( A', M' ) . 

Les deux faisceaux peuvent présenter deux cas différents, relati- 
vement au sens dans lequel tournent leurs rayons respectifs. Si les 
rayons tournent dans le meme sens, les deux faisceaux, que nous 
supposons avoir le môme centre, peuvent être rendus coïncidents 
par- une simple rotation de l’un d’eux, et, si les rayons tournent en 
sens contraire, il existe toujours deux rayons dont chacun, consi- 
déré comme appartenant au premier faisceau, est lui-memc son 
homologue dans le second faisceau; ces deux rayons sont rcclan- 
gulaires, et les deux faisceaux sont placés sjméti'iquement de part 
et d’autre de chacun d’eux ; nous dirons, dans le premier cas, que 
les deux faisceaux sont semblables, et, dans le second, qu’ils sont 
symétriques, 

II. — Equations à trois termes. 

152. On a entre les quatre droites A, B, G, M et leurs homo- 
logues A', B', G', M' l’équation 

sin(A, M)^sin(A, C) sin(C, M') ^ sin(C', A' ) . 

5n|B, M) * s'hrfBrc] Sn“( bT’M'] ’ sb( ~ ^ ^ * 
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Faisons 


sin(R, C) 
sin(A, C) 


sinfB', A') 

çt i 1 

sin(C', A' J 


= a; il vient 


. . . sin (A, M. ) sin ( C', M') 

^ sin (B, M) ^ sin(B', M'j ** 

Ainsi, étant données deux droites fixes A, B, deux autres droites 
fixes C', IF et deux constantes A et [à, cette équation exprime que 
les deux droites M, M' forment deux faisceaux homographiques. 
Dans ces deux faisceaux, les droites B, B' sont deux rayons cor- 
respondants ; mais les rayons A et G' ne se correspondent pas 
et sont pris arbitrairement. 

On peut prendre A perpendiculaire à B et G' perpendiculaire 
à IV; l’équation devient 

I [^ \ 

tang ( B, JM) tang(b', M') 

On peut encore écrire 

(6) l tang(A, JM) a taiig(C', JM') i . 


Mais ici il faut bien observer que, quand les deux faisceaux sont 
donnés, A cl G' ne sont pas deux droites quelconques, car il faut 
que les perpendiculaires B et B' à ces deux droites respectivement 
soient deux rayons correspondants des deux faisceaux. 


153. L’équation (5) donne lieu à cette propriété de deux fais- 
ceaux homograpliiqucs : Etant pris un rayon du premier faisceau, 
on peut toujours déterminer deux autres rayons faisant avec celui- 
là deux angles égaux respectivement à leurs homologues dans 
le second faisceau, mais l'un avec le même signe et Vautre avec 
un signe contraire. 

En effet, les deux angles formés à partir du rayon B et satisfai- 
sant à la question seront déterminés par l’équation 

tang( B, JM) = À dz a. 


III. — Ecpiations a quatre termes. 


154. L’équation homogène à quatre termes (145) qui exprime 

Chasles. — Gèom. sup, 7 
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la division homographique de deux droites donne lieu à une 
équation semblable entre les sinus des angles de deux faisceaux 
homographiques (146). Ainsi, A, B, C, D étant quatre rayons 
fixes du premier faisceau, A', B', C', D' les rayons correspondants 
du second faisceau et M, M' deux rayons correspondants variables, 
on aura l’équation 

sin(A, M) sin(A,l\I) sin(B', C') 

sin(C, iM) siii(D',M'j siii((^, M) siii(jy,C') 

sinfB', M') sin(A, D) sin(A, D) sin(B', A') _ 

sin(ü', M'j sin(C, D) sin(C, D) siii(L)', A') 

dont le dernier terme peut être rcnqjlacé par 

sin;B^ C] sin(A, B) 
siii (D\ C' ) siii (G, B) 

On peut écrire 

sinf A, M ) sin(B\ M' ) . sîu( A, M) ^ sin(B% M ^) 

' siu(C, M) siu(D', M') ^ siu(C, M) siii(b', M') ^ 

Cette équation exprime donc que les deux rayons M, M' forment 
deux faisceaux homographiques. 

Les deux droites A, C du premier faisceau sont prises arbitrai- 
rement, ainsi que les deux B' et D' du second faisceau. 

155. Si A et G sont rectangulaires, ainsi que B'etD', l’équation 
devient 

( 8 ) tang { A, M ) tang ( B' , M' ) -h >. . tang ( A, M ) -f- . tang ( B', M' ) H- v — - o . 


IV. — Cas oà Van des deux faisceaux a sou centre à Vinfiui. 

156. Si l’un des faisceaux est composé de droites parallèles, on 
remplacera dans les formules précédentes les sinus des angles re- 
latifs à ces droites par les segments qu’elles déterminent sur une 
transversale, comme nous avons fait pour exprimer l’égalité des 
rapports anharmoniques de deux faisceaux de quatre droites dont 
l’un est formé de quatre droites parallèles (57). 
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D’après cela, l’homographie des deux l’aisceaux s’exprimera par 
les équations suivantes : 


Equations à deux termes. 


sin 


M) 

sin 

(B. 

M) 

sin 

(A. 

M) 

sin 

(B, 

M) 

sin 

(A, 

M) 


M) 




fl ni! 

177i?' 


ni\ 


1 




Equations à trois termes. 


. sin(A, M) 

^ sin ( B, M ) 
sin (A, M) 

^ sin (B, M) ' 

' sin (B, M ) 


e' ni^ 

V' • "77 1 ^ 1 

b ni 


Equations h quatre termes. 


sin (A, M) y m' 
sia(C, M) d' ni^ 
sin(A, M) ,, , 

ShTicTM)*'" 

sin (A, M) I 
sin (C, W J ni' 


^ sin (A, ]VI ) 
' sin ( C, M ) 


y ni* 

y- • "ir ; H- V = O, 

d ni 


sin( A, M) 

^sin(A, M) ;x 
sin(C, ^I) d'ni' 


:o, 


; O, 



lOO 


TRAITK DE GEOMETRIE SUPERIEURE. 


CHAPITRE VIII. 


CHAPITRE VIII. 


DIVISIONS HOMOGRAPIIIQUES FORMÉES SUR UNE MÊME DROITE. — FAISCEAUX 
HOMOGRAPHIQÜES AYANT LE MÊME CENTRE. 


§ I. — Divisions homographiques formées sur une même droite. 
Points doubles. Point milieu des deux points doubles. 

ioT. Quand deux droites divisées honiographiquenient sont 
superposées V une sur Vautre y il existe deux points Irréels ou ima- 
ginaires^ dont chacun, considéré comme appartenant à la première 
division, coïncide avec son homologue dans la seconde division. 

En effet, la division Iioniographique de deux droites s’exprime 
par l’équation 

aui . b' né -f- . cnn u . b'ni' -j- y z= o, 

dans laquelle a et sont deux points fixes quelconques pris sur 
les deux droites respectivement (137). Quand ces deux droites 
coïncident en direction, on peut prendre pour h' le point a, et l’é- 
(piation devient 

a/n . ani' 4- l*ant -t- rj, . ani 4- v o. 

Si Ton veut que les deux points homologues m, né coïncident, on 
déterminera leur position commune par l’équation 

a/n 4- (). - 1 - ix)a//i 4- v ~ o, 

laquelle donne deux valeurs de am. Conséquemment il existe deux 
points qui satisfont à la question, et il ne peut pas y en avoir plus 
de deux. 

Nous donnerons à ces deux points remarquables le nom de 
points doubles y pour indiquer que chacun d’eux représente deux 
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points homologues coïncidents. Ces points peuvent être imagi- 
naires. 


io8. Le milieu des deux points doubles est le milieu des deux 
points qui, dans les deux divisions, correspondent à V infinie 

En effet, soient I le point de la première division qui correspond 
à Tinfîni de la seconde, et J' le point de celle-ci qui correspond à 
l’infini de la première; l’équation prend la forme (139) 

aui . a ni' — aV . am — a\, a ni -f- « I , aa! /= o . 


Quand les deux points m, ni se confondent, on a 


ani — (al -i- -h al.aa' z:=: O. 

La somme des distances du pointa aux deux points doubles est 
donc (al -f- aJ') ; ce qui prouve que le point milieu des deux points 
doubles coïncide avec celui des deux points 1, L. c. o. f. n. 
Désignant par O ce point milieu, on a 

al — f- a 

aO= 9 


et l’équation qui détermine les deux points doubles devient 
ani — 2 a O . am al . aa' = o . 


159. Le rapport des distances d'un point de la première divi- 
sion aux deux points doubles est au rapport des distances du 
point correspondant de la seconde division aux deux memes 
points dans une raison constante. 

En effet, soient e, /deux points de la première division, et e' yf' 
leurs homologues dans la seconde division; l’homographie des 
deux divisions sera exprimée par l’équation 


cm 

Jm 


e^ni' 


( 120 ), 


et, si l’on prend pour les deux points e,/les deux points doubles, 



lO'l 


ciiapitrf: vni. 
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lesquels coïncident avec leurs lioinoloo^iies, ectlc équation dcvienl 

Cf}/ , Cf/f' 

fi fl fut ’ 

ce (fui démontre la proposition énoncée. 

On vérifie aisément que, dans les deux divisions liomograplilques 
déterminées par cette écfuation, les deux points e, / sont des points 
doubles, car, si l’on suppose que le point m se confonde avec le 
point e, on am(?= o, et par conséquent aussi lu! e =o, c’est-à-dire 
([lie 7n/ se confond aussi avec le pointe : ce cfui prouve (|uc celui-ci 
est un point double, lù pareillement du point /! 

100. l^erivons l’écfuation précédenle ainsi : 

me ^ m'e 
w/‘ mf ~~ ^ * 

On dira (fiu^ : Dans deux divisions liornograpliiffues sur une même 
droite, deu.r j/oints homologues (jiielcompies font avec les deux 
points doubles un rapport anliarmoni(/ue constant. 

Observation. — (^uand la conslante À est égale à — i, les deux 
points 7/7, m! divisent liarmoni(jucment le segment ef (00). (^e 
cas particulier se rapporte à la théorie de V involution de six points, 
(pie nous exposerons plus loin. 

101. (loxsTUUCTiON UES oEtx voiiNTs DocDLES. — Prcuons l’é- 
(fiiatlon (pii détermine ces deux points, savoir 

am — 2 <T O . am -f- r/ 1 . an' rrz o . 

Iforigine a est arhitrairc ; pla(;ons-la au point O. K suffit de faire 
a O — o ; ré(fuation devient 

01.00' = o, 

O' représentant le point (|ui correspond, dans la seconde division, 
au point O de la première. Ce point O étant le milieu du seg- 
ment IJ', 011 a Ol — — 0.)'; on peut donc écrire 

Ô7ï^'--0J'.00'-.r o, 
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d’où 

Om — zh v^OJ' . 00'. 

Ainsi» les points doubles sont de part et d’autre du point O à 
des distances égales à yOO'.OJ', de sorte que leur reclierclie se 
réduit à construire une moyenne proportionnelle entre deux 
lignes. 

Quand les deux points O' et J' ne se trouvent pas du même coté 
du point O, les deux segments OO', OJ'sont de signes contraires; 
leur produit est négatif, et les deux points doubles sont imagi- 
naires. 


162. Cette construction des deux points doubles est fondée sur 
la connaissance des deux points 1 et J', dont la détermination est 
toujours extrêmement facile, de sorte que la construction a 
toute la simplicité désirable. Mais on peut demander de construire 
les deux points doubles immédiatement, au moyen des seules 
données qui servent à déterminer les deux divisions bornogra- 
phiques, lesquelles sont, en général, trois systèmes quelconques 
de deux points correspondants. Nous reviendrons sur cette ques- 
tion (Chap. Xlll). 

163. La notion àe^ points doubles àe deux divisions homogra- 
pbiquos est très-importante; elle sera fort utile, notamment pour 
la résolution des problèmes, où elle procurera des solutions uni- 
formes et très-simples de beaucoup de questions qui conduisent 
à des équations du second degré parfois très-compliquées. Par 
exemple, les trois problèmes de la section de l espace, de la sec- 
tion de raison et de la section déterminée y qui ont été le sujet de 
trois Traités différents d’Apollonius, se résoudront immédiatement 
])ar cette méthode [ voir Chap. XIV et XV). 

164. Cas ou l’un des points doubles est a l’infini. — (]e cas 
est celui de deux à'wWious semblables, car, si le point double f est 
à l’infini, l’équation générale 

eni , cné 

fin Jm' 


(159), 
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devient 

cm ^ 

eni' * 

équation qui exprime deux divisions semblables ( 124 ). 


165 . Coinstruction du point double c. — Quand le coefficient 
de proportionnalité X est donné, un seul système de deux points 
homologues <2' suffit pour déterminer le point double parle 
ae . 

rapport = A. 

()uand les deux divisions sont déterminées par deux couples de 
points homologues a, a! et Z>, //, on a pour deux autres points ho- 
mologues quelconques m, m' la relation 


am ah 

-7-7 ~ const. = -777 
a m a b 


et, pour déterminer le point double, l’équation 


ae 

a‘e 


ab 


On portera sur deux droites parallèles menées par les points a 
et il! deux segments a!& égaux a ah^ a! h' et dirigés dans le 
meme sens ou en sens contraires, suivant que et a!h! seront de 
meme signe ou de signes différents; la droite 60' déterminera le 
point e, 

Autrement. Sur les deux segments ah', a* b on décrira deux 
circonférences de cercle passant par un meme point g quelconque; 
elles se couperont en un point et leur corde commune gg^ pas- 
sera par le point double e, car l’équation 


s’écrit 


d’où l’on tire 


ae ah 
ac a! y 


ac a'c 

ac — hc a' e — b'e 

ne de 
be b'e 


ou ca . eh' — ea! . eh, 
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ce qui prouve que le point e est sur la corde commune aux deux 
circonférences décrites sur les segments aV , a! h. 


166. Quand, dans Téquation = X, le coefficient X est égal à 

— I, le point double se trouve au milieu de chaque segment mm' 
formé par deux points homologues, de sorte que les deux divisions 
sont égales ou les mêmes, mais formées en sens contraires. 

Si le coefficient X est égal à -h i, l’équation ^ = i montre que 

le point e est à l’infini, de sorte que les deux points doubles coïn- 
cident à l’infini. Alors on a 

ob.^o'h', 
d b 

ce qui montre que les segments homologues sont égaux et dirigés 
dans le même sens. 


§ II. — Diverses manières d’exprimer deux divisions homographiques 
sur une même droite. 

I. — Equation ain . b'm' H- À (aiu — b' m' ) v — o. 

167. Quand deux divisions lioinographiques sont marquées sur 
une même droite, on peut les exprimer par une équation telle 
que 

( I ) a ni . b' né -f- ( a ni — b' né ) v :n=: o, 

dans laquelle les coefficients des deux segments am et b'm' sont 
égaux et de signes contraires. 

Pour obtenir cette équation, on peutprendre à volonté le points, 
et l’on détermine le point U et la constante X, ou bien on peut S(î 
donner la constante X et déterminer les deux points fixes a et //. 
En effet, l’équation générale est 

ani . lé né — b' V , am — a I . lé né -f* r/ 1 . = o ( 139 ) . 

Donc, si le point a est donné, il suffit de prendre le point b' de 
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manière que — n\. Cette relation fait \oir que les deux 

points a et V sont à égale distance des deux points T, J' respective- 
ment, et tous deux sur le segment IJ' ou tous deux au dehors. 

Si la constante \ est donnée, on prendra les points a et V dis- 
tants de I et J' respectivement d’une longueur égale à X, mais de 
manière que les deux segments al, h'V soient de signes contraires. 

II. — Équation am . h'in' -4- 7 . nmf -4- rî o. 

1()8. Deux (1 irisions hotuograpltit/ues su/’ une même d voile 
s' expriment par V è/piatio a 

{ 2 ) aui . h' ni -4- 7 . //////' -4 0" = o. 

Kn effet, en prenant, dans l’équation générale ci-dessus, 
point Z>' tel que Z>'J' irr — -al, comme il vient d’étre dit, on a Té- 
quation 

am . al, uni — al, h'm' al, f/a' ~ o . 

(^u’on remplace, dans le troisième terme, I/nê par (am' — d 
vient 

am . b'm' -f- 1 ( am — a ni ) -4 al[ al/ -4 /> ré ] — o 

ou 

( •}.' ] a ni , y n/ — al. mni -4 a I . a a' “■ o, 

(!e qui démontre le théorème. 

(iouoLLÂiRE 1. — Si Le point a coïncide avec V un des points 
douldes e, aa' devient nul, et, en outre, le point 1/ coïncide avec l , 
puisf/ue les deux points a , h' sont à égale distance des deux 
pointsl, J', et conséquemment à égale dista/ice des deux points c, f; 
r équation devient 

( 3 ) cm .fm' — e I . mn/ “ o. 

Corollaire II. — Çae dans cette équation (3) on / emplace fm ' 
par fm 4- mm' e£ el par cm — Im, on obtient cette équation 

1 4 ) cm .fm -4 I/;/ . mni rr: o. 

Corollaire III. — Si le point a est le milieu O des deux 
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points I, .1', le point 1/ coïncide avec ce même point milieu, 
puisffuc b' J' = — al, et V équation devient 

( 5 ) O /// . O ///' — 01 . nwi' H- 01 . 00' O, 

O' étant le point de la seconde division qui correspond au point ( ) 
considéré comme appart(‘nant à la première. 

III. — Équation O ni + Im.mm'-h v o. 

169. Deux divisions homo graphiques sur une même droite 
s expriment par É équation 

(6) Oui -f- I/// . m/y/' -f- V — O, 

V étant une constante. 

Eli cfTet, que dans réquation précédente on remplace ()///' pai* 
O m -h inné J il vient 

O/// -i- { 0 ni — 01 ) inné 01 . 00' -- o 
ou 

(6') Ont -f- 1 ///.//!///' -t- 01.00' -- o. 

g III. — Cas où les deux points doubles coïncident. 

170. 1 'rouver la condition pour que, dans V équation 

a ni . ané -h ^ . uni -4- ^ . an^ v = o, 

les deux points doubles coïncident. 

Les deux points doubles sont déterminés par la rclalion 
ani -f- ( À -f- [J. ) am + v = o . 

La condition d’égalité des deux racines esl 
(>,+ _«)=— 4v=:o. 

Remplaçons les constantes par leurs expressions 

/7.rrr-«I (139). 
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On a 

— (rtl-f-rtj') = — 2a0y 

O étant le point milieu du segment IJ'. Il en résulte que v = aO, 
et Téquation qui détermine le point double devient 

am — “inO, am a O = o, 

(l’où 

am ~ aO. 

Ainsi, le pointde coïncidence des deux points doubles est le pointO ^ 
milieu des deux points I, J' qui ont leurs homologues à l’infini. 

L’équation qui exprime l’homographie des deux divisions de- 
vient 

( a ) fim , am' — a}' , am — a\. am' a O ~ o, 

171. Equation à deux termes, — Si dans l’équation [a) le 
point a coïncide avec le point O, l’équation devient 

O }n . O m' — OJ ' . O //e — 01 . 0 ///' ~ o, 


ou, parce que OJ' — OI, 

[b) Om.Om' — 01 . = o . 

Cette équation peut encore se conclure de l’équation (3), dans 
laquelle on exprimera que les deux points doubles e^f coïncident 
en O, ou bien de l’équation (5), dans laquelle on supposera le seg- 
ment 00' nul. 

Corollaires. — L* équation [b) prouve que le rapport — - ‘ 

est constant; on aura donc, en prenant deux points homologues 
a, a', 

O m . O //^' ()<'/. 0 a' 

mm' an' 


Cette équation donne 

Om' — Om Oa' — Oa 


Om . Om' 


Oa,Oa' 
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Ont Om' On On' 


expression la plus simple de deux divisions liomographiques dont 
les points doubles coïncident. On peut aussi tirer cette équation 
directement de l’équation générale à trois termes (éq. lo, 129). 

172. En écrivant (c) ainsi 


on en conclut 


Ont O a Ont' O a' 


Offi Om’ , 

— Oa — -^,Oa\ 
atn a m 


Corollaires. — Dans ces deux équations (c d) on peut sup- 
poser le point a' à V infini, et elles de\>iennent 

J L.=:-L 

0//^ Om' 01 ' 

[cV\ 


173. Qu’on remplace O/// par (Om -f- mm') dans l’équalion (/>>), 
elle devient 

Om -f- ( O m — 01 ) nun o 


(t*) Om -f-Im.mm'=:o. 

Cette équation se conclut aussi de l’équation précédente (b'), où 
l’on suppose le segment 00' nul. 

174. On peut encore exprimer les deux divisions par l’équa- 


Tf— 2 am , Oa 

Om — - mm . — j — o. 

atn aa 



I K) 


TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. — CHAPITRE VIII. 


En eiret, prenons Téquation (e) et écrivons-la ainsi 
Oui Om 

Ini mm * 

ou, en désignant par I' le point de la seconde division situé à 
l’infini, 

/om,or\ / Om , or \ 

\ I//i * ir ] \m' m ‘ m*i' J 

(domine le premier membre est formé de deux rapports anliarmo- 
niques, cette équation a lieu quelle que soit la position du point E 
à distance finie, le point ï étant son homologue dans la première 
<li\ision. Ainsi l’équation 

O tu Am.m'm 
U' ’ 

OU l’équation (/ ), puisque l eti' sont deux points correspondants 
([iiclconques des deux divisions, exprime deux divisions liomogra- 
phiques dont les deux points doubles se confondent. 

G. Q. F. n. 


175. Cas ou le point double unique est a l’infini. — Dans 
l’équalion 

Om.Om' O a. On* 

—7— = — 171 , , 

mm an ‘ 

(t (‘t a' sont deux points correspondants, et O le point de coïnci- 

<lence des deux points doubles. Si ce point est à l’infini, les rap- 

0//2 O///' , ^ . 

ports ^^5 sont égaux a l unite, et 1 équation devient 

mm' an ! . 

Vinsi, le segment compris entre deux jioints correspondants quel- 
(îoiiques est de grandeur constante; il s’ensuit que 
(‘’est-à-dire que deux segments homologues des deux droites sont 
toujours égaux, ou, en d’autres termes, que les deux droites sont 
divisées en parties égales, une à une respectivement, et dirigées 
dans le même sens. Et, en effet, nous avons déjà vu que dans ce 
cas les deux points doubles sont situés à l’infini (166). 
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170. Il résulte de là que, quand on a sur une meme droite deux 
divisions liomograpliiques dont les points doubles eoïncident, on 
peut en faire la perspeetive, de manière que les segments lioiiio- 
logues deviennent égaux entre eux. Il suffit que dans la perspec- 
llve le point double des deux divisions proposées passe à rinfini. 

§ IV. — Propriété de deux divisions homographiques 
dont les points doubles sont imaginaires. 

177. Quand deux dUnsions honiograpJiiqiæs formées sur une 
même droite nont pas de points doubles, il existe, de part et 
d’autre de cette droite, un point déoü Von voit, sous des angles 
égaux et formés dans le même sens de rotation, tous les segments 
compris entre les points de la première dwision et leurs homo- 
logues respectifs, 

L’iioinograpble des deux divisions s’exprime par l’équation 

O m, O lié — 01.;/////' -I- 01.00'— o (168, ('([. 5) 
ou 

0 HL . 0 /// ' -+■ 01. 0/// — 01. 0///' -h 01.00' O. 

Les deux points doubles étant imaginaires, par hypothèse, les 
deux points O' et.I' { fig- sont de eôtés différents par rapport 
au point O (161); par eonséquent, O' et I sont d’un meme eolé 
et le produit 01.00' est positif. Prenons sur la perpendleulairt' 
élevée par le point O le segment 

OP — y/OI.OO'. 

J f équation s’écrit 

()/// O///' 01 / O/// 0///'\ 

ot' o^ï> ()ï> \ (Jp ~ ôF j 

ee qui donne 

tang OP/// . tang OP///' 4- ( tangOP/// — tang OP///' ) -h i — o, 

ou 

ta iig 0 P /// ' — ta ng OP /// 0 P 
I -h tang OP/// . tang OP///' 01 
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Le premier membre est égal à 

tang ( OP m' OP m ) = tang m P ///', 
cl le second à tangOIP; on a donc 

angle m ?///'= angle OIP = const.; 
ce qui démontre le théorème. 

Autrement, Quand dans deux faisceaux homograpliiqucs les 
angles formés par trois couples de rajons homologues sont égaux 
et dans le même sens de rotation, il en est de même des angles 
formés par tous autres rayons homologues. Ainsi A, B, C, D étant 
quatre rayons du premier faisceau et A', IV, G', D' les rayons ho- 
mologues du second faisceau, si les trois angles (A, A'), (B, B') et 
(C, G') sont égaux et formés dans le même sens de rotation, à 
partir de leurs origines respectives (6), le quatrième (I), D') sera 
égal à ceux-là et formé dans le même sens de rotation. 

En effet, en faisant tourner le second faisceau autour du centre 
commun, on pourra faire coïncider les trois rayons A', B', G' avec 
leurs homologues A, B, G respectivement, et, par conséquent, 
deux autres rayons homologues quelconques D, D' seront aussi 
coïncidents. 

Gela posé, menons par le point P, déterminé, comme il a été dit, 
par la relation OP— y/Ol.OO', la parallèle Poe à la droite 01. 
Le point P est le sommet de deux faisceaux homographiqiies dé- 
terminés par les deux divisions proposées. Les rayons PO, Pn^, 
PI et Poe du premier faisceau ont pour homologues dans le se- 
cond PO', Pm', Poo et PJ", prolongement de PL. Les deux angles 
IPoc et ce PJ" sont égaux et dans le même sens, parce que les deux 
points I et J' sont à égale distance du point O. L’angle IP oo est 
aussi égal à l’angle OPO', car l’expression de OP donne 

OP 00' 

01 “ ÔP ’ 

ce qui prouve que les angles OPO' et OIP sont égaux. Or celui-ci 
est égal à IP oo ; donc les angles IPoo et OPO' sont égaux, et il est 
évident que ces deux angles sont dans le même sens. Ainsi les trois 
angles que les trois rayons PO, PI et Poo du premier faisceau font 
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avec leurs homologues PO', Poo et PJ'' respectivement sont égaux 
et dans le même sens, et par conséquent l’angle 77zPm', formé par 
deux autres rayons homologues quelconques, est égal à ceux-là et 
dans le même sens. c. q. f. d. 

178. Les points doubles des deux divisions homographiques 
que nous considérons ont pour milieu le point O et pour carré 
de leur distance à ce point le produit 00'. OJ' (161) ou 

— OO'.OI — — OP , de sorte que ces points (imaginaires) ne 
dépendent pas de la grandeur de l’angle sous lequel on voit du 
point P les segments rm', hU j etc., mais seulement de la position 
de ce point. On conclut de là ce théorème singulier, qui aura des 
applications : 

Si, autour d* un point P comme sommet, on fait tourner un 
angle (A, A') de grandeur constante^ ses deux côtes marquent 
sur une transversale fixe deux divisions homographiques qui ont 
toujours les memes points doubles [imaginaires) y quelle que soit 
la grandeur de V angle (A, A'). 

179. Trois segments sur une même droite, aa\ blf ce', déter- 
minent deux divisions liomographiqucs dans lesquelles c se- 
ront trois points de la première et a\ b\ c' les trois points cor- 
respondants de la seconde. Quand les points doubles de ees deux 
divisions sont imaginaires, il existe, de part et d’autre de la droite, 
un point P d’où l’on aperçoit les trois segments sous des angles 
égaux (177). Par conséquent, on conclut de ce qui précède une 
solution très-simple de cette question : 

Etant donnés trois segments aa', bb', ce' sur une même droite, 
trouver un point d'oii on les aperçoive tous les trois sous des 
angles égaux. 

§ V. — Cas particulier des divisions homographiques sur une même 
droite. Divisions en involution. 

180. Si, dans l’équation générale 

am . ani' 1 . am -{- ^ . am' -h v o ( 157 ) , 

Chasles. — Géom. sup. 


8 
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les deux coefficients 1 et ^ sont égaux et de meme signe, les deux 
divisions ne sont plus générales; elles jouissent de cette propriété 
particulière qu’u/z meme poùit quelconque, considéré comme ap- 
partemmt soit à la première dwision, soit à la seconde, a tou- 
jours le même homologue. 

En eflet, l’équation est alors 

ain.am -h l[am -j- ani'] -f- v r- o. 

Les deux segments «///, a/n/ y entrent de la meme manière; par 
conséquent, si l’on change am eu a//d et réciproquement, l’équa- 
tion subsiste, ce qui prouve que le point m', étant regardé comme 
appartenant à la première division, a pour homologue dans la se- 
conde le point ni. Donc, etc. 

Réciproquement, quand celte propriété a lieu pour un point, 
quel qu’il soit, les deux coefficients 1 et p sont égaux et de 
meme signe, et, par suite, la propriété a lieu pour tout auln' 
point. 

En efi'(ît, soit m un point qui, considéré comme appartenant à 
la première division, a pour homologue dans la seconde le ]3oint 
j/é, et, considéré comme appartenant à la seconde division, a pour 
homologue dans la première le meme point /?/' ; on aiu a les deux 
é( [liai ions 

am .am' -I- K.am -[■ v - : o, 

am' .am - i ')..am' [x.am -h v o, 


desquelles on tire, en retranchant l’une de l’autre, 

). ( am - am’ ) -4- ( an/ — am ) o 

OU 

( / - u.)ni'tn —r o. 

Or les deux points m, né ne sont pas coïncidents; par conséquent, 
il faut que l’on ait 1 ~ pl. c. q. f. n. 


i81. Ces deux divisions homographiques, qui présentent cette 
particularité qu’un point quelconque considéré comme apparte- 
nant à la première ou à la seconde a toujours dans l’autre division 
le même point homologue, se présenteront fréquemment, surtout 
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dans la théorie des sections coniques. Elles se rattachent à la 
théorie de V insolation, que nous allons bientôt exposer, et nous 
les appellerons alors disisions homo graphique s en insolution, 

§ VI. — Faisceaux homographiques qui ont le même centre. 

Rayons doubles. 

182. Ce que nous avons dit des deux points doubles de deux 
divisions liomo^raphiques superposées doit s’entendre des rayons 
doubles de deux faisceaux homograpliiqucs qui ont le même 
centre. 

Il existe dans les deux faisceaux deux droites, dont chacune, 
considérée comme appartenant au premier faisceau, est elle-meme 
son homologue dans le second. Ce sont ces deux droites que nous 
appelons les rajons doubles des deux faisceaux. 

Cela est évident, car, si l’on mène une transversale quelconque, 
les deux faisceaux détermineront sur cette droite deux divisions 
homograpbiques qui auront deux points doubles par lesquels 
passeront les deux lajons doubles des deux faisceaux. 

En désignant par E, F ces deux rayons, on peut exprimer l’ho- 
rnographle par l’équation 

^l'jF.M) ~ ^ F, M' ) ' ^ ■ 

Si l’on écrit 

sin(E,M) .sin(E,M') __ 
sin ( F, M ) * sin ( F, M' ) 

on dira que : Deux rayons homologues quelconques font avec les 
deux rayons doubles un rapport anharmonique constant. 

Lorsque les deux rayons doubles sont rectangulaires, l’équation 
devient 

tang ( E, M ) — X taug ( E, M' ) . 

183. Supposons, dans l’équation générale du n® 154, que les 
deux rayons B', D', qui sont arbitraires, coïncident respective- 
ment avec les deux A et C, et appelons I et J' les deux rayons qui 
correspondent, dans la première et la seconde division respecti- 

8 . 
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vement, au même rayon G considéré comme appartenant succes- 
sivement à la seconde et à la première division, ce qui se réduit à 
remplacer D et G' par I et J'; l’équation devient 

sln(A,M) sni(A,MM sin(A,.T'] sin(A,M) 
sin ( C, M ) sin ( C, M' ) sin ( C, J' ) siii ( C, M ) 

siri(A,I) siii(A,iNr) sin(A,I) siii(A,AM _ 
sin [ C, ij siii (C,M' ) sin(C,I) sin (C, A' j 

Les rayons doubles des deux faisceaux se détermineront par l’équa- 
tion 

rsin(A,M)'l^ psin(A,l) sin (AJ') 1 sin (A, M) sin(A,I) sinfA, A') _ 
Lsiii(C,]\l)J Lsin(C, I) sin (C, J j J sin (C, Ai) sin(C,î) siii^C, A') 

i8i. Les deux rayons fixes A, G sont pris arbitrairement; le 
second peut être perpendiculaire au premier; on en conclut que 
l’homographie de deux faisceaux s’exprime par l’équation 

tang ( A, Ai ) tang ( A , Al' ) — tang ( A, J' ) tang ( A, Al ) 

— tang(A, I) tang(A, Al') H- tang(A,A') tang(A,Ij — : o, 

et les rayons doubles sont déterminés par la suivante : 

ng2(A,M) — tiing(A,il) [tang(A,J') + li(ng(A,I)] + tang(A,A') tang (A, I) 

185. Substituant à la droite A sa perpendiculaire G, on expri- 
mera riiomographie par l’équation 

cot ( C, Al ) cot ( G, Al' ) — cot ( G, J' ) cot ( C, Al ) 

— cot (G, I) cot (G, Al') -h cot (C, I) cot (G, A' ) o. 

G est une droite fixe quelconque; cette droite, considérée comme 
rayon du premier faisceau, a pour homologue dans le second fais- 
ceau J', et, considérée comme rayon du second faisceau, a pour 
homologue dans le premier I; A' est, dans le second faisceau, 
l’homologLie du rayon du premier faisceau perpendiculaire à la 
droite G. 

Les rayons doubles sc déterminent par l’équation 
cot* (G, Al) — [cot(C,I) -i-cot(G,J')]cot(G,AI) -4- cot ( G, I) cot (C, A') ^ o. 
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§ VII. — Propriétés de deux faisceaux homo graphique s dont les rayons 
doubles sont imaginaires. 

186. Deux faisceaux liomo graphiques de même centre, dont les 
rayons doubles sont imaginaires, peuvent être considérés comme 
étant la perspective de deux faisceaux dans lesquels les rayons 
homologues font entre eux des angles égaux et dirigés dans le 
même sens de rotation. 

En efTcl, coupons les deux faisceaux par une transversale quel- 
conque L; on aura deux systèmes de points Z», c; . . a', 

(/, . . formant deux divisions liomographiques qui n’auront pas 
de points doubles; par conséquent, on pourra déterminer un point 
P d’où l’on verra tous les segments aa', /;/?', cc', . . . , sous des angles 
égaux aVa'y bVlf ... (177). Que l’on fasse tourner le plan de 
ces angles autour de la droite L, de manière à élever le point P 
en P' au-dessus de la figure, et que l’on conçoive la droite menée 
du centre commun O des deux faisceaux proposés au point Il 
est clair que, ])our un œil placé en un point quelconque de cette 
droite OP', meme à l’infini, les angles aP'a', Z>P'Z/, . . égaux 
entre eux et formés dans le même sens de rotation, seront les 
perspectives des angles aOa\ hOh^^ ... ; ce qui démontre le 
théorème. 

La projection pourra être faite sur tout autre plan parallèle au 
plan (P', L), ce qui permettra de plaeer l’œil au point P' lui-même. 

187. Considérons deux faisceaux liomographiques formés par 
les deux côtés A, A' d’un angle de grandeur constante, tournant 
autour de son sommet. Les rayons doubles de ces deux faisceaux, 
qui sont imaginaires évidemment, se déterminent par l’équation 
générale (183). Ici cette équation se simplifie, car on a [fg^ 3o) 

angle (G, I)“ — angle (A, A'), 
angle ( A , I ) - - - angle ( G, A' ) , 
angle(G,J')— angle(A, A'), 

et l’équation devient 

fsm ( A .JlJ l __ sin ( A , L )j::;^siii (_A, I ) sin ( A JNÇ 
Lsin(G, MjJ sin (A, A') sin (G, M) 


4- I --- - O. 
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Or 

sin ( A, J' ) — sin ( A, I ) -— sin ( AC -4- CJ' ) — sin ( AC — IC ) 
r=:sin(AC “f- AA') ~sin(AC — AA' ; “ acosAG.sin AA'. 


I^’éqiiation devient donc 



2 cos AC 


sin( A, M ) 

.^iTIcTm] 


f^es racines sont 


sin (A, M) 
sin(C, M) 


A, CjdisinfA, C) v — J > 


et leur produit est -f- h quelle que soit la direction des axes fixes 
A et G; c’est-à-dire que, si l’on désigne par E et F les directions 
imaginaires des deux rayons doubles des deux faisceaux, on a 


sin{ A, E) sin { A, F) 
sin(C, Èj sin(C, Fj 

Si Taxe G est perpendiculaire à A, il vient 


tang AjM — : li:: y - i et tang ( A , E ) tang ( A , F ) H - i . 

11 est à remarquer que ces expressions des directions imaginaires 
des rayons doubles des deux faisceaux sont indépendantes de la 
grandeur de l’angle (A, A'), dont les deux cotés décrivent les deux 
faisceaux. 

Ges résultats trouveront leur application dans la théorie des 
coniques planes et sphériques. 
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CHAPITRE IX. 

THÉORIE DE l’in VOLUTION. 


§ I. Involution de six points. Relations entre ces points. 

188 . Définition. — Quand trois systèmes de deux points con- 
jugues, situes suj' une meme droite^ sont tels, (jiie (jiialre de ces 
points, pris dans les trois systèmes, aient un rapport anliarmo- 
nique égal à celui des cjuatre points qui leur soJit conjugués, nous 
dirons que les six jwmts sont en involutioJi. 

Ainsi, soient <7, a! \ Z>, h' et c, c! les trois systèmes de deux 
points qui se correspondent ou sont conjugués deux à deux, sa- 
voirs et a' , b et c et c'; si un rapport anharmonique de quatre 
de ces points, tels que a, />, c et c', est égal à celui des quatre 
points conjugués a' , Z>', c' et c, ces six points seront dits en inoo- 
liition . 

189 . Quajid six points conjugués deux à deux soiit en iiwolu- 
don, de quelque manière quoii en prenne quatre appartenant aux 
trois couples, leur rapport anharmonique sera toujours égal à 
celui de leurs conjugués. 

Soient les trois couples de points conjugués a, a'; b, V etc, c'; 
il faut démontrer que, si le rapport anharmonique de quatre de ces 
points, tels que <7, b^ c, c', est égal à celui des points conjugués 
respectifs c/, U j c', c, il en sera de même pour tout autre sys- 
tème de quatre points, pris dans les trois couples, comparés à 
leurs conjugués. 

On formera un autre système de quatre points en changeant soit 
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Fun des points c, c' en d ou V ^ soit l’un des points <7, h en son 
conjugué. 

1 ° Si l’on change c' en a', on aura le système n, c, «' comparé 
à a J Z/, c', a. Je dis que les rapports anharmoniques de ces deux 
systèmes de quatre points sont égaux. En effet, les deux systèmes 

ùf c\ c' ; a\ b\ c\ c, 

ayant leurs rapports anharmoniques égaux, on a 

c' r ^ hc cc' ^ b'r' 
c a * b a ca' * b' a' ^ 

et, en introduisant dans les deux membres le segment a à la 
place du segment e'e, 

a'c hc oc b'c 

a' a * ha an' " b' a' ’ 

équation qui prouve que les quatre points a y h y e, a! ont leur 
rapport anharmonique égal à celui de leurs conjugués a' y //, 
c', a. 

2 ” Si l’on change l’iin des deux points a y b en son conjugué, 
par exemple b en //, on aura les deux systèmes <7, U y e, d et ti' y by 
d, C’y je dis que leurs rapports anharmoniques sont égaux. En 
effet, l’égalité des rapports anharmoniques des deux systèmes 
üy hy Cy c' ct Cl! y U y d y C s’cxprimc par l’équation 

ca ^ c’ a c'a' en' 

ch * c' b c' b ch' 

Or on peut écrire 

CCI d (t c'a' en' 

cb' * c b' c'b * eu ’ 

et, sous cette forme, l’équation exprime que les quatre points 
ciy y y Cy c' Ont Icur rapport anharmonique égal à celui des quatre 
a! y by d y C. Le théorème est donc démontré. 

190. Quand trois sjslemes de deux points conjugués a, a\ 
h y y et Cy d sont en involutioiiy il existe entre ces points les sept 
éejuations suivantes ] et, réciprocjuement, chacune de ces équations 
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exprime Vinvolution et comporte les six autres : 

ab. nb' a'b.a^b' 

ac, ac' a'c,a!d ^ 

hc.bc' b'c.l/c' 

ba . ba' b' a . b' a' ’ 

ca.ca' c'a. c'a' 

cb .cb' c'b.c’b'^ 

i ah' .bc' .ca' - — a' b. b' c. c'a, 

] ab' .bc .c' a' zrr- — a'b.b'c' .ca, 

^ ^ \ ah . b'c ' . en zr~ — a b' .hc, c'a, 

[ ab . b'c .c'a' : — a'b'.bc'.ca. 

En efl'et, chacune de ces équations peut s’écrire de inanicre à ex- 
primer que le rapport anharrnonique de quatre des six points est 
égal à celui des quatre points conjugués. Or cette égalité a lieu, 
puisque, par hypothèse, les six points sont en involulion. Donc les 
équations sont vraies. 

Réciproquement, chacune de ces équations exprime, en vertu de 
cette égalité des rapports anharnioniques, que les six points sont 
en involution (188), et, conséquemment, comporte les six autres, 
d’après le théorème ( 189). Donc, etc. 

191. Première T'emarc/ ne. — Chacune des équations [a) s’écrit 
de deux manières, sous forme d’égalité de deux rapports anhar- 
moniques, et chacune des équations (h) de trois manières. 

Ainsi, la première des équations [a) s’écrit 

ab ^ a'b a!b' ^ ab' 
ac * a' c a'c' * ac’ 

ce qui exprime que les quatre points a, h y c, d ont leur rapport 
anharrnonique égal à celui de leurs conjugués a! y U y c' y a ; ou bien 

ab . ^ n'b' ^ ab' 
ac’ * a'c' ac * ac ^ 

ce qui exprime que les quatre points «, by c', a' ont leur rapport 
anharrnonique égal à celui de leurs conjugués a', c, a. 

Pour les équations (Z»), prenons la seconde, 

ab' . hc.c a'— — a' b. b'c' .ca. 
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et introduisons dans les deux membres le facteur ac^ \ réquation 
pourra s’écrire 

a^a ^ va an' ^ c' d' 
a’ b * cb a b' * c' b' 

ce qui exprime que les quatre points a, h, c, a ont leur rapport 
anharmonique ég-al à celui des quatre a! y V , c', a. 

Pareillement, en introduisant le facteur dans l’équation, on 
l’écrit de manière à exprimer que les quatre points a, h, c, U ont 
leur rapport anharmonique égal à celui de leurs conjugués a' y //, 

Et enfin, si l’on introduit le facteur ce', l’équation exprime que 
les quatre points n, //, c, c' ont leur rapport anharmonique égal à 
celui de leurs conjugués a\ h, c', u (’). 

192. Deuxième remarque. — On volt aisément comment se 
forment les équations ((i) entre huit segments. Pour former les 
équations ( /; ) entre six segments, on prend un segment tel que 
ah \ puis le segment compris entre le conjugué h' du point h et un 
des deux points du troisième couple, tel que h' c \ puis le segment 
compris entre le conjugué c' du point c, et le conjugué a' du point 
du premier couple. Le produit de ces trois segments ah .Uc .c' a' 
forme le premier membre de l’équation; et, pour former le second 
membre, il suffit de changer les accents et le signe de ce premier 
produit, c’est-à-dire qu’on ôte les accents aux lettres qui en ont, 
et qu’on en donne aux lettres qui n’en ont pas; on a ainsi 
a'h\hc' ,ca avec le signe — . 

193. Quand deux segments sont placés de manière que l’un se 
trouve en partie sur l’autre, et en partie au dehors, nous dirons 
qu’ils empiètent l’un sur l’autre. 

Quand trois segments aa', bb'y cc' sont en involulion, si V un 


C) Quand on introduit dans l’équation un facteur tel que cc\ ce sont les deux 
points üy b' du segment où n'entrent pas c et c\ dans le premier membre, qui for- 
meront avec c et c' les quatre points qui ont leur rapport anharmonique égal à celui 
de leurs conjugués. Pareillement, quand nous avons introduit le facteur aa\ ce sont 
les deux points c du segment bc où n’entrent pas a et a', dans le premier membre, 
qui ont formé avec a et a' les quatre points qui ont leur rapport anharmonique égal 
à celui de leurs conjugués. 
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(Veux empiète sur un autre, il empiète également sur la troisième. 

En effet, si aa empiète sur Z>//, Fun des points a, sera sur 
le segment ZïZ>' lui-mèrne, et l’autre au dehors; conséquemment les 
deux produits ah. ah' et a' h. a' h' seront de signes différents; 
donc, d’après la première des équations (a), les deux produits 

a c ira~~~ h' c* 

ac.ad et a'c.ac' seront aussi de signes différents ; ce qui prouve 
que l’un des deux points r/., a' est sur le segment cc' et l’autre au 
dehors, ou, en d’autres termes, que le segment aa' empiète surcc'. 

Il suit de là naturellement que, si le segment uia' n’empiète pas 
sur hh' J il iFcmpiétcra pas non plus sur cc' . 


§ IL — Cas particuliers de rinvolution de six points. 

194. Les quatre points a, a', h et Z>' étant donnés, le point c 
peut être pris arbitrairement, et la position de son conjugué c' se 
détermine par l’une dos sept équations (a) et (^). 

L’indétermination du point c donne lien à deux cas particuliers 
dans lesquels les relations d’involution ont lieu entre cinq points 
seulement, au lieu de six : c’est quand le point c est pris à l’infini 
ou bien quand ce point coïncide avec son conjugué c' . 

1 . 

19o. Supposons le point c à l’infini, et appelons O le point con- 
jugué c'; les équations deviennent 

I ab.ah' aO 
a' b. a b' «'o’ 
ba . ba' _ 
b' a. b' a' b'èii' 

Oa.Oa' =Ob.Ob\ 

O a ah' O a' a' b 
O b ba'^ Ob’ b' a 
On ah 

\ Ob' ~Ôb ” ~bâ* 
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Il est facile de vérifier directement que chacune de ces équa- 
tions exprime que le point O forme, avec les deux couples a, et 
b' une involution dans laquelle le conjugué de ce point est à 


O. b b’ a' (» 

l'infini, et que chacune des équations comporte toutes les autres. 
Prenons les trois équations de forme différente 

(i) Oa.Oa'-^ Ob,Ob\ 

/ . On' a' b' 

, , ah .ah' Oa 

a b, a' b' Ôa' 


La première s’écrit 


Ob' 

Ob " O'â'' 


ou, en désignant par O' le point situé à l’infini, 

O a ^ O'a O' a' Oa' 

b b ' b' b ~ b'iÿ * ' 

Cette équation prouve que les quatre points a, h, O, O' ont leur 
rapport anharinonique égal à celui des quatre a', h\ O', O, et, par 
conséquent, que les trois couples a' \ U et O, O' sont en invo- 
lution. 

Il s’ensuit que l’on a 

, O'O O'O , ^ . 

ou, parce que les rapports sont égaux a 1 unité. 


Oa' _a'h' 
O b ba ' 


ce qui est l’équation ( 2 ). 

Pour obtenir l’équation (3), remplaçons dans l’équation (4) le 
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segment O'O, facteur commun aux deux membres, par an'; on a 
a'O ^ bO 

a' a ' bu aa' * b' a' 

Cette équation prouve que les quatre points n, Z>, O, a' ont leur 
rapport anharmonique égal à celui des quatre a', V , O', a. Par 
conséquent, on a cette autre égalité 

ah ^ a' b (J h’ ^ ah* 
a Ô * a'O a' O' ‘ a 0*^ 


ou, parce que le rapport 


a'O' 


est égal à l’unité. 


ah. ah' ri O 

a' b, a' h' a'O^ 


ce qui est l’équation (3). 


196. Autrement . On peut encore déduire les équations l’une de 
l’autre sans se servir des rapports anliarrnoniques. L’équation (i) 
s’écrit 

O a' O b 

ÔT'”Ôa’ 

d’où 


O a' 

Ob' A 0~a' 


Ob_ 
ba ~ Ob 


ou 


Oc^ _ a' b' 
7Î) h ha 


ce qui est l’équation ( 2 ). 

On a pareillement multipliant membre 


membre ces deux équations, 


On' 


a' h .a' h' 


O b. O b' ab.ah' 


• Mais 


Oh .Oh' O a. O a'; 


l’équation se réduit donc à 

Oa ab . ah' 

O a' a'b.ab'^ 


ce qui est l’équation (3). 

Réciproquement, on remonte de l’équation ( 2 ) à l’équation (i); 
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car l'équation ( 2 ) s’écrit 

O a' Oh O y Oh 

â'V Oi/--Oa' ” Oa -Ob' 

d'où 

ou Oa .Oa' sz- O h .0 h' . 

O h' Ou 

Pour conclure l'équation (i) de l’équation (3)^ nous dirons : si 
l'équation (i) n 'avait pas lieu, on pourrait déterminer un point Ü 
satisfaisant à l’équation 

ii a .Lia -= ü. h Al h' . 

Mais de cette équation on conclut 

a h. ah' il a 

a b. a' h' ila'^ 

. Lia O a . 1 • 1 

on a donc ce qui prouve que le point ii n est pas autre 

que le point O. Ainsi, l’équation (i) est une conséquence de l’équa- 
tion (3), et, par conséquent, l’équation ( 2 ) s’ensuit aussi. 

197. L’éq nation fait voir que, si les deux 

points a, a' sont d’un même coté du point O, auquel cas les deux 
segments Oui sont de meme signe, il en est de mémo des deux 
points Z>, et que, si les deux points (é sont situés de part et 
d’autre du point O, il en est de meme encore des deux points h’ . 

D’après cela, si les deux segments aa hU empiètent l’un sur 
l’autre, le point O est nécessairement situé sur la partie qui leur 
est commune, car, s’il était situé au delà des deux segments, 
l’un des deux produits Oa.Oa', Oh. Oh' serait plus grand que 
l’autre. 

Si l’un des deux segments est entièrement sur l’autre, le point O 
est évidemment au delà des deux. 

Enfin, si les deux segments n’ont aucune partie commune, le 
point O est situé entre les deux, car il ne peut être sur l’un des 
deux, parce qu’alors les deux produits n’auraient pas le même 
signe, et il ne peut être au delà des deux segments, parce que l’un 
des produits serait évidemment plus grand que l’autre. 
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198. Supposons que les deux points c, c/, qui forment avec les 
deux systèmes «'et une involution, coïncident en un seul, 
que nous appellerons un point double de V involution ; désignons 
ce point par e\ nos sept équations se réduiront aux quatre sui- 
vantes : 


[d] 


ah 

.ab^ _ 

ne. 



a' h 

. a' b' 

- 

’ 




ne 



ha, 

1 

l,e 



b' a 

. b' a' ~ 

b'e 



al/, 

. bc . ea' 


a' h. 

1/ e .en, 

ah . 

b'e .ea' 

r : 

a' b’ 

. bc .ca, 


Chacune de ces équations exprime que le point e forme avec les 
deux systèmes «, «' et une involution dans laquelle le conju- 
gué de ce point coïncide avec ce point lui-même. La position des 


<1 b e })' n' / 

points qui jouissent de cette propriété est déterminée par chacune 
des quaire équations, lesquelles, étant du second degré, donnent 
deux solutions, c’est-à-dire deux positions du point e. Tl existe 
donc deux points doubles de l’involution. 


199. Le premier de ces deux points restant désigné par e, appe- 
lons y le second; on aura 


Par conséquent. 



ab .al/ 



11 


ne 

= et 

ae 

ae 

a'/ 

a'e 


uf 

df 


Nous donnons le signe — au second membre, parce qu’avec le 
signe les deux points e^ f seraient nécessairement coïncidents, 
ce qui n’a pas lieu. 
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On a de même 

b'e b'J 

Ces relations prouvent que : Les deux points dont chacun coïn- 
cide avec son conjugué divisent harmoniquement chacun des deux 
segments aa', bb'. 

La détermination de ces deux points doubles dépendant d’une 
équation du second degré, ils peuvent être imaginaires ; ce qui a 
lieu quand les deux segments aa'^ hV empiètent l’un sur l’autre, 
comme on l’a vu dans la théorie du rapport harmonique (63). 


200. Réciproquement: Si deux points c, f divisent harmoni- 
quement à la fois deux segments aa', bb', chacun de ces points 
formera avec les deux couples a, a' et b, b' une involution dans 
laquelle ce point sera lui-méme son conjugué. 

En effet, on aura les deux équations 


cf ' 

d’où l’on déduit 


ou 


Il 2 I I 

- et — “7 " 77 

ea ea ej eu eo 

J lV 

ea' eb' ) 

eb — ea eh' — ea' 

ea . eb ea ' . eb' ^ 

_ a’ h’ 

ea.eb ea! .eb'^ 

ah . b' e .ea! =: — a' b ' . be.ea^ 



(65), 


ce qui est rune des équations [d). Donc, etc. 


III. 

201. Le point e peut être à l’infini; alors les équations [d) de- 
viennent 

ab , ah’ ~ a'b ,a!h' ^ 
ha.ha'—b'a,b'a\ 
ab~b'a', ah':=:ha\ 
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cL le second point / se trouve au milieu de chacun des deux seg- 
ments aa* ^ hV . 

On vérifie aisément que les deux couples de points et Z>' 
font une involiition soit avec le point e à l’infini, soit avec le 
point/*, car la première équation, par exemple, s’écrit 

ah ^ nco ah' ^ a' co 
a' b * a' CO ab' ' a:o ^ 

ce qui prouve que les quatre points a, Z>, oo ont leur rapport 
an harmonique égal à celui des quatre points a', Z»', go . Donc 

les deux couples «, a' et hj h' et deux points coïncidents à l’infini 
forment une involution. 

De meme à l’égard du point/; car, puisque af:=^ — a'/*, la 
meme équation se peut écrire 

ab ^ af n' b' ^ a' f 
a b * a'f ab' * af^ 

ce qui prouve que les quatre points a, a' ^ Z>,/’ont leur rapport 
anliarmoniquc égal à celui des quatre a', par consé- 

quent, que les deux couples cij a' et /?, Z>' et deux points coïnci- 
dents en / sont en involution. 

§ III. Propriétés de six points en involution. Point central. 

Points doubles. 

I. - Proposition <^énérale. 

202. Quand six points a, a'; b, b'; c, c' sont en involution, si 
l'on prend deux autres points d, à' formant avec les deux pre- 
miers couples a, a' et b, b' une involution, ces deux memes points 
formeront aussi une involution avec le troisième couple et Vun 
des deux premiers. 

En cfïet, les trois couples a^ \ h, Z>' et c, c' étant en involu- 
tion, les quatre points «, h, c ont leur rapport anharmo- 
nique égal à celui des quatre a', Z»', Z>, c', ce que l’on exprime par 
l’équation 

ah ch a b' ^ c b' 

ab' * cb' a' b ‘ c'b 


Chasles. — Géom, sup. 


9 
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De même, les trois systèmes rt, h y J, d' étant en involu- 

tion, on a 

aO ^ dh a' y ^ W b’ 
a b’ ' db' a' b * d' b 

De ces deux, équations sc déduit la suivante : 

cb db c'y d'y 
'Vb’ 'd’h' 

laquelle prouve que les quatre points Z», Z»', e, d ont leur rapport 
anliarmonique égal à celui des quatre 1/ y Z», c', d' . Donc les trois 
systèmes Z», //; e, c' et dy d* forment une involution. 

c. O. V. 1). 

II. — Point centrale 

203. Le point O déterminé par la relation 
. O a' O b .Ob' 

l'orme avec les deux couples (d et Z>, Z>' une involution dans 
laquelle le conjugué de ce point est à Tinlini (195). Donc, d’après 
le théorème qui vient d’étre démontré, ce point jouit de la meme 
propriété à l’égard des deux couples Z>, 1/ et c, t', et satisl’ait, par 
conséquent, à l’équation 

O b .Ob' - Oc. Oc'. 

On a donc ce théorème général : 

Quand trois sjstenics de deux points sont en involution, il exista 
toujours un certain point dont les distances à deux points conju- 
gués quelconques donnent un produit constant. 

Nous appellerons ce point remarquable le point central de 
l’involution. Ce point ce/ 2 //rfZ formant avec deux quelconques des 
trois couples de points une involution dans laquelle son conjugué 
est à l’infini, il existe entre ce point et deux quelconques des 
trois couples en involution toutes les relations exprimées par les 
équations (c) (195). 


204. Réciproquement ; Quand trois couples de points a, a'; b, 
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b'; c, c/ sont. Liés par les relations 

OfuOa' — Oh.Ob' r. Oc.Oi\ 

ces six points, conjugués deux à deux, sont en i/ivolution. 

Cette réciproque dérive immédiatement de la proposition di- 
recte, car, si le point c' ne formait pas avec les cinq autres n, n', 
l^, y et c une involution, il existerait un autre point c!' qui ferait 
rinvolution, et l’on aurait, à l’égard du point O déterminé par 
l’équation 

O a .On : r Ob ,Obj 


cette seconde relation 


d’où l’on eonclut 


On.Ofé -Oc.Or'\ 


Ocr : Or:\ 


Donc les six points a, aj h, Z>', c, c' sont en involution. 

y/utrernent. Appelons O' le point situé à l’infini; l’équation 
O a ,0 a' = O . Oh' prouve (19o) que les trois couples «, a' ; h^ h' et 
O, O'sonten involution. Pareillement, l’équation 0^.0 a' =:z Oc. ( )e' 
exprime que les trois couples n, a' \ c, c' et O, O' forment une in- 
volution. Donc, d’après le théorème ( 202 ), les trois couples a' \ 
/?, h' etc, c' forment une involution. c. o. f. n. 

Autrement, L'équation O a A) a' - ^ O h . O b' donne (J 90) 

On a b 
O b' ~~ b' a' 

l^’équation Oh .Oh' Oc ,0c' donne pareillement 

Ob' h' c 
Oc' c b"* 

et l’équation O c , O c = O « . O a' 

Oc' __ c'a' 

On ne 

Multipliant ces trois équations membre à membre, on a 
nb . b'c . c'a -- — a' b ' . bc' , en ; 


9 - 



32 


TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. — CHAPITRE IX. 


équation qui prouve que les six points a, a'; b' et c, sont en 
involution. c. q. f. n. 

On peut aussi déduire des égalités proposées les équations d’in- 
volution à huit segments. 

En clTel, on a 



Oa ah 

Ob' b' a 

O a 

d'où 

On 

nb . n}> 


6b~Ob' 

a' h , a' b' 

Pareillement , 

Ôa^^ 

ne . ne' 


o77o? 

aU' . a ' c 

Or 

Ob.Ob' 

O 

O 

1 ! 

on en conclut donc 

ah ,ah' 

ne . ad 


a' b, a' b* 



ce qui est une des équations [a) à Juiit segments (190). 

205. Ohsejvaiion. — f^a propriété du point central (203) carac- 
térise d’une manière très-simple le système de six points en invo- 
lution. Toutefois, cette propriété ne me paraît pas être la plus 
propre à définir l’involution, parce qu’elle repose sur la considé- 
ration d’un point étranger au système des six points dont il faut 
exprimer les relations mutuelles , tandis que, par la notion du rap- 
port anharmonique, on exprime immédiatement ces relations, en 
ne considérant que les six points cux-inémcs. Une autre raison 
peut nous porter à écarter la définition résultante de la propriété 
du point central : c’est que cette propriété est rarement celle qui 
donne lieu aux applications de la théorie de l’involution, applica- 
tions qui se présenteront fréquemment dans la recherche des pro- 
priétés des figures rectilignes, et surtout dans la théorie des sec- 
tions coniques. 

206. Si sur deux segments aa', bb' on décrit deux circonfé- 
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rences de cercle quelconques, leur corde commune passera tou- 
jours par le point central O. 

En efTcl, soit g l’im des points d’intersection de ces deux cir- 
conférences; je dis que la droite passe par leur second point 
d’intersection, car, si l’on désigne par g^ et g" les points où cette 
droite rencontre les deux circonférences, on aura 

O 0^*'— Ort . Ort' et Og .0 g" — Ob .Ob' , 

Or 

Oa.Oa' =:0b.0b' , 

donc 

c’est-à-dire que les deux points g' g'' coïncident. Donc, etc. 
i207. 11 suit de là que : 

Si sur trois segments en in\>olation on décrit trois circonfé- 
rences de cercle passant par un même poijit quelcojique, ces cir- 
conférences passeront toutes trois par un second point, et leur 
corde commune passera par le point central de V involution. 

208. On conclut encore que : 

Les circonférences décrites sur trois segments en involution 
pris pour diamètres passent toutes trois par deux memes points. 

En effet, les cordes communes à ces circonférences prises deux 
à deux passent toutes trois par le point central (206), mais elles 
sont perpendiculaires à la droite sur laquelle sont situés les trois 
segments; donc elles coïncident. Donc, etc. 

209. Les points d’intersection des trois circonférences peuvent 
être imaginaires, ce qui aura lieu si les segments n’empiètent pas 
l’iin sur l’autre; on dit alors qu’elles ont le meme axe radical. 

Ou bien, si l’on veut spécifier ce cas par une propriété qui lui 
est propre, on dira que : 

Les tangentes menées du point central aux trois circonférences 
sont de même longueur. 
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210. Quand les trois circonférences décrites sur les trois seg- 
ments hh\ cc' comme diamètres se coupent, les droites 

menées d’un des points d’intersection aux extrémités de chaque 
segment sont rectangulaires; on peut donc dire que : 

Quand trois segments en ligne droite forment une moolution, 
il existe deux points irréels ou imaginaires) de chacun desquels 
on voit les trois segmeîits sous des angles droits. 

D’où il suit, réciproquement, que : 

Si un angle droit tourne autour de son sommet, les segments 
(fuil intercepte sur une droite fixe, dans trois quelconques de ses 
positions, ont leurs extrémités en inoolution, 

III. - Points doubles. 

211. Considérons maintenant les deux points e, dont chacun 
forme avec les quatre <7, a' et />, h' une involution de cinq points 
dans laquelle ce point e ou y coïncide avec son conjugué (198). 
D’après la proposition (202), ces deux points jouissent de la meme 
propriété à l’égard des deux systèmes h' et e, d . Donc ils di- 
^ isent harmoniquement à la fois les trois segments aa', hU ^ cc' (199). 
On a donc ce théorème : 

Quand trois systèmes de deux points a, a'; b, h' et c, c' sont 
en inv'olutioti, il existe deux points [réels ou imaginaires) qui 
dimsent harmoniquement les trois segments aa', bh', cc'. 

Nous avons appelé ces deux points, dont la considération sera 
souvent utile, les points doubles de l’involution (198). 

Il existe entre chacun de; ces points et deux quelconques des 
trois couples de points en involution toutes les relations exprimées 
par les équations [d) (198), et chacune de ces équations pourra 
servir pour déterminer les deux points en question. 

212. Les deux points doubles sont de part et d'autre et à égale 
distance du point central. 

En effet, le point e formant une involution avec les quatre a, a' 
et Z)', on a 

Oa.Od^ .01,01/ ^Oe] 
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et pareillement à l’égard du point f , donc 

0^'- Oj\ Oe -Of. 

H est clair qu’il faut prendre le signe — , puisque avec le signe -{- 
les deux points e, f se confondraient. Les deux points sont donc, 
de part et d’autre du point O, a égale distance de ce point. 

La relation Oe O à, O a' montre que ces deux points seront 
imaginaires quand le point O se trouvera sur les segments na\ 
hh' , ce qui a lieu quand ces deux segments empiètent l’un sur 
l’autre [191). 

Au contraire, les deux points doubles sont réels quand deux 
segments sont compris l’iin sur l’autre ou n’ont aucune partie com- 
mune. 

213. Les points (louhles de l dn^oliition à laquelle appnrtiennejii 
les deux couples de points conjugués a, et b, h' forment une 
iiwolution de six points av^ec les deux couples a, b' et a', b. 

En clfet, on a les deux équations 

ea.eb' ah' fa .fb' ni/ , .ç.qs 

en ' . eb ~ " ' a' b ’ J\7f/b ~~ ~ é' b 

Donc 

ca.cb' fa yfi> 
ea' .cl) fà .fl)'' 

ce qui exprime que les trois segments ah\ n'h et sont en invo- 
lution. 

yiutremenL. Les deux points <?, f divisent barmoniqucmenl 
cbaciin des deux segments e/a', hb\ de sorte que l’on a 

ae a'c bc b'e 

'br"~ h'f 

Donc 

ac ^ ne b'f ^ bf 
''</ "ÿ b'e' be^ 

ce qui prouve que les quatre points a, a', a, f ont leur rapport 
anliarmonique égal à celui des quatre points hj g. Donc les 
trois couples a, h'\ a!, h et e, / forment une involution. 

c. Q. I. n- 
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Ce que nous disons des deux segments ah\ a! h s’entend des 
deux ah J de sorte que les deux points e, f appartiennent, 

comme points conjugués, à deux involutions differentes, dans cha- 
cune desquelles les quatre autres points sont a, a\ Z>, Z>', mais ac- 
couplés dilTéremmcnt. 


§ IV. — Construction du point central, des deux, points doubles 
et du sixième point d’une involution. 

214. Deux systèmes de points conjugués a! et />, U suffisent 
pour déterminer le point central et les deux points doubles d’une 
involution (203, 211). 


I. — Construction du point central. 


Si les deux segments aol hU empiètent l’un sur l’autre, on 
pourra décrire sur ces segments comme diamètres deux cercles 
dont la corde commune déterminera le point central (206). 

Si les deux segments n’empiètent pas l’un sur l’autre, on mènera 
par un meme point quelconque g, pris au dehors de la droite 
deux cercles ayant pour cordes respectives les deux segments 
hV . Ces deux cercles se couperont en un second point g\ et la 
droite déterminera sur ah un point O qui sera le point central, 
car on aura 

Og'. Og' -- Oa.O^' - Olf,Oh', 


Autrement. Le point O est déterminé pur l’équation 


O a al) 
idh ba' 


(195). 


Pari conséquent, si l’on mène par les points a et deux droites 
parallèles «a, h^, égales respectivement aux deux segments ah\ 
ho!., la droite «0 qui joindra leurs extrémités déterminera le 
point O. 

Les deux segments aa, h^ seront pris dans le même sens ou en 
sens contraires selon que les deux aV , ha!., auxquels ils sont égaux, 
seront eux-mêmes dans le même sens ou en sens contraires. 

Cette construction est toujours praticable, quelle que soit la 
position relative des deux segments aa!, hU . 
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215. Segments relA-Tifs au point central. — De l’équation 

Oa ah' 1/1 . 

“T = 7— 7 on déduit 


Donc 


Oa __ ah' 

Oh — Oa ba' — ab' 


O a ah' 

ab ba' 4- h'a 


ah .ah' 
ab' -A~ a! b 


et, en appelant a, ê les milieux des deux segments aa\ hh' ^ 


Pareillement 


On a 


donc 


aO 


ab . ah' 


a'O : 


a b . a' h' 
2 «6 


^ aO^a'O 
aO — : 


aO: 


ab .ab' 4 - a'h .a'V 


4 aë 


Ces expressions de a O et «0 permettent de supposer les deux 
points y imaginaires. Nous donnerons plus loin (223) une 
construction du point O qui s’applique au cas où les deux points 
d sont aussi imaginaires. 


II. — Construction des deux points doubles. 

216. Nous avons vu (211) que les deux points doubles se 
peuvent déterminer par chacune des équations [ci) (198). La pre- 
mière donne 

fle _ ^ sjab.ah' 

Il s’agit donc de diviser le segment aci en raison donnée. On 
mènera par les points ci deux droites parallèles àk^ dH, égales 
respectivement à sJab.aU et \Jdb,db'\ la droite qui joindra 
leurs extrémités marquera le point e, et, si l’on prend dh" égale 
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à mais en sens contraire, la droite AA'' marquera le point /. 

Pour déterminer les longueurs des deux lignes «A, a' A', il suffira 
de décrire sur le segment AA' comme diamètre une circonférence 
de cercle et de mener par les points r/, a! soit les tangentes à cette 
circonférence, soit scs demi-cordes perpendiculaires au dia- 
mètre AA'. 

Si les deux segments W, AA' empiètent l’un sur l’aulrc, l’un 
des deux produits ab.ab\ aîh.aiy est négatif, et l’expression 

de imaginaire: la construclion n’a plus lieu, et les deux points 
a'e ^ ^ ^ 

cliercliés sont imaginaires. 

Dans tous les autres cas, meme quand un des segments AA' ou 
tous les deux sont imaginaires, les deux j)oints e,y’sont réels. 

yiutrenicnt. Par un point g pris arbitrairement, on mènera 
deux cercles ayant pour cordes respectives les deux segments ah' . 
a' h. Ces deux cercles se couperont en un second point g'. Par le 
même point g on fera passer deux autres cercles ayant pour cordes 
les deux segments ab, a'b'^ lesquels se couperont en un autre 
point g" . Le cercle mené par les trois points gy g' y g" passera par 
les deux points cliercliés e^f. 

En effet, les trois segments ^A', a' h cl ef sonl en involulion (213). 
11 s’ensuit que le cercle mené par le point g cl ayant pour corde le 
segment passe par le point d’intersection g^ des cercles qui ont 
pour cordes les deux segments aA', a' b (207). Pareillement, ce 
cercle passe parle point g". Donc, etc. 

Si le cercle déterminé par les trois points gy g' y g" ne rencontre 
jias la droite aby les deux points doubles seront iuinginaircs. 

AiUrerncmt. Sur les deux segments ab' a' b comme diamètres 
on décrira deux circonférences, et sur les deux segments nA, a' b' 
deux autres circonférences; par les points d’intersection de ces 
deux-ci et les points d’intersection des deux premières on fera 
passer une circonférence, laquelle déterminera les deux points e,/. 
Cela résulte de ce que les trois segments ab' y a' b et ef sont en in- 
volution, ainsi que les trois «A, a! b' et ej'. 

217. Remarque , — Quand les deux points doubles sont ima- 
ginaires, il existe une certaine différence entre cette dernière 
construction et la précédente. Dans celle-ci, le cercle qui déter- 
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mine les deux points cherchés est toujours constructible; mais il 
peut ne pas rencontrer la droite aa! ^ ce qui arrive quand ces poinls 
sont imaginaires. Dans la seconde construction, le cercle qui doil 
déterminer ces deux points cesse d’clre constructible quand ils 
sont imaginaires. 


218. Segments belatifs aux points doubles. — Après que Fou 
a construit le point central, on peut déterminer les points doubles 
})ar les expressions 

Oc — zh y/O/ï .Or/% 

O c ziz \/ O Ci — ur/ , 


qui permettent de supposer les deux couples de poinls n, ci et Z>, h' 
imaginaires. 

I^a première donne, en vertu des expressions de O a cl 

Or/ (215), 

sjab »ab' .a' b .a b’ 

Oe: Hz , 

et par eonséqucni 


ef ” 


sjab . ab ' . a' b , a' 1/ 

1^' 


On a ae r_- aO — eO, ou, d’après les expressions de aO et eO, 

(th .ab' a h ,ci h' Jab .ab' .a' b .n b' 

ac , zz: 

4 «G ?. «6 

Les deux signes dz répondent aux deux points doubles e, J. 

Cette expression de eue montre que ces deux points sont réels 
quand le produit ah ,nU ,n!h ,fi'U est positif, et l’on reconnaît ai- 
sément que cela a toujours lieu quand les deux segments na', hh' 
sont l’un entièrement sur l’autre ou l’un au delà de l’autre, el 
qu’au contraire le produit est toujours négatif quand les deux seg- 
ments empiètent l’un sur l’autre. 

L’expression de a e se met sous la forme plus simple 
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On peut y supposer les deux points h' imaginaires, parce que 
les produits ab.ab', a^b.a'U cl le point G, milieu du segment bV y 
sont toujours réels. 

Nous donnerons plus loin (228, coroll. I) une relation qui peut 
servir à déterminer les deux points doubles dans le cas où les seg- 
ments aa! y bV sont tous deux imaginaires. 

On a semblablement pour êe l’expression 

^ (sJba.baiI^sJb'a.b'a'Y 

Nous écrivons qz, parce qu’on doit avoir entre les trois points a, 
O et e la relation ae 4- eo H- êa = o, qui se trouve ainsi satisfaite. 
Le rapport des deux segments est 

ae {^sjab .ab' zïzsja b .nb'y 

[\Jba.ba' zpsjb'a.b' a' Ÿ 


Il peut prendre une forme plus simple. Qu’on chasse les radicaux 
dans le numérateur, en multipliant les deux termes par 

( \jab .ab' zç: sJ a' b ,a' b')^ ; 

on obtient 


ue _ [ab^ab' — a b. a* b' Y 

\_[(ib -H a'b') sJ ah' .a' b qp; [a' b -I- ab') yjab .a' h' Y 


Or, d’une part, 


d’où 


ah .ah' 
2 «6 


~ aO 


et 


a b .a' b’ 
2«& 


aO (215), 


ah .ab' — a b .n'b' -- 2aS(aO — «'O) ~ 2 «S. «a' , 


et, d’autre part, 

ab -f- a! b' -r- 2aS et a' b -f- ab' 2 a5 (5). 
11 vient donc 

2 

ae aa' 

[sj cib' . a' b -iç. Y ab , a' b' f 

, , , . . ae ,, , v.f 

L un des signes convient au rapport et l autre a ~ • 
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III. — Construction du sixième, point une involution, 

219. Soient Uy a' et by b' deux couples de points conjugués et c 
un cinquième point d’une involution dont on veut trouver le 
sixième point c'. Par un point ^ pris arbitrairement, on fera passer 
deux circonférences de cercle ayant pour cordes respectives les 
deux segments aa\ bV \ elles se rencontreront en un second 
point ^ y et la circonférence menée par les trois points ^ et c 
coupera la droite abc en un second point d qui sera le sixième 
point de l’involution (207). 

Cette construction subsiste quand l’un des segments aa! y bU ou 
tous deux sont imaginaires, parce que l’on peut mener par un point 
donné un cercle qui ait pour points d’intersection imaginaires 
avec une droite deux points imaginaires déterminés par leurs élé- 
ments (92), ainsi que nous le verrons dans la théorie des cercles. 

Autrement, Après qu’on a déterminé le point central O, on 
peut prendre 


Cette formule s’applique d’elle-méme au cas où les couples de 
points a, a' et b y sont imaginaires. 

Nous donnerons plus loin (Chap. Xlll) une construction géné- 
rale indépendante du point central et dans laquelle on n’a à déter- 
miner que des centres de moyennes harmoniques relatifs à deux 
points, ce qui se fait par une même construction, soit que ces 
points soient réels ou imaginaires (81). 


§ V. — Relation entre six points en involution, dans laquelle entre 
un point arbitraire. 

220. Lemme. — Etant pris sur une droite trois segments fixes 
quelconqiies aa', bb', cc', dont les milieux sont a, ê, y, et un point 
m, la fonction 

ma,md -t- mb ,mb ^ -h mc,mc 
a toujours la même valeur, quel que soit ce point. 
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En effet, soit M un autre point; on a 

ma M/w, ma' “ 'Ma — M//z , 


et 


ma . ma' - M « . M - 2 IM a . M m - 1- M m . 


Pareillemenl, 

mb.mb' — MhMb' — 2IMS.M/// 'v-Mm\ 

me . aie jM e . INf e' - - 2 M 7 . M ai -I- M m . 

Multipliant ees trois équations respectivement par Sy, ya et ao, 
puis les ajoutant membre à membre et observant que l’on a les 
deux identités 

07 -h y CK -h ao r__: o, 

M a . ^7 H- Mo. yj. h M 7 . aC ™ o, 

la première entre les trois points a, y et la seconde entre les 
quatre a, y et M, on obtient l’équation 

ma^aia' . Çy 4- aih . aih' . 7a -h aie . aie ' . a/> 

“ M a . M rt' . ^7 -f- M />> . M l) . 7a -H M e . M (/ . a^, 


ce qui démontre le lemmc énoncé ( ' ). 


221 . Quand six points a, a'; b, b'; c, 0 ', conjugués deux à deux, 
sont en involiUion, si L’on prend un point m quelconque sur la 
même droite, on aura toujours, en appelant a, ê, y les milieux 
des trois segments aa', bl/, ce', l'équation 

ï ) aia . ma' .^jy mb . mh' . 7a -+- me . me' . «Ç „ o, 

dans laquelle on observe la règle générale des signes. 


(‘) En supposant que les trois points n\ b', c' coïncident respectivement avec les 
points a, b, c, on en conclut la relation suivante entre quatre points n, c, m en 
ligne droite, savoir 

— 2 — 2 — 2 

ma ,hc 4- mb ,ca 7 nc ,ab ab.be. ca 0. 

Mais on verra que cette relation n’est qu’un cas particulier, de même que l’identité 
ma.be mh .ca 4- me. ah 0, dont nous avons fait souvent usage, de théorèmes re- 
latifs à un nombre quelconque de points (Chap. XVI). 
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En effet, d’après le lemme, la fonction qui forme le premier 
membre de celte équation a une valeur constante, quelle que soit 
la position du point m. Or cette valeur est nulle quand ce point 
coïncide avec le point central, parce que, les trois produits /na./na', 
mc*mc* étant alors égaux, la fonction devient 

ma . tua' ( Çy -4- ya 4- ) , 

quantité nulle à cause de l’identité ao -H oy 4- ya = o. 

Le théorème est donc démontré. 

Autreiiient. Soient ^?,yies points doubles de l’involution. Ces 
deux points divisant harmoniquement cliacun des trois segments 
/m', hh' et cd (211 ), on a les relations 

ma ma! -h me . mf v-r 2 m a . m O, 
mb . md 4- me . mf ^2 m ê . m O, 
me . ttic 4 - me . mf -:r imy ,mO ( TO ) . 

Multipliant ces équations respectivement par Gy, ya, ao et les 
ajoutant membre à membre, en observant que l’on a, comme ci- 
(Icssus, les deux équations 

^y 4* y« 4- (/fj — o, 
m « . Çy -f- m <5 . ya -H m y . «C r_- o, 

on obtient 


ma . ma ' . Sy \- mb , mb' . y« me . md . aÜ n- o. 


C. Q. F. U. 

CouoLLAïuK. — Si les deux points b, b' coïncident avec le point 
double e et les deux points c, d avec le second point double f, 
V équation devient 

( 2 ) ma , ma ' , ef 4 - me.f 7 . 4- mf, a e " o . 

C’est la relation entre deux couples de points a, a' et e, f en rap- 
port harmonique, qui a déjà été démontrée différemment (71). 

222. Equation relative au point central. — Si dans la rela- 
tion générale (i) suppose que le point d soit à l’infini, auquel 
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cas le point c sera le point central O, Féquation devient 
(3) ma .ma' — mb ,ml/ 7.0^^ ,mO ~ O, 

En effet, divisant l’équation générale par êy, on a 


- va me 

ma,ma ~\~ mb ,mb ~ — f- me aÇ ~ o. 




Or 




6 e -i~ 6 c' 


me 2 \ me ma J 


et, le point d étant à l’infîni, y est aussi à l’infini, et l’on a 




6y Çy 


av 6 c 6 e' 

-r, — ;=:0, 

me me 


ÎL^'. 

me' 9. 


Par conséquent, Féquation générale devient 


ma. ma ! — mh ,mb' -\~ 2aÇ.mO — o. 


On a donc ce théorème : 

Etant pi'is sur une droite deux segments aa', bb', ainsi que leur 
point central O déterminé par l' équation 

O a . Oa' Ob.Ob' , 

et leurs points milieux G, on a, pour un point quelconque in 
de la droite, la relation 

ma . ma' — mb . mb' -f- 2 aS . w O ~ o. 


Autrement. Soient e, / les deux points doubles; leur milieu 
est le point central O, de sorte qu’on a les deux équations 

me . rnf -4- ma . ma' — 2 m a . /w O, 
me.mf-\-mb,mb':=:7m6,mO (70), 

qui, retranchées l’une de l’autre membre à membre, donnent 
ma, ma! — mb.mb' :=^ 2 6a,mO. 


c. Q. F. D. 
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CoKOLLAiRE. — Si le point m coïncide avec le point il vient 


( 4 ) 


nb»ah' 

aO 


= 2a^, 


comme on l’a déjà trouvé directement (215). 


223. Construction du point central. — La formule (3) peut 
servir pour construire le point central d’une involution déterminée 
par deux segments aa', hU \ et la construction s’applique au cas 
où les deux segments sont imaginaires, comme il pourrait arriver 
s’ils provenaient des intersections d’une droite par deux cercles 
ou deux sections coniques, car les produits ma^md et mb .inU 
restent réels, ainsi que les points milieux a, S des deux segments. 

Quand les points «, d ou U sont réels, on peut placer le 
point ni en l’iin de ces points et se servir de la formule (4)« 


§ VI. — Manières d’exprimer l’involution par les éléments ou les équa- 
tions des trois couples de points. 

224. L’équation (i) s’écrit 

ma . md ( m — m y ) -h mb . mb’ ( m y — a ) me . md ( m a — m S ) = o . 

Supposons que les trois couples a, d\ h, U et c, c' (réels ou 
imaginaires) soient représentés respectivement par les trois équa- 
tions 

-f - b “ o, 
r- -l- A'.r B' r—: O, 

(91), 

de sorte que l’on ait 

A , . 

î ma . ma B , .... 

2 

la condition d’involution s’exprimera par la relation suivante 
entre les six coefficients A, B, ... : 

(a) B ( A' - A") -4- B' (A" — A) H- B" ( A -- A') rr: o. 

225. On peut substituer à cette relation unique trois équations 

Chasles. — Gêom, sup. lO 
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renfermant deux coefficients indéterminés, savoir 

JJ _f_ V — ~ O, 

B' -f- V — A'). = O, 

B" V — A'O. — O, 

car ces équations expriment (97) que les deux points de chaque 
couple sont conjugués harmoniques par rapport à deux points fixes 
déterminés par l’équation 

H- O.'kx -4- V zn O, 

lesquels seront les points doubles de rinvolution. 

Et, du reste, en éliminant v et X dans les trois équations, on 
trouve l’équation (a). 


226. Si les équations des deux premiers couples de points con- 
jugués sont 

x^-f-A.r -}- B --0, 

.r2_}-A'.r-h B':^-:0, 


celle du troisième couple sera de la forme 

(./;2 -I- \x B) -f- 4- Mæ 4- B' ) rr. o, 


c’est-à-dire que les coefficients de l’équation du 
seront 


A" 


A'_À 
>4-1 “ 


et 


B"=: 


B 4- B' À 
> 4- I 


Iroisiènie couple 


En elfet, en éliminant X, on retrouve l’équation (a). 

Autrement. On peut démontrer directement que les trois équa- 
tions représentent trois couples de points en involution. Appe- 
lons Cl, ci'.^ Z>, Z>' et c, c' les distances de ces points à l’origine com- 
mune ; on a 

-H A.r "4 B — (or — «)(.r 
4- A'x 4- B' ==; (j: — 

et l’équation du troisième couple devient 

(x — a){x— a') 4- X(.r-— i)(.r — — o 

OU 

— à){x — 0*) 


- X. 
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Or, c et c' étant les racines de cette équation, on a 

{c~ a) {r — n' ) __ (r' — a){r — a ) __ _ 

( 6- ^ J ( i * 

OU, en représentant maintenant par les mêmes lettres n, n', ... 
les points dont ces lettres expriment les distances à l’origine com- 
mune, 

ca . ca' c'a . c' a' 
cb .ch' ch.c'h' 

Celte équation prouve que les trois couples de points sont en 
involution. Donc, etc. 

§ VII. — Relations où entrent les points milieux des trois segments 

aa’y bb\ cc\ 

1 . 

227. Il existe entre trois couples de points en involulion a, a'; 
b, b' et c, c' et leurs trois points milieux a, Qyy les relations 


ab .ab' 


a' b, a' h' 


ac . ac' 


a' c . a c’ 

«y 

bc . bc' 

e-/ 

b'c.b'c’ 


ha . b a' 

li 

b' a . b' a' 

CV. 

ca . en’ 

T'- 

c'a . c'a' 

ya 

cb . cb' 

-ye’ 

c b .c' b' 

'yÇ 


Pour démontrer ces équations, la première par exemple, suppo- 
sons dans l’équation (i) (22i) que le point m coïncide avec le 
point a \ le premier terme devient nul et l’équation se réduit à 

ab , a b ' , ya. -h ac . ac ' , «S z=: o , 

OU, parce que ysc = — ay, 

ab.ab' aê 

ac tac «y c, Q. F. U. 

Ces équations, remarquables par leur simplicité, donnent im- 
médiatement les sept équations fondamentales (a) et [h) (190). En 


10 . 
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effet, les deux premières, par exemple, qui ont le même second 
membre, donnent la première des équations (a); et, quant aux 
équations (b), qu’on fasse le produit des trois équations de la pre- 
mière colonne multipliées membre à membre, on a 

ah ' . bc ' . ca' 

ac ' , ch ' . ba' ’ 

ce qui est l’une des équations [b). 


II. 


228. On a entre ti'ois segments en insolation aa', bb', cc' et 
leurs points milieux ctj o, y la relation 

ua , Cy -j- . ya -i- y c* . -f* a6 .tty , y 'j. ~ o. 

En effet, prenons l’équation (i) (221), et observons que 
ma .uia :=■ tnoL -- v,a , 


elle devient 


m a . f^y H- ni 6 . y « -4- ni y . «Ç — (aa ,Cy -i- C b . y a -i- yc . aS ) rr: o , 
ou, d’après la /Vote relative à la proposition (220), 

a a .Cy -h C b . ya -H y o . ao -1- aÇ . €y . y « rr:: o . 

Ce qu’il fallait démontrer. 


Corollaire I. — Si les deux points c, d coïncident en V un des 
points doubles e, V équation devient 

aa ^ b o 


ou 


aa' 

ae 



Cette relation peut servir pour déterminer les points doublés d’une 
involution et s’applique au cas où les deux segments aa\ bV sont 
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imaginaires. Dans ce dernier cas, les deux points doubles sont 
toujours réels (216). 

CouoLLÀiRE II. — Si et y ê, y représentent les centres des moyennes 
harmoniques d* un même point n par rapport aux trois segments aa', 
bb' et ce', on aura V équation 

2 2 2 

ot.a êv vc edi 

nirr ™ ~r J ' = O. 

na ni) ne ’ • 

En elFel, en multipliant par g on peut écrire l’équation de 

manière qu’elle ne renferme que des rapports anliarmoniques, car 

le premier terme, par exemple, s’écrit — 

Il en résulte que l’équation sera vraie pour toute position du 
point n si elle l’est pour une seule. Or l’équation est vraie quand 
le point n est à l’infini, car elle se réduit à la précédente, dans la- 
quelle a y s, 7 sont les milieux des trois segments ad y hV et cd . 
Donc l’équation a lieu pour toute position du point /?. 

§ VIII. — Relations diverses. 

I. 

229. Dans chacune des équations où entrent les points mi- 
lieux cty^y y des trois segments ad y bd, cdy on peut remplacer 
ces points par ceux de l’involution Uy dy . , . , au moyen des ex- 
pressions 

ab'~\-db bd b'c cd-\-da . 

«e = ^ , G'/ =-- - -, y« = ^ [5j. 

Les formules (227) deviennent 

a l), ad ad -f- a' b 
ae.ae' 


ua 

. 

( ot. a ^ «7 

na 

■ 

y///z * ny 


Nous aurons à faire usage de ces relations. 
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IL 


230. L’involution de six points étant l’égalité de deux rapports ^ 
anharmoniqiies , on peut l’exprimer par des équations à trois 
termes (51). On trouve que ces équations sont de deux formes 
différentes représentées par les deux équations suivantes, qui ex- 
priment l’égalité des rapports anliarmoniqucs des deux séries de 
quatre points c, d et a', Z>', c', a : 


nh.a'c ah’ .n'c' 


l)C 


ah.n’c na' , h’ c 
ac.àb ah' .a' c' 


On formera toutes les autres équations semblables, soit en rem- 
plaçant chaque lettre par sa conjuguée, soit en remplaçant deux 
lettres conjuguées par deux autres lettres conjuguées, et vice versci. 


UT. 

231. La formule à trois termes où entre un point arbitraire par 
laquelle on exprime l égalité des rapports anharmoniques de deux 
séries de quatre points (52) donne aussi des relations entre six 
points en involution. Prenons l’équation 

ca 1 U 

, ocl, ma H — ^ cia . mb ~\ — -- - ah . ??icr o, 

c'a ch c’cl' ^ 

et supposons que les points J, d ' coïncident avec les deux c' et c 

respectivement; l’équation devient 

^ L f r ^ , 1, 1 

-, r bc . ma -t- - ~ c a mh' — ah ,mc ~ o. 
c a' c b 

Elle exprime que les trois couples de points «, a! \ h, V et c, d 
sont en involution. 

En faisant coïncider les points rf, cZ'avec Z»' et h respectivement, 
on a cette équation différente : 
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Si l’on suppose dans ces équations le point m à l’infini, elles de- 
viennent 


ca ch 

-7—7 bc H — 777 c a — ah zinÇi 
c a ch 


ca 

c'a' 


C h ch 


O, 


IV. 


232. Que dans l’équation 


uÿj é’y -{- ya — O ou 


Qy 


uy 

ué 


r 


on remplace les deux rapports - - , par les expressions précé- 
dentes (227), on aura 


hc . hc' 
ha . ha' 


ae.ae' 

nb,ah' 


, ac,ac 

ou ah — 

ah' 


hc,hc' 

ha' 


On formera des expressions semblables de ah' y hc, . . . par la per- 
mutation des lettres. 


Y. 

233. Observation générale. — On peut supposer, dans toutes 
les formules précédentes, que deux points conjugués, tels que c 
et é y coïncident cl forment un point double, et de meme à l’égard 
d’un second couple de points conjugués. On obtiendra diverses 
relations qu’il nous suffit d’indiquer sans les reproduire ici. 


(‘) On peut encore déduire cette équation de l’identité entre les quatre points r/, 
c, O, savoir 


ab.cO ac.Ob 4- = o, 


dans laquelle il suffît de remplacer les rapports - 


Ob Ort 
bc’ Oc 


par leurs valeurs 


b& ac' 
cb' ’ ca! 


(195). 
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§ IX. — Relations où entrent deux points arbitraires. 

234. Reprenons l’équation (i), (221 ) sous la forme 

ma, ma mh.mh' «y 

me, me' me, me' aô 

Soit n le point situé à l’infini; on l’introduit dans l’équation de la 
manière suivante : 



Tous les facteurs étant des rapports anliarmoniqiics, on en conclut 
que l’équation a lieu quelle que soit la position du point 7i à dis- 
tance finie ; seulement alors le point a n’est plus le milieu du seg- 
ment aa', mais bien le point conjugué harmonique du point n par 
rapport aux deux points a, a'; et de même des points 6 et y, 

J/équation peut s’écrire 

ma, ma! mh ,mh' me. me' 

7 57 ./2 a H ; rr 7a. H 7- “ o. 

na,na' no, nu' ne, ne 

Cette équation exprime donc l’involution de six points au moyen 
de deux points arbitraires m et n. 

Corollaire. — Si le point m coïncide avec a, on a L'équation 
suivante, qui exprime l'involution au moyen d*un seul point ar- 
bitraire : 

ah, ah' ^ ae.ae vZ n^i 
nb ,nb' * ne, ne' (Ay ' ny 

On donne aux équations une expression plus simple en y intro- 
duisant les points milieux des trois segments aa\ hV , cd , Soient a ^ , 
êi et y s ces trois points ; on aura 


/za.«a| = ... (74*), 



et il vient 
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,67 t 7 » / «s 

jna»ma mh,mo me, me — ~ o, 

««1 /2 6 | // 7 i 


ah , ah' «6 «ê, 

ae,ae' ay ny^ 

235. Si dans les équations précédentes on suppose le point ni 
à l’infini, elles deviennent 

^y,not. yoL.n^ aê.wy 

na . . nb' /^6• . «c' 

67 7« aê 

j- — 1 — O. 

//«i /^6•i //71 

Ce sont de nouvelles équations avec un seul point arbitraire. 

236. Si dans l’équation générale (234) on suppose le point c 
à l’infini, le point c devient le point central O, et on a l’équation 

ma, ma' mb,mh' fnO ^ 

by .nu -1 ;; 77- 7a . /Z Ç H a6 . /i 7 ™ o ; 

na.na' nh,nb ' nO 

a, 6 sont les conjugués harmoniques du point n par rapport aux 
deux segments aa', hh\ et le point y est situé de manière que le 
point O se trouve le milieu du segment ny. 

CorollAihe. — Faisant coïncider le point m a^ec a, et ohser- 
K»ant que ny == 2n0, on a 


ah, ah' a O a6 

nb.nb' «6 av 


237. Il est à remarquer que toutes ces équations à un ou à deux 
points arbitraires s’appliquent d’elles-mêmes aux cas où les points 
en involution sont imaginaires, parce que les deux points de 
chaque couple sont représentés dans les unes et peuvent être rem- 
placés dans les autres par des éléments réels (100). 
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§ X. — Étant donnés deux segments na', bh' et le milieu 7 d’un 
troisième, déterminer celui-ci. 

238. Par un point g pris arbitrairement, on fera passer deux 
cercles qui aient pour cordes respectives les deux segments «a', 
bb' \ ils se rencontreront en un second point Par les deux 
points g, g^ on mènera un cercle qui ait son centre sur la perpen- 
diculaire à la droite ab élevée par le point 7 ; ce cercle déterminera, 
par ses intersections avec la droite ab, les deux points chercJiés c, 
c' (207). S’il ne rencontre pas cette droite, ces points seront ima- 
ginaires. 

Quand les deux segments an!, bU empiètent l’un sur l’autre, la 
construction se simplifie, car il suffit de décrire deux circonfé- 
rences sur ces segments comme diamètres et de mener par leurs 
points de rencontre un cercle qui ait pour centre le point y ; ce 
cercle détermine sur la droite ah les deux points cherchés c, c', 
lesquels, dans ce cas, sont toujours réels. 

239. Expressions du segment yc, — Soit O le point central 
de l’involution ; le segment yc se déterminera par l’équation 

yc* — Oa,Oa\ 

qui dérive de Oa.Oa' ~ Oc. Oc' , 

Quand les deux segments aa' , bU empiètent l’un sur l’autre, le 
produit O a. O a' est négatif et le segment yc se trouve toujours 
réel. 

Mais, quand les deux segments aci! , bU n’empiètent pas l’un sur 
l’autre, le produit O a. O a' est positif, et alors yc est réel ou ima- 
ginaire, selon que l’on a 

Oy ou <^Oa .On' . 

Or, e et y étant les points doubles de l’involution, on a 
Oa .Oa' ^ Oe ~ O/*. 

On peut donc dire que le segment yc est réel ou imaginaire, selon 
que O y est ^ ou Oe, c’est-à-dire selon que le point milieu y 
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esl situé au delà du segment cf ou sur ce segment, entre les deux 
points doubles e^f. En effet, les deux points cherchés c, c' devant 
être conjugués harmoniques par rapport aux deux points doubles e, 
/, leur point milieu y doit être extérieur au segment (^ 1 )- 

Cette construction s’applique d’elle-même au cas où les deux 
segments aa^ et bb' sont imaginaires. 

2 ^ Soit y le point qui forme une involution avec y et les deux 
couples a, a' et ^ Z>'; on aura 

yc zz^yy.yO. 

En effet, on a O y.. O 7 ^ r— O a. Oc/; donc l’expression précédente 
de yc devient 

yc r : Oy - Oy . Oy' — Oy ( Oy — Oy')~yy'.yO. 

3” L’équation (i), (221) fait connaître le rectangle j?ic.mc' qui, 
avec le point y, suffît pour déterminer les deux points c, c'. On 
simplifie la solution en prenant pour le point 711 le point y lui- 
même; l’équation devient 

yc -sz y a. y Zy -h y h . y h ' . y a . 

4^ On peut SC servir de l’équation 

(AG .Zy-\~Zb .ya-l-yc . «Ô -}- a6 . 6y . y« “ o (228), 

dans laquelle tous les segments sont connus, excepté yc , que l’é- 
quation fait connaître. 

Cette équation s’applique d’elle-même, ainsi que les précédentes, 
au cas où les deux couples de points a, d et U sont imaginaires. 

240. Si l’on suppose le point V à l’infini, la question devient 
celle-ci : 

Etant donnés deux points conjugués a, a' d\nie involution, le 
point centi'al O et le milieu y de deux auti es points conjugués, 
on demande de détei'mmei' ces points. 

On décrira un cercle quelconque passant par les deux points a, 
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a J et Ton mènera parle point O une droite quelconque rencontrant 
ce cercle en deux points gj g'; puis on fera passer par ces deux 
points un cercle qui ait son centre sur la perpendiculaire à la 
droite aa' menée par le point y. Ce cercle déterminera sur aa' fes 
deux points cherchés c, c' (206), lesquels peuvent être imagi- 
naires. 

Quand le point O est situé entre les deux a, la construction 
SC simplifie. On décrira une circonférence de cercle sur le seg- 
ment aa' comme diamètre; on élèvera par le point O la perpen- 
diculaire à la droite O a, et par les points de rencontre de cette 
perpendiculaire et de la circonférence on fera passer un cercle 
ayant son centre en y; il déterminera sur la droite acî! les deux 
points cherchés. 

241. Observation. — Nous verrons que la plupart des relations 
concernant six points en involution, démontrées dans ce Chapitre, 
SC peuvent appliquer à un système de trois couples de points non 
en ligne droite, savoir, aux quatre sommets et aux deux points de 
concours des côtés opposés d’un quadrilatère; ce qui donnera lieu 
à de nombreuses propriétés du quadrilatère. Mais la théorie de 
rinvolution aura beaucoup d’autres usages qui justifieront l’exten- 
sion que nous avons cru devoir lui donner ici. 
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CHAPITRE X. 


DIVISIONS nOMOGRAPHIQUES EN INVOLUTION. 


Étant donnés deuN couples de points ci! et Z>, U sur une 
droite, on peut déterminer une infinité de couples c, c'; c/, d'y..., 
i'ormant, chacun, une involution avec les deux couples ay a! et hy 
y . Alors : 

i“ Les deux séries a, b, c, d, e, ... et a', b', c', d', e', . . .forment 
deux divisions homograpini/ues. 

2 ° Ces deux divisions homographiques ont cela de particulier 
quey si l'on regarde un point quelconque d de la seconde comme 
appartenant à la première, son homologue dans la seconde sera 
le point e. 

En elTet, soit O le point central de l’involulion déterminée par 
les deux couples a, a', h y h' y et soit e, e' un autre couple. On a 

Oa.Oa’ — Oe.Oe' (203). 

Cette relation détermine le point e' cpiand e est donné; et, si le 
point 6f' est regardé comme appartenant à la première division, son 
liomologue dans la deuxième coïncide avec le point e. 

Ces deux divisions sont celles que nous avons considérées comme 
eas particulier des divisions homographiques (180). Nous avons 
dit alors que nous les appellerions divisions en involution i on en 
voit ici la raison. 

243. Pour que deux divisions homographiques formées sur une 
meme droite soient en involution, il suffit qu'un seul point quel- 
conque de celte droite, considéré comme appartenant successive- 
ment aux deux divisions, ait le meme point homologue dans les 
deux cas. 
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C’est-à-dire que, quand cela aura lieu pour un point, tous les 
autres points jouiront de la même propriété. 

Cette propriété importante a été démontrée dans la théorie géné- 
rale des divisions liomographiques (180); en voici une scco^4e 
démonstration, fondée sur la seule notion de l’involution. 

Soient c trois points de la première division et a', Z>', c' 

leurs correspondants dans la seconde division ; nous supposons que 
le point c, étant considéré comme appartenant à la seconde division, 
ait pour homologue dans la première le point c': il s’agit de prouver 
qu’il en sera de même du point a, c’est-à-dire que, si on le considère 
comme appartenant à la seconde division, son homologue dans la 
première sera le point 

Or, les quatre points rt, by c, c' de la première division ayant 
par hypothèse, pour correspondants, dans la seconde division, les 
quatre //, c et c, les rapports anharmoniques de ces deux séries 
de quatre points sont égaux, et, y3ar conséquent, les trois couples 
de points conjugués a'; hy V et c, c' sont en involution (188). 
Donc les deux séries de quatre points a, a', hyC et d y a, //, c' ont 
leurs rapports anharmoniques égaux (189). Donc le pointez, quand 
on le considère comme appartenant à la seconde division, a pour 
homologue dans la première le point d . Ce qu’il fallait démontrer. 

244. Deux droites dwisées liomo graphiquement peuvent tou-- 
jours ctre pincées Vune sur Vautre, de maniéré que les deux di- 
visions soient en involution. 

En effet, soient d deux points homologues des deux divisions ; 
nous avons vu qu’on pourra déterminer deux antres points homo- 
logues by //tels, que les segments aby dlJ soient égaux (133). 
Qu’on place la seconde droite sur la première en faisant coïncider 
le point b' avec «, et d avec b. Alors le point a^ considéré comme 
appartenant à la première division, aura pour homologue dans la 
seconde le point a', et, considéré comme appartenant à la seconde 
division, aura pour homologue dans la première le même point d\ 
et, par conséquent, il en sera de même pour tout autre point (243), 
c’est-à-dire que les deux divisions seront en involution, 

c, Q. F. D. 

245. Il résulte de là que deux divisions homographiques en in- 
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solution ont toute la généralité de deux divisions bomographiques 
quelconques, et que les relations qui ont lieu entre trois systèmes 
de deux points conjugués sont dues seulement à la manière parti- 
culière dont les deux droites sur lesquelles on peut concevoir les 
deux divisions formées se trouvent placées l’iine sur l’autre. 

246. Manières d’exprimer deux divisions en involution. - 
Chacune des relations entre six points en involution d \ hj h' 
et c, c' exprimera deux divisions bomographiques en involution, si 
l’on y regarde les quatre points d et U comme fixes, et les 
deux c, c' comme variables et appartenant respectivement aux deux 
divisions. 

Par exemple, l’équation 

(.r^ -h A:r 4- B ) + > ( H- A'.r -f- B^ ) = o, 

dans laquelle A, B, A', B' sont des coefficients constants et "k une 
variable, représente des couples de points en involution (226). 

Nous verrons plus loin quelle relation intime existe entre ces 
couples de points et les valeurs de la variable X auxquelles ils cor- 
respondent. 

247. On peut aussi se servir des différentes formules par les- 
quelles nous avons exprimé deux divisions bomographiques quel- 
conques, en y donnant aux coefficients constants des valeurs telles, 
que les deux divisions soient en involution. A cet effet, il suffira 
d’exprimer, par une relation de condition entre les coefficients de 
l’cqualion générale, qu’un meme point, qu’on pourra prendre arbi- 
trairement, a le même conjugué, étant considéré comme apparte- 
nant à l’une ou à l’autre division. Par exemple, si c’est le point 
situé à l’infini que l’on prend, on exprimera que les deux points 
que nous avons appelés I et J' sont coïncidents. 

Appliquons ces considérations à l’équation générale 

arn . b' m' -j- X . am -f- ^ . b' m' H- v — o. 

Le point l de la première division, qui correspond à l’infini de la 
seconde, est déterminé par al = — /ui, et le point J' de la seconde 
division, correspondant à l’infini de la première, par ^'1' = — X. 
La condition pour que ces deux points coïncident s’exprime par 
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Téquation 


al — ay ou al — 


On aura donc 

y, — " ab'. 

Telle est la condition pour que les deux divisions soient en invo- 
lution. 


248. Si, dans l’cquation qui exprime les divisions homogra- 

phiques, les deux points variables sont rapportés à la même 

ou aux mêmes origines, il faut et il suffît, pour que les deux divi- 
sions soient en involution, que l’équation soit symétrique par rap- 
port à ces deux points, parce qu’alors on pourra les changer 
l’un dans l’autre, ce qui est la propriété caractéristique de l’invo- 
lution. 

C’est ainsi qu’on voit immédiatement que chacune des équations 

em cm' 

fm “ fm' ’ 

Om.Om' = V, 
am . ani' ^ 
a'm , a' m' ’ 

am . rtm' -h > . [ani 4- am' ) -f- v o 

exprime deux divisions homographiques en involulion. 

L’équation 

em . fm' ef 

'-J- “ - - , 

mm 2 

quoiqu’elle ne soit pas explicitement symétrique par rapport aux 
deux points m, m', exprime encore que ces points forment deux 
divisions en involution, car elle exprime que ces points sont con- 
jugués harmoniques par rapport aux deux points e,f, lesquels sont 
les points doubles de l’involulion. 

249. Cas particulier ou l’un des points doubles est a l’in- 
fini. — Nous avons vu (131 ) que, quand deux divisions homogra- 
phiques ont un point double à l’infini, elles s’expriment par l’équa- 
tion 

am -h y . b'm' rz: v. 
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On peut écrire 

am -H 'k,am' = (v -h 'K.ab' ), 

et, sous cette forme, on voit que les deux divisions seront en invo- 
lution si A est égal à i ; car on pourra changer m en ni' et récipro- 
quement, et l’équation ne changera pas. 

Ainsi l’équation 

am -h h'm' — v 

exprime deux divisions en involution qui ont un point double 
situé à l’infini. » 

L’autre point double J est le milieu de chaque segment compris 
entre deux points conjugués, puisque les deux points doubles 
divisent harmoniquement ces segments. 


(Ibasles. — Géom. sup. 
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CHAPITRE XI. 

FAISCEAUX EN INVOLUTION. 


§ 1. — Faisceau de six droites en involution. 

250. Définition. — Nous dirons que six droites issues d’un 
même point et conjuguées deux à deux sont en involution, ou 
forment un faisceau en involution, quand quatre droites, prises 
dans les trois couples, ont leur rapport anharmonique égal à celui 
des quatre droites conjuguées. 

Il est évident que ce faisceau de six droites jouit de la propriété 
de rencontrer toute transversale en six points en involution ; et 
que toutes les relations concernant ces points et dans lesquelles 
n’entrent que des rapports anharmoniques s’appliquent d’elles- 
mêmes aux six droites. 

De cette remarque, aussi bien que de la définition même du 
faisceau en involution, on conclut immédiatement, d’après les ex- 
pressions de l’involution de six points (190), que les six droites 
ont entre les sinus de leurs angles les relations à huit et à six fac- 
teurs telles que 

sinf A, B) sinf A, B') sinfA', B'i sinf A', BM 

sin(A,C) sin( A, G') sin( A', G) sin(Â', G' )’ 

sin{ A, B) sm(B', G) sin{G', A') r- -- sin (A', B') sin(B, G') sin(G, A) ; 

et que chacune de ces équations, qui sont au nombre de sept, com- 
porte les autres et suffit pour définir l’involution des six droites. 

251 . Aux deux points doubles considérés dans l’involution d’un 
système de points correspondent ici àerns^rajons doubles, lesquels 
peuvent être imaginaires. Ces deux rayons jouissent de la propriété 
de former un faisceau harmonique avec deux rayons conjugués 
quelconques. 



FAISCEAUX EN INVOLUTION. 


I63 


Mais il n’existe pas de rayon correspondant au point central de 
rinvolution de six points, et l’on en conçoit bien la raison, car ce 
qui distingue le point central, c’est que son conjugué est situé à 
l’infini et disparaît de l’équation; et à ces deux points corres- 
pondent, dans un faisceau, deux rayons conjugués qui n’ont rien 
de distinctif et dont aucun ne peut disparaître de l’équation. 

Toutefois il existe toujours deux droites rectangulaires telles, 
que, en désignant l’une d’elles par O, l’on a 

tang (O, A) tang (O, A' j ==.- tang (O, B ] tang (O, B' ) tang (O, C ) tang (O, C' ) , 

équations analogues à celles du point central. Ces équations se- 
ront démontrées plus loin (259, 3^^). 


252. L’équation dans laquelle entre un point arbitraire m (221 ) 
ne se compose pas de rapports anbarmoniques, de sorte qu’elle 
n’a pas lieu entre les sinus des angles d’un faisceau en involution. 
Mais l’équation qui contient deux points arbitraires m et n (234) 
s’applique aux sinus des angles de six droites en involution. 

Ainsi l’on aura l’équation 


sin fM, Alsin (M, A') . 
sin 

sin (N, A) sin (N, A') 


(N, a) sin (e, '/)-*- 


siniM.BlsinfM.B') . 
Sn]iN ,li)7irr(N7K7 


(N,e)sin (y, a) 


siiWM. C) sinfM.C'l 
siii{JV, C) C') 


sin (N, y) sm(«,6] 


Les deux rayons M, N sont pris arbitrairement ; <x est le rayon 
conjugué harmonique du rayon N par rapport aux deux A et A'; 
et ainsi des deux autres 6, y. 

Si l’on prend les deux rayons M, N rectangulaires, il viendra 

sin sinfN. sinf y, a) sinfN.^) 

tang ( IN , À ) tang ( N, A' ) tang ( N, B ) tang ( N , B' ) 

sin fa, 6) sinf N, y) 

tang [n, t; j tang ( N , G'] “ ° 

OU bien 

tang ( M, A ) tang ( M, A' ) sin ( S, y ) cos [ M, a ) 

-f- tang ( M, B ) tang ( M, B' ) sin ( y, a ) cos ( M, 6 ) 

4- tang(M, C) tang(M,C' ■ sin(«, Q) cos(]Vl,y) = o. 
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253. Dans un faisceau de six droites en involution, quand 
deux droites sont perpendiculaires à leurs conjuguées respecti- 
vement , les deux autres droites conjuguées sont aussi à angle 
droit. 

En effet, une transversale coupera les six droites en des points < 3 , 
a', b, y ^ c, d en involution, et les circonférences décrites sur les 
deux segments aa!,^ bV comme diamètres passeront par le sommet 
du faisceau, puisque les deux rayons OA, OA' sont supposés rec- 
tangulaires, ainsi que les deux OB, OB'. Donc la circonférence 
décrite sur le troisième segment cd passe aussi parle point O (208), 
et, par suite, les deux rayons OC, OC' sont rectangulaires. 

Autrement, On démontre la proposition directement au moyen 
des équations d’involulion, lesquelles se vérifient immédiatement 
pour trois systèmes de deux droites rectangulaires. 

Ainsi l’on peut dire que : Quand trois angles droits ont le même 
sommet, leurs six côtés forment U7i faisceau en involution. 

254. Dans un faisceau en involution : Si les angles que deux 
rayons font avec leurs conjugués respectivement ont la même 
bissectrice, cette droite est aussi la bissectrice de l'angle formé 
par les deux autres rayons conjugués. 

Les deux angles AOA', BOB' ont la même bissectrice; il faut 
prouver que l’angle COC' admet aussi pour bissectrice cette droite. 
En effet, cette droite et sa perpendiculaire divisent harmonique- 
ment à la fois les deux angles AOA', BOB' (84) ; par conséquent, 
elles sont les rayons doubles de l’involution (251), et, par suite, 
elles divisent harmoniquement le troisième angle GOG'; et, puis- 
qu’elles sont rectangulaires, elles sont les bissectrices de cet angle 
et de son supplément. Donc, etc. 

§ IL — Faisceaux homographiques en involution. 

255. Si d’un point on mène des droites aux points de deux divi- 

sions homographiques en involution, elles formeront deux fais- 
ceaux homographiques que nous faisceaux en involu- 

tion. Leur propriété est évidemment qu’une droite, considérée 
successivement comme rayon des deux faisceaux, a, dans les deux 
cas, le même rayon conjugué. 
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Par exemple, si des droites forment un premier faisceau et qu’on 
leur mène par leur point de concours des perpendiculaires, celles- 
ci formeront un second faisceau en imolution avec le premier, car 
une droite, considérée comme appartenant au premier faisceau, 
aura pour conjuguée dans le second la droite perpendiculaire, 
et, considérée comme appartenant au second faisceau, elle aura 
encore pour conjuguée dans le premier la meme droite perpen- 
diculaire; ce qui est la propriété caractéristique des faisceaux en 
involution. 

256. Dans deux faisceaux en involution, il existe toujours un 
système de deux ray ons conjugués rectangulaires, et il n en existe 
quun. 

En effet, qu’on mène une transversale qui rencontrera les 
rayons des deux faisceaux en des points conjugués deux à deux, 
a, a\ hy c, c'y .... Les circonférences décrites sur les seg- 
ments aa'y hh' y . . . comme diamètres passeront toutes par deux 
mêmes points, réels ou imaginaires (208) ; or, parle centre du 
faisceau, on pourra toujours mener une circonférence passant par 
ces deux points, laquelle déterminera sur la transversale deux 
points conjugués; elles rayons menés à ces deux points seront, 
dans les deux faisceaux en involution, deux rayons conjugués. 
Mais ils sont à angle droit : le théorème est donc démontré. 

257. 11 résulte de là que : Si dans deux faisceaux en imolution 
deux rayons de V un sont perpendiculaires respectivement à leurs 
conjugués, il en est de meme de tous les autres rayons. 

Il est évident que, dans ce cas particulier de deux faisceaux en 
involution, les rayons doubles sont imaginaires. 

258. Dans deux faisceaux homo graphiques en involution, il 
existe toujours deux rayons homologues également inclinés sur 
un rayon donné, et il n en existe que deux. 

En effet, une droite transversale, perpendiculaire au rayon donné, 
rencontre les rayons homologues des deux faisceaux en des points 
Uy a' \ hyh' y . . . , qiu forment deux divisions en involution, et le 
rayon donné en un point y. Or il existe un système de deux 
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points conjugués c, et un seul, dont ce point y est le milieu, et 
il est clair que les rayons des deux faisceaux aboutissant à ces 
deux points c, cf satisfont à la condition d’être également inclinés 
sur le rayon donné. Donc, etc. ^ 

Remarque, — Nous venons de dire qu’un point y n’est le milieu 
que d’un seul segment cc* formé par deux points conjugués ; toute- 
fois, dans un cas particulier de l’involution, ce point peut être le 
milieu de tous les segments (201 ). Alors la droite proposée sera 
la bissectrice de tous les angles formés par deux rayons conjugués. 
C’est un cas particulier des faisceaux en involution. 

§ III. — Manières d’exprimer que deux faisceaux homographiques 
sont en involution. 

2S9. Le caractère des faisceaux homographiques en involution, 
c’est que chaque rayon, considéré comme appartenant à l’un ou à 
l’autre des deux faisceaux, a toujours le même conjugué (2S3). 
Pour que deux faisceaux soient en involution, il suffît que cette 
condition ait lieu pour un rayon donné quelconque, car alors elle 
aura lieu pour tous les autres. Cela résulte évidemment de la pro- 
position analogue relative aux divisions homographiques en invo- 
lution (243); et d’ailleurs la démonstration de cette proposition 
s’applique d’elle-même au cas actuel. 

Si les deux rayons variables entrent d’une manière symétrique 
dans l’équation qui détermine l’homographie des deux faisceaux, 
la condition d’involution est évidemment satisfaite, de même que 
dans les divisions homographiques (248), D'après cela, on recon- 
naît que chacune des équations suivantes exprime que les deux 
rayons variables M, M' forment deux faisceaux en involution : 

^ siii(E,M) .sin(E,M') 

^[Ï\M ) “ ~ siiTj F, M' ) ’ 

E et F sont les deux rayons doubles de l’involution. 

sin( A, M) sin(A, M') 
sin(A',M) sin(A\M.’) ’ 

A et A! sont deux rayons conjugués quelconques. 

3® tang(0,M) tang(0,M') 
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O est Fun des deux rayons conjugués rectangulaires qui existent 
toujours dans deux faisceaux en involution (256). 

Cette équation provient de la précédente, dans laquelle on sup- 
pose que A et A' sont ces deux rayons conjugués rectangulaires. 

On conclut de là cette propriété importante d’un faisceau de 
six droites en involution, savoir que, A, A'; B, B' et G, C' étant 
ces six droites conjuguées deux à deux, il existe deux rayons O 
dont chacun donne lieu aux équations 

tang(0. A) tang(0,A')~tang(0,B) tang(0, B') “ tang(0, C) tang(0, G' ), 

comme nous Favons annoncé précédemment (251 ). 

4° Enfin on a Fcquation 

tang ( A, M ) tang ( A, M' ) -f- À [ tang ( A, M ) 4- tang ( A, M' ] ] 4- v — o, 
dans laquelle A est une droite quelconque. 

260. D’après la condition d’involution de deux faisceaux ho- 
mographiques (259), on conclut, en vertu du théorème (153), 
que ; Deux faisceaux homo graphiques quelconques peuvent tou- 
jours être placés de manière à former deux faisceaux en invo- 
lution, propriété analogue à celle de deux divisions homogra- 
phiques (244). 

Et il résulte de là, d’après la proposition (256), que : Quand 
deux faisceaux sont homographiques , il existe toujours dans 
Vun deux rayons rectangulaires dont les homologues, dans 
Vautre, sont aussi rectangulaires, et il n existe quun tel sy stème 
de deux rayons. 
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CHAPITRE XII. 


DES DEUX POINTS QUI DIVISENT HARMONIQUEMENT DEUX SEGMENTS DONNÉS. 


261. La construction des deux points e, f, conjugués harmo- 
niques à la fois par rapport à deux couples de points a, ci et 
et celle de leur point milieu ont été données précédemment 
(214-218). Les propriétés de ces points se trouvent aussi, comme 
cas particuliers, parmi celles de l’involution. Toutefois, comme 
nous aurons souvent à considérer, principalement dans la théorie 
des sections coniques, un pareil système de trois couples de points, 
réels ou imaginaires, nous allons reproduire et grouper ici les di- 
verses formules qui s’y rapportent. 


L 


262. Relations entre le point milieu O des deux points e, f et 
les quatre points a, a' et b, b' : 


Qu 

ah’ 

Oa ah 

06 

ha' ^ 


ah , ali 

aO 

ha, ha' 60 

a'b ,a' b' 

a'O^ 

b'ajia’ 6 ' 0 ^ 


ab.ah' 


2 a 6 

26 a 


ah . ah' -h a' h . a' b' ha. ha! -f- h' a . h' ci 

4aS = 4ea 

ma . ma' — mh . mb! + 2 aS . m O — o . 


Cette dernière relation, où in est un point arbitraire, pourra servir 
pour déterminer le point O quand les deux couples de points a, a! 
et h, y seront imaginaires. 
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IL 

263. Expressions du segment Oe : 

Oe — ± \JOa.Oa\ 

Oe = -±i^OoL — art, 

^ , Jab .ab' .a' h .a' h' 

Oe — ± 

2 ab' 

Cette dernière expression donne 

sjab .ab\a' b .a! b' 


ITT. 


264. Relations entre un des deux points e, f et les quatre 
a, a', b, b' : 

ab.ab' ae ba .ha' be 


a' b .a' b' 




b' a. b' a' 


ea.eb’ 
ea! .eb 


ab' ea.eb 




ea' . eb' 


b'e 

ab 

a' b' ^ 


v.a 


.^e-h^b .e<x -h (x6. 6e, ecK ~ Oj 


ou 


aa' bh' 


: 4 «^1 


ae bc 
aa ab ab' bb' ba ba' 

a e be b'e b'e ae a'e ’ 

ces deux dernières équations dérivent de la première des équa- 
tions (230), dans laquelle on suppose que les deux points c, c' se 
confondent avec le point double e. 

{\l ab . ab' zh J a' h . a' b' )~ isIba.bn'z^Jb'a.b'a')^ 

«e — ; — > be == — ' * 


4 «S 


4b« 


«e 


6e {^\jab' .a' bzç. t^ah ,a' b'f 
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IV. 


265. Relations entre les deux points e, îet les quatre a, a', b, b'. 
Les deux points e^f forment une involution avec les deux 
couples < 2 , V et a\ b (213) ; et pareillement avec les deux couples 
< 2 , h et a! ^ y . 

De là résultent de nombreuses relations d’involution entre les 
six points, que Ton formera sans difficulté. 

Démontrons celle-ci : 


On a 


Mais^ 

a' e 


ae.af ah, ah' 

a'e.a'f a b. a' b' 


ab .ah' 
a'b .a' 0' 


ae 
a! e 


(264). 


af , ae ae.af . 

donc — 5 = ; — 7 -,» et, par conséquent^ 

ar y;- ^ 


ah. ah' ae.af 

a' b, a b' a'e.a'f 


V. 

266. Relations ou entrent un ou deux points arbitraires , 
ma. ma' .Ce -{- mh ,mh' ,ev. - 4 - me .aÔ —r o, 
a, 6 étant les milieux des deux segments aa\ bV , 

• — 2 

ma. ma' mb .mb' me ^ 

- C^e,no!.y^ H — H n «1^1 ™ O» 

na.na' nh.nb' ^ 

ne 

a,, 6 , étant les points conjugués harmoniques du point n par rap- 
port aux deux segments aa', bb' , 

Si le point m est pris à l’infini, il vient 

C^e.nv.^ e<^^,nC^ a,êj 
na.na' nb.nh' ne 
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Cette équation et la précédente se mettent sous la forme 


^ mb ,md 

me 


_l 

726 

ne 

êiff ea, a. 6. 

j 1 -j 

/la 72 6 7 / 6 ' 

“ 0 ; 


sont les conjugués harmoniques du point n par rapport 
aux deux segments ad ^ hh\ et a, ê les milieux de ces deux seg- 
ments. 
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CHAPITRE XIII. 


PROPOSITIONS RELATIVES A DEUX DIVISIONS HOUOGRAPHIQUES 
FORMÉES SUR UNE MÊME DROITE, ET A l'iNVOLUTION. 


§ I. -- Divisions homographiques sur une même droite. Construction 
des deux points doubles et de leur point milieu. 

I. 

267. Soient a, b, c, et a!, b', c', . . . les points respecti{>e- 
ment homologues de deux divisions homographiques formées sur 
une meme droite; les deux points doubles seront en involution 
avec chaque système de deux couples de points tels que a, b' 
et a', b. 

En effet, soient e^ fies deux points doubles des deux divisions; 
les quatre points a, b, e^f de la première division ont leur rap- 
port anharmoniquc égal à celui des quatre points correspon- 
dants a', y ^ e^f de la seconde division. On peut changer Tordre 
de ceux-ci et dire que les quatre points a, b^ e, /‘ont leur rapport 
anharmonique égal à celui des quatre points Z»', a!, f e, ce qui 
prouve que les trois segments aU , a! b, ef soûl en involution (188). 
Donc, etc. 

Autrement. Les points doubles des deux divisions se déter- 
minent par l’équation 

ae — 2a0.a€ + «I.W — O (158). 

Par conséquent, on a 

ae .af a\,aa\ 

On a pareillement, à Tégard d’une origine b\ prise dans la 



seconde division, 
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Donc 


ne.af a\.aa} 

b'eVb^f ^ VrZFb 


Mais les quatre points a, b, I, 00 ont leur rapport anharmonique 
égal à celui des quatre a\ b\ 00 ', J'; ce qui donne la proportion 

aj ah . . , 

77 - ™ 77-7 • 11 vient donc 
h'J' h’a' 

ae . a f ah . aa! 

et cette équation prouve que les trois couples b' \ a\ b et e, /’ 
sont en involution. 

Autrement, Que l’on suppose dans l’équation (4), n° 145, 
que le point a coïncide avec b\ et le point avec c; de sorte 
que b et c de la première division restant arbitraires ; l’équation 
devient 

b’m.Um' b'b.cA/ 

— — O, 

cm, cm CO ,c c 

et les points doubles se déterminent par l’équation du second degré 
b’e b'b.b'c' 

+ -y-, = O. 

ce 

On a donc 

h'e.h’f ^ h'h.h'c’ 
ce.cf ch.cc' 

équation qui prouve que les trois couples U, c; b, c' et sont 
en involution. Donc, etc. 

268. On conclut du théorème précédent ces deux-ci : 

Les cercles décrits sur les trois segments ab', ba', ef comme 
diamètres passent par deux mêmes points (208). 

2 ® Les trois cercles menés par un même point et ayant pour 
cordes respectives les trois segments ab', ba', ef passent par un 
second point commun (207). 
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II. — Construction du point milieu des deux points doubles de deux divi- 
sions homographiques dont on connaît trois couples de points correspon- 
dants» 


269. Soient a, a!\ h' et c, c' les trois couples de points cor- 
respondants des deux divisions, ete, / leurs points doubles qu’il 
s’agit de déterminer. 

Les quatre points a, b, c, e de la première division ont leur rap- 
port anliarmonique égal à celui des quatre points a' ^ c , e de la 
seconde division, de sorte que l’on a 

ea ca ea' c'a' ea»eb' ca ^ c' a! 

ch * cb eb' * c'b' eb,ea! cb * c' b' 


Or nous venons de voir que les trois segments aV ^ dh et ef sont 
en involution; il s’ensuit qu’en appelant «^, et O leurs milieux, 
on a 


en. eh' O a, 
ea' ,eb 


(227), 


et par conséquent 


0«t _ ra ^ c a' 

• Vb'' 


Cette expression du rapport^— faitconnaître la positiondupointO, 


qui est le point cherché. 

On ramène l’expression ~ à un simple rapport de deux 

lignes, au moyen du théorème dePtolémée sur les segments qu’une 
transversale fait sur les deux côtés d’un triangle (Chap. XIX, § I). 


III. — Construction des deux points doubles quand on connaît leur 
point milieu» 

270. Après avoir déterminé le point milieu O des deux points 
doubles e, f, on peut déterminer leur distance à ce point par 
l’équation suivante, d’après le théorème (221) appliqué aux trois 
segments en involution aU , a! b et e/*, 

0«.0//.ei0 +- Ob,Oa\Ou,-- 
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\,Ob.Oa^ 

- I 


IV. — Construction des deux points doubles, sans connaitre leur 
point milieu^ 

271. Le théorème ( 267) donne lieu à une construction très- 
simple des deux points doubles. 

Par un point g pris arbitrairement, on fera passer deux circon- 
férences de cercle qui aient pour cordes, respectivement, les 
deux segments aV ^ dh\ ces circonférences se couperont en un 
point ^ . Par le même point g^ on fera passer deux autres circon- 
férences a^^ant pour cordes, respectivement, les deux segments ad 
olc^ lesquelles se couperont en un autre point 

La circonférence de cercle menée par les trois points g, 
déterminera sur la droite ah les deux points doubles cherchés; car 
ces deux points seront en involution, d’une part avec les deux 
couples rt, et a', et d’autre part avec les deux couples a, c' 
et a', c (207). 

Cette construction se prête à tous les cas que peuvent présenter 
les trois couples de points a, a'; h, h' et c, c'. Elle se simplifie si 
deux de ces points, tels que h et c', sont à l’infini (‘). 

udulrement. On décrira des circonférences sur les quatre seg- 
ments ad ^ ba\ad etcYi', comme diamètres, et, par les points d’in- 
tersection des deux premières et les points d’intersection des deux 
autres, on fera passer une circonférence de cercle, laquelle dé- 
terminera sur la droite abc les deux points cherchés (268). 

Cette seconde construction se prête, comme la précédente, à 
tous les cas que peut présenter la question, relativement aux po- 
sitions des trois couples de points a, a'\ b, h' et c, d. 

272. Supposons que le point b soit à l’infini, ainsi que le point 
c', et désignons par J' et 1 leurs homologues U etc dans la seconde 
et la première division, respectivement; de sorte que les deux (*) 

(*) Si le point b, par exemple, est à l’infini, la circonférence qui doit passer par 
les trois points a\ b devient une ligne droite, savoir ga! . 
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divisions homographiques seront exprimées par l’équation 

Im . . J'æ' ( 126 ). 

La circonférence décrite sur le segment infini ci h y comme diamètre, 
sera la droite menée par ci perpendiculairement à la ligne ah ; et 
de même de la circonférence ayant pour diamètre le segment in- 
fini ad , De là résulte cette construction : 

Sur a'I comme diamètre 3i), on décrira une circonférence 
de cercle, et l’on élèvera par le point a une perpendiculaire qui la 
rencontrera en un pointa; puis, sur aV comme diamètre, on dé- 
crira une seconde circonférence de cercle, et l’on élèvera la per- 
pendiculaire ci oi qui la rencontrera en a! . Par les deux points a, 
d on fera passer une circonférence qui ait son centre sur la 
droite ati \ elle marquera sur cette droite les deux points cherchés. 

Le centre de cette circonférence, étant le milieu de ces deux 
points, est connu a priori; c’est le milieu du segment IJ' (158) : 
il suffira donc de construire un seul des deux points a, oi pour 
déterminer la circonférence. 

Si l’on prend pour le point a le milieu même du segment IJ', 
le rayon de la circonférence sera aoi sjad .aV, Ainsi cette ex- 
pression, à laquelle nous sommes parvenu par une autre voie ( 161 ), 
résulte ici de la construction générale. 

273. Cas ou l’un des points doubles est donné. — Si l’un des 
points doubles, e, est donné, les deux couples de points homologues 
rt, d et b, y suffiront pour déterminer le second point double f. 
Sur les deux segments aU , a! b, comme diamètres, on décrira deux 
circonférences; et par leurs points d’intersection et le point e on 
en fera passer une troisième, qui déterminera le point f (268). 

Autrement, Que l’on prenne deux points fixes quelconques P, 



P' en ligne droite avec le point double donné e, et qu’on mène 
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les deux droites T*a, P'^'qui se coupent en a, et les deux droites 
PV/ qui se coupent en ê : la droite xS rencontre la droite ah 
au point double cherché yi 


V. 

274 . Quand deux dwisions homo graphiques sont formées sur 
une meme droite, chaque point d, de cette droite, considéré comme 
appartenant à la première division, a son homologue a' dans la 
seconde, et, considéré comme appartenant à la seconde division, 
a son homologue A dans la première. 

Les deux points a' et Afferment deux divisions homo graphiques ; 
et ces deux divisions ont les memes points doubles que les deux 
divisions proposées. 

En elï'ct : 1 ° les deux divisions formées par le point a' et le 
point A sont hornographiques entre elles, comme étant homogra- 
phiques à une troisième formée par le point a (106). 2 ” Si le pointa 
est un point double des deux divisions proposées, les deux points a' 
et A coïncident l’un et l’autre avec ce point, et par conséquent 
coïncident entre eux. Donc ce point est un point double des deux 
divisions formées par les deux points variables a' et A. Ce qu’il 
fallait prouver. 

275 . Quand deux divisions homo graphiques sont formées sur 
une meme droite, si V on prend les homologues d! et A d'un point a 
de cette droite, comme dans la proposition précédente, le con- 
jugué harmonique du point a par rapport aux deux A et 2 I sera 
le meme que par rapport aux deux points doubles des divisions 
homograph iq ues . 

En effet, les deux divisions hoinographiques s’expriment par 
l’équation 

am . at7i' — aV . am — al , am' al. aa’ — o ( 158 ) 

OU 

-\-ay,nk = o (139). 

Pour déterminer les deux points doubles e^f il faut faire coïncider 
Chasles. — Géom. sup. 


12 
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m! avec m; l’équation devient, en écrivant e à la place de rn 


ae — [aV al) ae al, aa' ~ o 
ou 

-h aV .ah.— O. 

On a donc 

ae -V- af ~ al al\ et ae .af ~ al.aa' ~ aV .ak\ 


d’où 

I I I I 

ae af aa’ a A 

Soit a le point conjugué liarmonique du point a par rapport aux 
deux A, on aura 


Donc 


a 7. 


i 

a a' 


I 

a A 


(65). 


2 I I 

au ae af 


Ce qui prouve que le point oc est le conjugué harmonique du point a 
par rapport aux deux points doubles Le théorème est donc 
démontré. 


276. Corollaire I. — Puisque le point a et son conjugué har- 
monique oc par rapport à ses deux homologues a' et A divisent 
harmoniquement le segment fixe ef^ il s’ensuit que ces deux 
points 2 i et oc forment deux divisions homo graphiques en inoolu- 

tion (248). 

277. Corollaire II. — Etant données deux divisions homo- 
graphiques sur une droite, on demande de déterminer le conjugué 
harmonique d’un point par rapport aux deux points doubles 
inconnus des deux divisions. 

Soit a le point donné; on déterminera ses deux homologues a' 
et A, puis son conjugué harmonique oc par rapport à ces deux 
points; a sera le point cherché. 

Cette question aura quelques applications, par exemple pour 
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trouver la polaire d’un point par rapport à une conique dont cinq 
points seulement sont connus. 

278. Corollaire III. — Nouvelle construction des points 
doubles de deux divisions homo graphique s» 

On prendra un point a et le point et qui lui correspond comme 
ci-dessus ; et de meme un point b et le point correspondant 6. On 
cherchera les deux points e, f qui divisent harmoniquement les 
deux segments aa, b^ (261); ce seront les deux points doubles 
cherches. 


§ II. — Propositions relatives à l’involution. 

I. 

279. Etant donnes sur une droite deux couples de segments aa', 
bb' et AA', BB', on demande de déterminer un segment cc' qui 
soit en iiwolution tout à la fois avec les deux premiers segments aa', 
bb' et avec les deux autres AA', BB'. 

Que sur les quatre segments aa!^ bU ^ AA' et BB', comme dia- 
mètres, on décrive des circonférences de cercle, la circonférence 
qui passera par les points d’intersection des deux premières et les 
points d’intersection des deux autres déterminera le segment cher 
ché cc' (208). Si la circonférence n’est pas constructible, le seg- 
ment sera imaginaire. 

Autrement. Que par un point g pris arbitrairement on mène 
deux circonférences, passant, la première par les deux points a 
et«', et la seconde par les deux b ci E ] elles se couperont en un 
point g'. 

Que par le meme point g on mène pareillement deux circonfé- 
rences, passant, la première par les deux points A et A', et la se- 
conde par les deux B et B', lesquelles se couperont en un autre 
point 

La circonférence menée par les trois points g, g^, détermi- 
nera sur la droite aié le segment cherché, réel ou imaginaire. 

Autrement. Soient y le point milieu du segment cherché cd ; O Je 
point central de l’involution déterminée par les deux segments aa! ^ 

12. 
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hV\ 12 le point central de l’involution déterminée par les deux seg- 
ments AA', BB', et w le point milieu des deux O, 12 ; on aura la 
relation 

= — iiA .n 

qui fait connaître la position du point y. 

En effet, on a 

O a ,0 a’ ^ Oc , 0 c' et £lk.,£lk! ^ £lc ,£lc' . 

De sorte que l’équation revient à celle-ci, 

2 67 .On — Oc. Oc' — Hc.Llc' ’y 

ce qui est une identité entre deux couples de points quelconques 
Cy d et O, û, et leurs points milieux y et o), laquelle se démontre 

aisément; car il suffit d’y remplacer Oc. Oc' par (Oy — yc) et 
fie. Ile' par (ïly — yc ). 

Le point y, milieu du segment cherché cc', étant ainsi déterminé, 
on connaîtra ce segment lui-même par l’une des relations 

=:Oy — Oa,Oa'y 
2 2 

yc ~ Lly — üA.nA'. 

Ce segment sera toujours réel si les deux an', hU empiètent l’un 
sur l’autre, parce qu’alors le produit 0« .Oa' est négatif (197); et 
de même, si les deux segments AA', BB' empiètent l’uii sur l'autre. 
Mais il pourra être imaginaire dans le cas où ni les deux seg- 
ments aa! y hU ni les deux AA', BB' n’empiètent l’un sur l’autre. 

Observation. — Ce problème aura plusieurs applications, parti- 
culièrement aux deux questions suivantes : 

Etant donnés deux systèmes de diamètres conjugués d’une sec- 
tion conique, déterminer les a,xes principaux de la courbe. 

Etant donnés deux systèmes de diamètres conjugués d'une co- 
nique, et deux systèmes de diamètres conjugués d'une autre co- 
nique, déterminer le système de diamètres conjugués communs, 
en direction, aux deux courbes, 

280. Cas particuliers. — Chacun des quatre segments aa! , . . . 
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peut être nul. S’ils sont nuis tous les quatre à la fois, la question 
devient celle-ci : Trouver les deux points qui divisent harmonique- 
ment deux segments ab, AB. 


IL 

281. Etant données deux droites divisées homo gra phiquement, 
les rayons inenés d'un point fixe aux points de division forment 
deux faisceaux homographiques ; et si Von demande que ces deux 
faisceaux soient en involulion, leur sommet devra cire placé sur 
la droite qui joint les points des deux divisions dont les homo- 
logues coïncident au point de rencontre de ces droites. 

En clTct, soient S ce point de rencontre, et a et U sur les deux 
droites, respectivement, les deux points en question, de sorte 
que a corresponde, sur la première, au point S de la seconde, ctZ>', 
sur la seconde, au point S de la première. Le sommet O des deux 
faisceaux étant pris sur la droite ah' y cette droite, considérée comme 
rayon, soit du premier faisceau, soit du second, aura toujours pour 
homologue la meme droite OS. Ce qui prouve (255) que les deux 
faisceaux sont en involution. 

282. Etant donnés deux faisceaux homograqyhiques dont les 
centres ne sont pas coïncidents, on peut les couper par une droite, 
de maniéré à avoir sur cette droite deux divisions en involution. 

Une infinité de droites satisfont à la question; elles passent 
toutes par un certain point déterminé. 

Soient O et O' les centres des deux faisceaux et fî le point de 
rencontre des rayons qui, dans le premier et le second faisceau, 
respectivement, sont les homologues des deux qui coïncident sui- 
vant la droite 00'. Toute transversale menée par ce point II satis- 
fera à la question ; c’est-à-dire qu’elle rencontrera les deux faisceaux 
en deux séries de points qui formeront deux divisions homogra- 
phiques en involution. En effet, cette transversale rencontre la 
droite 00' en un point qui, considéré comme appartenant soit à 
la première série, soit à la seconde, aura toujours pour homologue 
le meme point 0. Donc, etc. 
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III. 


283. Quand trois couples de points a, a'; b, b' et c, c' sont en 
ins^olution, si Von prend les points a, ë conjugués harmoniques du 
point c par rapport aux deux segments aa', bb' respectwement ; 
puis les points conjugués harmoniques des deux a, ê, res- 

pectif ernentj par rapport aux deux segments bV et a a', le con- 
jugué harmonique du point c par rapport aux deux a<, ë\ sera 
le point q!. 

En effet, exprimons que les deux points a, sont conjugués 
harmoniques par rapport aux deux hy U, au moyen de l’équation 
où entrent deux points arbitraires (78), et prenons pour ces 
points les deux c'etc, on aura 

db,c'b' c'a. c'a, c'ê c'm 

cb^clé ca.caj ceo 


Cl) étant le conjugué harmonique du point c par rapport aux deux 
a, «J. Or cette relation harmonique entre les deux couples c, co et 
a, <X\ s’exprime par l’équation 


On a donc 


2 . c'w 
cco 


c'a c'a* 
1 i 

ca cai 


(67). 


c'h.clé c'a. c'a, 
cb.cb' c(x.»ca.^ 


/c'a 
c6 ^ca 



Pareillement, la relation harmonique des deux couples ë, ëi et 
a, a' s’exprime par l’équation 


c'a . c'a' 

— ^ 

ca , ca 


c'e.c' e, 

c6. c6^j 


C(X.\ cS C^l j 


Retranchant ces deux équations membre à membre, et observant 
que, puisque c' est le conjugué harmonique du point c par rapport 

aux deux a,, ë», on a^^ = — tous les termes, moins deux, 

' cê, ca, ' ^ 
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disparaissent, et il reste 

c^a.c'a! c'b.c'b' 
ca,ca‘ cb,cb' 

ce qui est une des équations d’involution (190), Donc, etc. 

Corollaire. — Si le point c est à Vinjini, soji conjugué d coïn- 
cidera avec le milieu du segment cc^ et sera le point central de 
V involution déterminée par les deux segments aa', bb'. 

284. Dans ce théorème et son corollaire les deux couples de 
points a, a! et b, V peuvent être imaginaires, puisque Ton ne con- 
sidère, par rapport à eux, que des relations harmoniques. Il s’en- 
suit que les deux propositions peuvent servir à construire le point 
central et le conjugué d’un point donné, dans une involution déter- 
minée par deux couples de points imaginaires. Ces questions 
auront une application utile dans la théorie des coniques. 


IV. 

285, Etant donnés deux couples de points a, a' et b, b' sur une 
même droite, et étant pris le point c conjugué harmonique du 
point b par rapport aux deux a, a', et le point d conjugué har- 
monique de \d par rapport aux deux mêmes a, a', les trois seg- 
ments aa', bb' et cd sont en involution. 

En effet, on a, par hypothèse, 

ac a' c ad a! d 

ab a' b ab' a' b' 

et, en multipliant membre à membre, 

ac.ad a'c.a'd 
ab,ab' a'b,db'^ 

équation qui exprime que les trois segments aaj bU et cd sont 
en involution (190). c. q. f. p. 

On peut encore dire que : Quand trois couples de points a, a'; 
b, b' et c, d sont en involution, si les deux points h et c sont con- 
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jugués harmoniques par rapport aux deux a, a', les deux b' et c' 
seront aussi conjugués harmoniques par rapport aux deux 
mêmes a'. 


V. 


286. Quand deux couples de points a, a' et b, h' sont en rap- 
port harmonique, si Von prend sur la même droite un point arbi- 
traire n et ses conjugués harmoniques c et d par rapport aux deux 
segments aa' et bb', respectwement, les trois couples de points di, a'; 
b, b' etc, d seront en in\^olution» 


En effet, les deux points^, et' divisent harmoniquement chacun des 
deux segments bU et cn \ par conséquent ces points sont les points 
doubles de Finvolution déterminée par les deux segments (211). 
11 s’ensuit que les trois segments aet', bncl Z>'c sont en involution (213) 
et que Ton a 


ha . h a 
na,na' 


hy.be 

nO ' . ne 


(190). 


Pareillement les trois segments aa^j b' n et bc sont en involution, 
et l’on a 

y a. y a' h'h,h'c 
na.na' nb.nc 

Divisant ces deux équations membre à membre, on a 

ha .ha! hc ^ h' c hc nh 

b'a.h'a' nd ' nb b' c nb' 


Or, d étant le conjugué harmonique du point n par rapport aux 
deux points /;>, è', on a 

nb c'h 

7b'' 

L’équation devient donc 

ha . ha' hc . hc' 

l^b'â' “ Vcjy~7 

ce qui prouve que les trois couples a, a!\ b, b' et c, d sont en in- 
volution. 
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Corollaire I. — Si le point n est le milieu du segment aa', son 
conjugué harmonique c sera à l*infini; et par conséquent le 
point d sera le point central de V uiK^olution déterminée par les 
deux segments aa', bb'. On conclut de là que : 

Quand deux couples de points a, a' et b, b' sont en rapport 
harmonique , 

1 ° Le point conjugué harmonique du milieu du segment aa' 
par rapport aux deux points b, b' coïncide avec le conjugué 
harmonique du milieu du segment bb' par rapport aux deux 
points a, a'; 

2 *^ Ce point est le point central de V involution déterminée par 
les deux couples a, a'; b, b'. 

C’est-à-dire que, ce point étant représenté par O, on a 
Oa.Odz=zOb.Ob\ 

Corollaire II, — Si le point n est à l’infini, ses conjugués 
harmoniques e, c' par rapport aux deux segments aa\ hU sont 
les milieux a, ê de ces segments. Donc : 

Quand deux cou])les de points a, a' et b, b' sont en rapport har- 
monique, leurs milieux respectifs a, S forment un troisième 
couple en involiition avec les deux premiers. 

Corollaire III. — Il résulte de là que : Les trois demi-circon- 
férences décrites sur les segments aa', bb' et ceS comme diamètres 
passent par un même point (208). Les droites menées de ce point 
aux deux a, 6 sont à angle droit; or ces droites sont les rayons 
des deux premières circonférences; on en conclut donc que : 

Quand deux segments aa', bb' sont en rapport harmonique, 
les circonférences décrites sur ces deux segments comme dia- 
mètres se coupent à angle droit. 

287. Trois droites issues d’un même point font, deux à deux, 
trois angles : si Von considère les bissectrices de ces angles et 
celles de leui's suppléments, les trois droites formeront une invo- 
lution soit avec les bissectrices des trois suppléments, soit avec les 
bissectrices de deux angles et la bissectrice du supplément du 
troisième angle. 
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En effet, soient A, B, C les trois droites, A', B', G' les bissec- 
trices des trois angles (B, C), (G, A), (A, B), et A'^, B", G" les 
bissectrices des suppléments de ces angles. On a 

sin(A',C) sin(B', A) sin(C',B) 

sin(A',B) sin(B', C) sin(C',A) 

sin(A'^C) sin(B",A) ^ sin(G",B) ^ 

sin(A",B) sin(B",C) sin(G",A) 

et, par conséquent, 

sin(A,B").sin(B,G") .sirî(G, A") 
sin ( A'% B J . sin ( B"', G j . sin ( G'', A j 
et 

sin ( A, B' ) . sin ( B, G" ) . sin ( G, A' ) 
sin ( A' , B ] . sin ( B' , G J . sin ( G^', A ) 

équations qui prouvent les deux involu Lions en question (250). 
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DEUXIÈME SECTION. 


PROPRIÉTÉS DES FIGURES RECTILIGNES. — APPLICATION 
DES THÉORIES PRÉCÉDENTES. 


CHAPITRE XIV. 


PROBLÈME DE LA SECTION DÉTERMINÉE. 


L 

288. Le problème de Li Section déterminée, ainsi appelé par 
Apollonius, est le suivant : 

Etant donnés tjuatre points en ligne droite, on demande de 
déterminer sur cette droite un cinquième point tel, que le produit 
de ses distances à deux des quatre points donnés soit au produit 
de ses distances aux deux autres dans une raison donnée. 

Soient a, a', h et V les quatre points donnés, X la raison; il 
s’agit de déterminer un point m tel que l’on ait 

am . a'm 
bm . b' m 

Cette question en comporte trois autres comme cas particuliers, 
car on peut supposer que l’un des quatre points soit à l’infini, ou 
que deux points conjugués a' ou E coïncident en un seul. 
Les trois cas qui résultent de ces hypothèses s’expriment par les 
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équations 

am _ 

■ 2 

am 

bm 

289. Ce problème de la Section déterminée partie des ma- 

tières que les anciens comprenaient sous le titre à' Analyse géomé- 
trique. Apollonius l’avait traité dans un Ouvrage en deux Livres, 
qui contenait quatre-vingt-trois propositions. Cet Ouvrage ne nous 
est pas parvenu; toutefois des Icmmes qui s’y rapportent, insérés 
par Pappus dans le septième Livre de ses Collections malhéma’- 
tiques, ont permis à plusieurs géomètres, dans les deux derniers 
siècles, de le rétablir dans le style ancien. Si tous ne l’ont pas fait 
avec la prolixité d’Apollonius et de 11. Simson, qui passe pour 
avoir bien rétabli la marche et la méthode de l’auteur grec, tous 
cependant ne l’ont résolu qu’à l’aide de diverses propositions qui 
font dépendre la question générale de ses cas particuliers. Et c’est 
encore ainsi qu’a procédé, dans ces derniers temps, J. Leslie, dans 
son Analyse géométrique. De sorte qu’il n’existe pas, en Géomé- 
trie, de solution immédiate de la question. Je dis en Géométrie, 
car, par la voie analytique, en rapportant tous les points à une 
origine commune, on a sur-le-champ une équation du second 
degré dont les racines résolvent la question d’une manière gé- 
nérale. 


(*) Pour considérer l’équation — =. ;t comme un cas particulier de celle re- 

. . . ^ . nm.n'w , , . , , . , 

lative a quatre points, l=z X, on peut, dans celle-ci, remplacer la raison a par 

le rapport de deux seffinents tels que bk, b'k', A et k' étant deux points pris sur la 
môme droite que les quatre a, a', A, b' ; alors l’équation est 

bk ain.o'm A'm 

brn . b' m b' k' bni b' k' ’ 

et, si l’on suppose le point b' à riiifini, elle devient 
am.a'ni 
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Comme la plupart des problèmes de Géométrie cpii admettent 
deux solutions, celui-ci a des cas d’impossibilité, ce qui conduit à 
une question de limite ou de maximum, savoir, de troiwer le 
J , am . a'm ' . 

point m qui rend Le rapport maximum ou minimum. 

Cette question n’a pas échappé à Apollonius, qui excellait dans ce 
genre de problèmes ardus, et Fermât l’a prise, à raison de sa dif- 
ficulté, comme exemple de sa méthode de maæimis et minimis. 

Les théories précédentes procurent deux solutions immédiates 
et extrêmement simples de ce problème de la Section déterminée : 
l’une dérive de l’involution , et l’autre de la division homogra- 
phique. 

La première s’applique meme au cas où l’im des deux couples 
de points conjugués a^ a! et Z>, h* y ou tous les deux, seraient ima- 
ginaires. 

IL — Première solution. 


290. L’équation à laquelle il faut satisfaire, 

am . a'm ^ 
bm.b'm ’ 

donne lieu, évidemment, à deux points m, né . La théorie de l’in- 
volution l’indique aussi, car, un premier point m étant déterminé, 
le point ni qui, avec celui-là et les deux couples a, cl et hy V y 
forme une involution satisfera aussi aux conditions du problème, 
puisqu’on aura 

am.a’m anl .a m' 
bm.b'm bm' .b' m' ' 

, am ' . a' ni > 

et par conséquent ^ " 

D’après cela, soitp le milieu des deux points cherchés niy m', et 
a, 6 ceux des deux segments aa', bd'; on aura 


Donc 


am . a m 
bm.b'm 6^ 


(227). 
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Cette relation fait connaître le point milieu fx] et la détermination 
des deux points m est une question de la théorie de l’involu- 
tion, que nous avons résolue de bien des manières (238). Nous en 
dirons peu de chose ici. 

Construction. — Par un point g pris arbitrairement, on fera 
passer deux circonférences de cercle ayant pour cordes respec- 
tives les deux segments aa\ bh\ et par le même point ^et le se- 
cond point d’intersection des deux circonférences on en fera 
passer une troisième ayant son centre sur la perpendiculaire à la 
droite aii! ^ élevée par le point p. Celte circonférence déterminera 
sur la droite ad les deux points cherchés m, rd , 

Autrement. On cherchera le point O déterminé par l’équation 

Oa.Od — Ob.Ob^ 


puis le point ^ déterminé par 

O . O Ci’ ™ O w. . O y/ , 


et l’on aura 


:pta'.pO (239, 2"). 


Cas de trois points a, d, b. — Il faut déterminer un point m 
tel que l’on ait 

am . dm 
htu 




Deux points m, m' satisferont à la question. Ces deux points 
formeront une involulion avec les deux a, d et le point consi- 
déré comme point central, Caron aura 

ani.a'm nm! .dm' nrn.dm hm 

bm bin uni’ . dm' btd 

équation d’involution (193). 

Il s'ensuit que le milieu des deux points cherchés m, m' se 
détermine immédiatemen t par l’expression -jX [222, équat.(4)]. 

Construction des deux points w, ml. — On décrit une cir- 
conférence de cercle quelconque passant par les deux points a, a', 
et l’on mène par le point h une corde qui la rencontre en deux 
points g^ ^ . Par ces deux points, on fait passer une circonférence 
qui ait son centre sur la perpendiculaire à la droite ad ^ élevée 
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par le point /Lt; cette circonférence détermine les deux points cher- 
chés nij ni , 

Autrement, On construit le point ^ par la relation 


et l’on a 


ba , ha' — b\L,b]x y 


, [J. b (239, s**). 


III. — Seconde solution. 


291. Écrivons l’équation — X ainsi : 

^ bin . b m 


ani ^ Vm 
brn a'm 


Sous cette forme on reconnaît que les points cherchés sont les 
points doubles de deux divisions homographiques exprimées par 
l’équation 

ani ^ b' ni 

b ni a! m! 

a et h sont deux points de la première division, et U, a' leurs ho- 
mologues respectifs dans la seconde (121). 

Nous déterminerons les deux points doubles par la construc- 
tion (161), où l’on se sert des points à l’infini. 

Supposant ni à l’infini, on a ~ =:X, et, supposant m à l’infini, 
a'V 

Soit P le milieu des deux points I, J'; on détermine le 
point p! par l’équation 


et l’on a (161 ) 


— put.' , IX J' (* ). 


(*) Il faut observer que dans cette équation /x' n'a pas la même signification que 

dans l’équation /xm = //a', a O (200). 



IÇp, TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. — CHAPITRE XIV. 

. 7 T W • W 

Cas de trois points a, a , h, — L équation — — = A s écrit 

am ^ I 

bm a'm 

et montre que les points cherchés seront les points doubles de 
deux divisions homographiques exprimées par l’équation 

am ^ I 

hm a* ni! 

dans lesquelles les deux points a el h de la première division ont 
pour conjugués, dans la seconde, l’infini et le point a (1^5). 

D’après cela, le point I est en a et le point J' se détermine par 
l’équation A. On prend le milieu ^ du segment aV ^ puis on 

détermine le point /a' par l’équation 

b |x a' 

et les points cherchés par l’expression 

292. Quand les deux points a, a' se confondent, les deux solu- 
tions relatives soit au cas de quatre points, soit à celui de trois 
points, s’appliquent d’elles-mémes. 

IV. — Conditions d'impossibilité. — Limites de A, 

293. Cas de quatre points a, b, U . — Quand les deux seg- 
ments aa! , bU empiètent l’iin sur l’autre, les deux points m, rn! 
sont toujours réels (238); mais, lorsque les deux segments pré- 
sentent une autre disposition, ces deux points peuvent être imagi- 
naires, ce qui a lieu si leur point milieu p se trouve entre les deux 
points e, f qui divisent harmoniquement chacun des deux seg- 
ments «a' et A>Z>'(239). C’est là la seule condition d’impossibilité 
de la question. Voyons ce qu’il en résulte relativement au signe 
et à la valeur numérique du rapport A. Nous considérerons succes- 
sivement les deux cas que peut présenter la position relative des 
deux segments aa\ bU . 
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I® L’un des segments est entièrement situé sur l’autre. Alors 
leurs points milieux a, 6 sont au delà du segment <^(61), et tous 
deux du même côté, à droite ou à gauche. Or le point fA, par hypo- 
thèse, est situé sur le segment lui-même; il en résulte que le rap- 
port ^9 égal à X, est positif, et que sa valeur numérique est com- 

eo J'k 


prise entre celles des deux rapports - 


Telles sont les deux 


conditions d’impossibilité du problème. 

Si X est égal à l’un des deux rapports, les deux points m et 
se confondent en l’un des points e, et les deux solutions se ré- 
duisent à une seule. 

ri® Les deux segments sont situés l’un au dehors de l’autre. 
Alors leurs milieux of, o, qui se trouvent toujours au delà du seg- 
ment sont de côtés ddférents, et, puisque le point [j., par hypo- 
thèse, se trouve sur le segment lui-même, il en résulte que le rap- 
port est négatif et que sa valeur absolue est comprise entre 


A 


Ce sont là les deux conditions 


celles des deux rapports et 
d’impossibilité. 

Quand X est égal à l’un des deux rapports, les deux solutions 
sont réelles, mais se réduisent à une seule, comme précédemment. 

Il résulte de cette discussion que l’on peut cxj)rimer d’une ma- 
nière générale les deux conditions d’impossibilité du problème, 
savoir, que le coefficient X soit de même signe que les deux 

€ a fv. , , . 

rapports et 3 “ que sa valeur numérique soit comprise 

entre celles de ces deux rapports. 

Nous avons vu (218) que les expressions des deux rapports 

ev. /a 

77. sont 
6'b Jh 


[slab' .a' b zp ^ab .a' l/Y 


29i. Cvs DE TROIS POINTS < 2 , Cl' y b, — Quand le point b est situé 
sur le segment aa! , les deux points cherchés /;/, m' sont toujours 
réels. Quand le point b est situé au dehors de ce segment, les deux 
points e, qui le divisent harmoniquement et ont pour milieu le 
Chasles. — Géom. sup. I 3 
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point sont réels, et il faut, pour que les deux points cliercliés m, 
m' soient réels, que leur point milieu // soit au dehors du segment 
ef\ De sorte que la question sera impossible si le point déter- 
miné par afji = tombe entre les deux points e, /’. 

On exprime cette condition en disant que le segment est 
compris entre les deux ae, af, 11 est clair qu’alors les trois seg- 
ments sont de même signe. Ainsi Ton peut dire que la question 
est impossible quand, 1 étant de même signe que les segments oce, 
aj\ sa valeur absolue est comprise entre celles de ces deux seg- 
ments. Les expressions de ces deux segments sont 

i 

^^{s/~rJTjzps/â'Tf ^ 


V. — Observation relative aux signes des segments et du rapport — Pro- 
cédé des anciens géomctT'cs, — Question de maximum ou minimum. 


295. Nous n’avons fait aucune hypothèse sur le signe de la 
constante qui peut être positive ou négative; la position du 

point U, déterminé par la relation ^ = X ou dépend de 

g i 

ce signe; par conséquent, les deux solutions qui conviennent à un 
signe sont différentes des deux qui conviennent au signe con- 
traire, de sorte que, si le signe de X n’est pas déterminé dans 
l’énoncé de la question, celle-ci admettra quatre solutions. 

Quant aux signes des segments, dans le cas de quatre points, 

. n • arn.am , 111 

ou 1 on a l équation = A, le sens clans lequel on comptera 

les segments positifs est indifl'érent, même quand deux points a, 
a! ou h, b' coïncident en un seul. 

Mais pour le cas de trois points, exprimé par l’équation 

~ X, il ii’cn est pas de même; on doit indiquer dans quel 

sens se compteront les segments positifs, et, si ensuite on veut les 
compter dans le sens contraire, on aura deux nouvelles solutions; 
de sorte que, si l’énoncé de la cpiestion laisse ce sens indéterminé, 
on doit considérer qu’il y a quatre solutions. Toutefois, ces quatre 
solutions sont les mêmes que les quatre dues à rindélermination du 
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signe de la constante ; car, si un point 111 satisfait à l’équalion 

~ X, dans l’hypothèse que les segments y^ositifs sont 

comptés à droite et que la constante est positive, ce ])oint con- 
viendra encore si l’on compte les segments positifs vers la gauche 
et qu’on suppose la constante négative. 

Ainsi, dans les deux cas de quatre ou de trois points, la ques- 
tion admet généralement quatre solutions quand on ne donne de 
signes ni à la direction des segments ni à la constante. 

Les anciens regardaient la constante toujours comme j:)ositivc 
et ne donnaient yoas de signes aux segments; ccy^endant ils ne trou- 
vaient, généralement, qu’une solution. D’ay3rès ce que nous venons 
de dire, ils auraient dû en trouver deux dans le cas de quatre 
points, et quatre dans le cas de trois points. 

Il y a là un fait niathéinatiquc qui mérite d’être remarqué et 
que l’on en recherche la cause : c’est que les anciens, qui proba- 
blement s’étaient ayjcreus de la multiplicité des solutions et qui 
cependant ne j30uvaient jias les comprendre sous un y^rincipc 
unique, parce que la notion des signes pour exprimer la direction 
des segments leur manquait, introduisaient dans les données de la 
question une condition qui suy^yjléait à Tusage des signes. Ils dé- 
signaient comme condition du j^rohlènic la région dans laquelle 
devait se trouver le y)oint cherché. On y)eut s’assurer que cette 
condition conduisait, pour une même valeur niiniériquc de la con- 
stante, aux quatre solutions réy>ondant aux signes -H et — . Mais 
cet examen, qui est nécessaire yjour se bien rendre compte de ce 
qu’était la Géométrie des Grecs et des dilficultés auxquelles don- 
nait lieu la non-admission des quantités négatives, serait ici su- 
péril Li. 

29G. Question de maximum ou minimum. — L’indication de la 
région dans laquelle doit se trouver le [joint cherché in donne 
lieu à une question de maximum ou minimum. 

En effet, jjrenons le cas de quatre [joints exjjrimé jjar l’équa- 

rmi . m(f' . 1 . 7 7 / v 

tion ~ A, et sujjposons que Je segment bb soit compris 

entièrement sur aa' et qu’on demande que le point cherché m soit 
situé à droite du segment aa' { fig. 32). Le point // sera ou à gauche 

1 3 . 
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(lu point a OU à droite du point f. Or, si le point [J. est à gauche 

de a, le rapport égal à X, est toujours i et augmente quand ft 

s’éloigne, jusqu’à devenir égal à l’unité quand ^ est à l’infini. Puis, 
si l’on suppose que // revienne de l’infini à droite du point y*, le 


rapport ^ augmente au fur et à mesure que [jl s’approche du point ê ; 


mais p. ne peut pas franchir le point parce que, en deçà de y sur 
le segment ef^ il donnerait des points m^m' imaginaires. Donc, la 


plus grande valeur qu’on puisse donner au rapport 
celle qui fait coïncider (x avec y, et cette valeur est 




ou 1 est 


f V. _ aa' 

f^* [yjal/ .a! b sjab .a' 


Alors le point cherché ni est situé lui-méme en y. 

Mais, si l’on veut que le point in soit sur le segment hh\ le point u 


sera à droite de 6, et le rapport ~ sera minimum quand [x coïnci- 


dera avec e, auquel cas le point cherché m se trouvera lui-méme 
(m e, et le rapport A aura pour valeur 


e a aa' 

"" {sjTd/T^ — sl’^b^i'Vf 


Supposons maintenant que le segment hU soit situé au delà 
de a(^ [fiS’ qu’on demande que le point m soit sur l’un 

des deux segments, sur par exemple. Alors le point [x sera à 


auchc de G. Le rapport ~ diminue, abstraction faite de son 


signe — , quand p. s’éloigne de G. Or [x ne peut pas franchir le 
point y, parce que le point cherché m deviendrait imaginaire ; donc 
la plus grande valeur qu’on puisse donner au rapport A est celle 
(jui fait coïncider le point [x en y. Cette valeur maximum est 


/« ( 7 ^ 

i^ab' ,a'b — ^ab.a'b')^ 

Si l’on demande que le point m soit au dehors des deux seg- 
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ments aa!, hh\ le point ^ sera lui-même au dehors du segment ao, 
et le rapport X pourra avoir une valeur quelconque; de sorte qu’il 
n’y a pas alors de question de maximum. 


297. Ainsi, le problème de la Section déterminée donne lieu à 
trois cas de maximum ou minimum quand on indique dans quelle 
région, par rapport aux deux segments ad et hU , doit se trouver le 
point eberebé. 

Ces questions d’impossibilité et de limite ne nous ont olFert au- 
cune dilliculté, parce que nous y avons introduit la notion du 
point | 7 ., milieu des deux points cherchés 77^, /n', et celle de l’ex- 


pression ^ égale au rapport X, qui sert à déterminer immédiaK;- 
ment le point 

Mais, à défaut de ce moyen de solution, c’est en raisonnant di- 

. T r am.a'm , . 

rectemeiit sur l expression y^lus compliquée con- 

stante X qu’on a dû chercher, dans chaque cas, lu position du 
point 771 , ses limites et les valeurs maximum ou minimum de X. Ces 
questions difliciles ont été fort bien résolues par Apollonius, qui a 
non-seulement déterminé les points limites e, /, mais est parvenu 

aux expressions des rapports —y telles que nous les avons 


données. 

La recherche de ces expressions présentait surtout de grandes 
diflicultés, qui ont exigé tontes les ressources du géomètre. Car, 
A^pollonius ne connaissant pas les différentes relations anal)'tiques 
de l’involution dont nous avons fiiit usage, c’est au moyen de 
ligures et par des considérations de pure Géométrie, dilférentes 
dans les trois cas, qu’il est parvenu à la détermination des valeurs 
en question (*). Ce sont ses propres solutions, conservées par 
Pappus, que les géomètres modernes ont reproduites. 


(*) Les trois questions do maximum ou minimum, dans Tordre dans lequel nous 
les avons traitées, font le sujet des propositions 64, Cl et 62 du septième Livre do 
Pappus, et 65, 59, 62 de R. Simson. 

Dans les deux premiers cas, les valeurs maximum ou minimum du rapport X trou- 
vées par Apollonius sont colles que nous avons données, et c’est par des propriétés 
du cercle, différentes dans les deux cas, que Tauteur y est parvenu. Mais dans le 
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On peut voir, par ce que nous venons de dire, que ce problème 
de la Sectio7i déterminée était dans la Géométrie ancienne et est 
resté jusqu’ici une question fort compliquée, résolue longuement 
et péniblement. Il faut se livrer à une étude approfondie des Icmmes 
de Pappus qui s’y rapportent et de l’Ouvrage de R. Simson pour 
bien connaître et apprécier scs difficultés et la marche suivie par 
Apollonius dans les quatre-vingt-trois propositions dont son Ou- 
vrage se composait. 


troisième cas, qui forme le second du géomètre grec, sa méthode est encore dilférente; 
il y emploie une figure composée de triangles et assez compliquée, et rexpression du 
rapport maximum diffère des premières; elle est 

( sJ ab' . <(' h -H \f7ih . a' h' ) ^ 

IJy^ 

On vérifie sans difiîciiltc que celte expression est identique à la nôtre, en vertu de la 
relation aa' ,bb' ~ ab .a' b' — ab' .a' b entre les quatre points a, b, h'. 

J. Leslie, qui a consacré huit propositions à ce problème, n'a traité qu’un des trois 
cas de limites ou d’impossibilité (celui qui faille sujet des propositions Cl de Pappus 
et 59 do Simson) sans laisser entrevoir au lecteur les autres cas. (Voir Geomo.tr i cal 
Analysis. Edinburgh, 1821, in*8'’, p. G9-83.) 
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CHAPITRE XV. 

QUESTIONS DONT LÀ SOLUTION SE RAMÈNE À LA CONSTRUCTION DES POINTS 
DOUBLES DE DEUX DIVISIONS HOMOGRAPIUQUES SUR UNE MÊME DROITE. 


§ I. — Exposé de la méthode. 

298. Il existe un ^rand nombre de questions qu’on peut ramener 
à la construction des points doubles de deux divisions bomogra- 
pbiques; de sorte que ces questions, qui, en Analyse, dépendent 
d’équations du second degré ou d’équations de degré supérieur qui 
se ramènent au second, se résolvent toutes par une construction 
uniforme, quoiqu’elles puissent n’avoir en apparence aucun lien 
de similitude; et cette construction est toujours très-simple, même 
dans le cas où, par les méthodes ordinaires, on éprouverait des 
difficultés réelles, surtout à raison de la multiplicité des racines, 
qu’on ne pourrait éviter dans la mise en équation du problème. 

IjCS deux divisions homograpbiques, dans chaque question, sont 
déterminées par trois couples de points correspondants. Les deux 
points d(; chaque couple sont donnés par une sorte de construc- 
lioii eVessaiy qui n’est la bonne que quand les deux points qu’elle 
détermine sc trouvent coïncidents. Cette méthode a de l’analogie 
avec les règles de fausse position en Arithmétique, et cette ana- 
logie est réelle; car, quoique fondée sur une construction géomé- 
trique, la méthode s’applique à la résolution d’un système d’é- 
quations du second ou du premier degré, et, pour celles-ci, la 
construction, traduite en Analyse, donne les memes expressions 
des racines cpie les règles àe.Jausse position que l’on connaît ). 

A raison de la diversité et de l’étendue de ses applications, cette 
méthode peut mériter ici une attention particulière; car ci; qui 


(‘) On sait quo cette méthode des fausxes positions est fort ancienne. Elle nous est 
venue des Arabes, qui la tenaient des Indiens. 
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manque en Géométrie, ce sont des méthodes générales et unirormes, 
propres chacune à un grand nombre de questions, comme il en 
existe en Analyse. 

La méthode dont il s’agit satisfait complètement à cette con- 
dition. 

Au nombre des questions auxquelles elle s’applique se trouvent, 
parmi les plus faciles, celles qui ont fait le sujet des trois Ouvrages 
d’Apollonius, intitulés De la Section de rcifwn, De la Section de 
l'espace et De la Section déterminée. Chacune de ces questions 
exigeait un grand nombre de propositions. Pappus rapporte qu’il 
s’en trouvait dans le Livre de la Section de raison cent quatre- 
vingt-une; dans celui de la Section de l'espace cent vingt-quatre, 
et dans celui de la Section déterminée quatre-vingt-trois. C’est que 
la solution ne se faisait jamais directement pour le cas le plus gé- 
néral de la question; on procédait par cas particuliers, en s’élevant 
des plus simples à de plus composés; la solution de chaque cas 
reposait toujours sur la solution des cas précédents. Outre cela, 
chaque problème donnait lieu à autant de questions différentes 
qu’il y avait de variétés dans les positions relatives des diverses 
parties de la figure. Dans les deux siècles derniers, où ces pro- 
blèmes ont occupé d’éminents géomètres, dont plusieurs ont cherché 
à rétablir les trois Ouvrages d’Apollonius, c’est celle marche longue 
et pénible qu’ils ont encore suivie; et, bien qu’ils aient cherché à 
renfermer la solution de chacun de ces problèmes dans le plus petit 
nombre possible de propositions, il en a toujours fallu plusieurs 
pour s’élever des cas particuliers à la question générale. Ainsi, 
J. Leslie, dans son Analyse géométrique, consacre à la Section de 
raison quatre propositions (propositions 1-4 du second Livre), à 
la Section de l'espace six (propositions 5-10) et à la Section déter- 
minée huit (propositions 11-18) ; ce qui fait dix-huit propositions, 
tandis que par notre méthode une solution unique suffit pour les 
trois questions considérées dans leur énoncé le plus général. 

La seconde solution que nous avons donnée du problème de la 
Section déterminée (291) est fondée sur celte méthode et pour- 
rait suffire pour en montrer les usages; mais nous allons en pré- 
senter diverses autres applications, en choisissant principalement 
les questions qui, sous des énoncés généraux, comportent un 
grand nombre de corollaires et de questions particulières. 
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§ II. — Questions où l’on considère deux divisions homographiques sur 

deux droites. Problèmes de la Section de raison et de la Section de 

l’espace. 

299. Deux divisions homographiques sur deux droites donnent lieu à 
deux genres de questions différentes : dans les unes on se proposera de dé- 
terminer deux points Iiomologues satisfaisant à certaines conditions, et 
dans les autres de déterminer deux segments homologues satisfaisant aussi 
à des conditions données. 

Ces questions peuvent se présenter sous des formes très diverses; nous 
n*cn donnerons ici que quelques exemples, le mode de solution étant tou- 
jours le meme. 

I. 

300. Étant données sur deux (boites BL' deux divisions homogra- 
phi(jucSf on demande de mener, par deux points donnés P, P', des droites 
aboutissant a deux points homologues a, a' des deux divisions et faisant 
entre elles un angle de grandeur donnée. 

On prendra arbitrairement le })oint a [fig, 34) sur la première droite AL, 
et Ton déterminera sur la seconde BL' le point homologue a' de la seconde 
division; puis on mènera la droite Va\ et, par le point P, une droite 
faisant avec Va' un angle égal à l’angle donné : cette droite rencontrera AL 
en un point Les deux points a et a' formeront deux divisions homo- 
graphiques. En effet, les deux rayons Va' et Pa', qui font entre eux un 
angle de grandeur constante, forment deux faisceaux homographiques (151), 
et, par conséquent, leurs traces a! et «' sur les deux droites BL' et AL, 
rcspeclivcment , forment deux divisions homographiques: mais a' et a 
forment aussi deux divisions homographiques par hypothèse; donc les deux 
points a et a' forment deux divisions homographiques (106), et il est évi- 
dent que chacun des deux points doubles de ces divisions fournit une solu- 
tion de la question. 

Comme on peut mener j)ar le point P deux droites faisant avec Va' un 
angle égal à un angle donné, sauf le cas où cet angle est droit, la question 
aura en général quatre solutions, et deux seulement quand Panglc donné 
sera droit. 

301. Trois couples de points tels que a et suiïiront pour déterminer 
les deux points doubles cherchés. Or, quand on prend sur la droite AL un 
point a et qu’on détermine le point a’ conformément à l’hypothèse, et le 
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rayon P a' faisant avec P' a' l’angle donné, on peut considérer qu’on fait 
une construction d’essai qui réussirait si le rayon P a' coïncidait avec P«, 
mais qui donne, en général, une erreur marquée par le segment «a', qui 
devrait être nul ; et c’est au moyen de trois erreurs semblables données par 
trois constructions d’essai quelconques que l’on résout la question. Il y a 
donc une certaine analogie, comme nous l’avons dit, entre celte méthode 
générale et les régies arithmétiques Aq fausse position. 

Mais on conçoit qu’ici Ton devra faire choix des données particulières 
qui sont propres à simplifier extrêmement, comme nous l’avons vu (162), 
la construction des deux points doubles de deux divisions homographiques, 
construction qui constitue la solution générale du problème. 

302. On peut donner à la question un énoncé plus étendu, en deman- 
dant que les deux droites menées par les deux points fixes, au lieu de faire 
entre elles simplement un angle de grandeur constante, soient deux rayons 
homologues de deux faisceaux homographiques donnés. La question alors 
n’admet que deux solutions. 

303. Le j)roblème, meme réduit à l’énoncé sous lequel nous l’avons 
considéré, est susceptible d’un grand nombre d'apjdications, tant à cause 
des dilférentes manières de former, géométriquement ou par des expres- 
sions analytiques, les deux divisions homographiques sur les droites AL, 
BL', qu’à raison des cas j)articulicrs auxquels il donne lieu ; car on peut 
supposer que les deux points fixes P, P' se confondent en un seul, que 
l’angle donné soit nul et que les deux divisions homographiques soient 
formées sur une meme droite. 

Il est inutile d’examiner ici les nombreuses questions qui naissent de ces 
diverses Iiypotlièses. Toutefois, il en est trois qui méritent d’être distin- 
guées : ce sont celles de la Section de raison, de la Section de l’espace et de 
la Section déterminée. Les deux premières se présentent naturellement 
comme cas particuliers de la question générale, si l’on y suppose les deux 
pôles P, P' coïncidents en un même point et l’angle donné nul. Pour la 
troisième il faut supposer, en outre, que les deux divisions homographiques 
soient formées sur une meme droite. Mais, la solution étant précisément la 
seconde des deux que nous avons données précédemment en traitant di- 
rectement la question, nous n’aurons pas à y revenir ici. 


IL — Problème de la Section de raison, 

30^t. Étant données deux droites AL, BL', on demande de mener par un 
point P une transversale qui forme sur ces deux droites, a partir de deux 



QUESTIONS DIVERSES. 


7.o3 


points fixes A, B, deux segments A a, B a' qui soient entre eux dans une 
raison donnée 


Concevons sur les deux droites [fig, 35) deux points variables rt, a' lies 
entre eux par la relation 


ka 

ha' 




ils formeront deux divisions homograpliiques, de sorte que la question sera 
de mener par le point p une transversale qui rencontre les deux droites en 
deux points homologues de ces divisions, ce qui est un cas particulier de la 
question générale (300). 

Nous dirons donc que, le jjoint a étant pris arbitrairement sur la droite 

A a 

ATj et le point a' déterminé par la relation - — j — 1, si l’on mène le rayon on' 

ha ‘ 


qui rencontre la droite AL en un point a', ce point et le |)remicr a forme- 
ront deux divisions homographiques dont les ])oints doubles fourniront les 
deux solutions de la question. 

D’après cela, voici comment on construira ces }>oints en se servant des 
points I et J', qui dans les deux divisions correspondent à l’infnii ( IGl). 

Pour le point I (position de a quand v! est à rinfini), on mènera par le 
point P [fig, 36) la parallèle à AL, laquelle rencontrera BL' en T, et Ton 
AI . . 

prendra — — Le point J' (position de a' quand a est à l’infini) se 
BI 

détermine immédiatement par la droite p.T' parallèle à BL'. Soit O le milieu 
du segment IJ'; il faut considérer ce point comme une position du point a 
et chercher la position corresjiondante de a'. Pour cela, on déterminera 

sur BL' le point il' par la relation et l’on mènera la droite pii' 

qui rencontre AL en O'. 

Enfin on prendra, de part et d’autre du point O, les points c, / déter- 
minés par la relation 

Oc — — o/nrr ^ÔÔ^OJ'. 


Les deux droites pc, p/ satisferont à la question, c’est-à-dire qu’elles ren- 
contreront la droite BL' en deux points c',/' tels, que l’on aura 


ke 

B^' 




et 


hy' 




305. Observation relative aux signes des segments. — Pour faire 

A (I r 

usage de la relation il faut donner des signes aux segments comptés 
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sur les deux droites à j)artir des deux points fixes A et B, car, autrement, à 
un point a correspondraient deux points a' situés de part et d’autre de Tori - 
gine B, de soi te que, si le sens des segments n’est pas prescrit, le problème, 
au lieu de deux solutions, en admettra quatre. Les anciens suppléaient à 
cet usage des signes en indiquant de quels côtes devaient se trouver les 
points cherchés, ainsi que nous lavons dit au sujet du problème de kiSec- 
tion déterminée (295). 


III, — Problème de la Section de l’espace. 


306. Étant données deux, droites BL' sur lesquelles sont deux points 
fixes A et B, on demande de mener par un point p une transversale qui 
forme sur les deux droites deux segments Aa, Ba' dont le produit ait une 
valeur donnée v. 


Si l’on prend sur les deux droites [fig> 37 ) deux points a’ satisfaisant 
à la relation 


Art.B^'— V, 


ces points forment deux divisions homographiques (127); et il s’agit de 
mener par le point p une droite passant par deux points homologues des 
deux divisions. 

La droite pa' rencontre AL en a', et les deux points «' forment deux 
divisions homographiques dont les points doubles fournissent les solutions 
de la question. 

La droite pB marque sur AL le point J'. Pour le ])oint I, 011 mène pl' 
parallèle à AL, qui marque sur BL' le point I', et Ton détermine le point I 
par la relation AI.BI' — y. On prend le milieu O du segment IJ', et sur BL' 
le point ü' déterminé par AO.BiV^v; la droite pü' marque sur AL le 
point O'. Enfin on prend, de part et d’autre du point O, 

Oe — — 0/=:= v/ÔÔ^J'. 

Les deux droites pe et pf résolvent la question. 

Si le sens des segments positifs n’est pas prescrit, le problème admettra 
quatre solutions, de même que le précédent. 


IV. 

307. Étant données deux divisions homographiques sur deux droites L et 
L' {fig- 38), déterminer deux segments homologues qui soient vus de deux 
points donnés y sous des angles donnés. 
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Soient a, a et b' deux couples de points homologues des deux divi- 
sions; il faut déterminer ces quatre points de manière que les deux seg- 
ments ab et a! V soient vus respectivement de deux points P, P' sous des 
angles donne's et Concevons qu’ayant pris un point a sur la droite L 
on forme l’angle aPb égal à 1 /», et soient h' les deux p{)iiit> de la se- 
conde division qui correspondent aux deux a, b de la première. Que l’on 
forme Tangle a' P' 6' égal à et que Ton fasse glisser le point a sur la 
droite L; les deux points b\ 6' formeront deux divisions homograpliiques 
dont les points doubles détermineront, évidemment, deux solutions de la 
question. 

L’angle «'P' 6' peut être forme à droite ou à gauche de P' a\ ce qui 
donne deux systèmes différents de solutions, en tout quatre solutions, les- 
quelles se réduisent à deux quand l’angle est droit. 

On peut aussi former l’angle aPb à droite ou à gauche de P^; mais les 
quatre solutions relatives à la seconde manière sont les mêmes que les pre- 
mières, car, en changeant les lettres des deux cotés de chacun des angles a P />, 
a' P' // dans chacune des quatre solutions, c’est-à-dire en donnant la lettre a 
au coté P^ et la lettre b au coté Prr, et de même pour l’angle a'P' b\ on 
aura les quatre nouvelles solutions, qui, par conséquent, seront les mêmes 
que les premières. 

308. On peut demander que les deux segments ab, a' b' soient de lon- 
gueurs données : la solution dérive des mêmes considérations. 

309. Étant données deux divisions homograpliiques sur une droite , il 
existe deux couples de points homologues qui divisent harmoniquement un 
segment donné ef. 

En effet, à chaque point a de la première division correspondent un 
point a' dans la seconde division et un point conjugué harmonique de a 
[)ar rapport aux deux points e,f. Il faudrait, pour que les deux points a, a' 
satisfissent à la question, que a' coïncidât avec a'. Or les deux points a' et 
rjL forment deux divisions homograpliiques dont chacun des deux points 
doubles satisfait à la question. Donc, etc. 


§ III. — Questions où l’on considère deux systèmes de deux divisions 
homographiques. 

310. Étant données deux divisions homograpliiques sur deux droites AL, 
A'L', et deux autres divisions homograpliiques sur deux autres droites BM, 
B'M', on demande de mener par un point donné P deux transversales qui 
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rencontrent les deux premières droites respectivement en deux points de 
division homologues et les deux autres droites pareillement en deux points 
de division homologues. 

Soient a et a' {Jig, 89 ) deux points homologues des deux divisions sur 
les droites AL, A'L'; qu’on mène la droite P ^ qui rencontre la droite BM 
en />>, et soit h' le point homologue sur La droite Vb' rencontre la 

droite A'L' en un point a'. On reconnaît aisément que les deux points a' 
forment deux divisions homographiques dont les points doubles résolvent 
la question. 

311. On peut supposer que les deux droites AL, A'L' coïncident ensemble, 
ainsi que les deux BM, B'M'. Alors on aura deux divisions homogra- 
phiques sur une meme droite AL et deux autres divisions homographiques 
sur une seconde droite BM. 

Ces deux droites AL, BM peuvent meme se confondre en une seule, de 
sorte qu’on aura deux systèmes de deux divisions homographiques sur une 
meme droite, et la question sera de déterminer deux points qui soient 
homologues à la fois dans les deux premières divisions et dans les deux 
autres. 

Ces questions sont susceptibles d’applications très-diverses. Nous en 
e'noncerons une seule. 

312. Étant données deux droites AL, BM, on demande de mener par un 
point P deux transversales <ful interceptent sur les deux droites deux seg- 
ments de longueurs données À et u. 

Concevons sur la première droite un segment aa' égal à 1, et qu’on le 
fasse glisser pour lui donner différentes positions, les deux points r/, a' for- 
meront deux divisions homographiques, et, de meme, un segment b b' égal 
à /X sur la seconde droite détermine deux divisions homographiques : de 
sorte que le problème rentre dans la question générale. 

313. Au lieu de demander que les deux segments aa'^ b b' soient de lon- 
gueurs données, on peut demander qu’ils soient vus de deux points fixes, 
respectivement, sous des angles donnés. 

§ IV. — Questions diverses. 

314. Étant données deux droites L, L' {fig> 4^)^ demande de placer 
entre elles une corde aa' (pd soit vue de deux points donnés P, P' sous des 
angles donnés ii, 11 . 
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Qu’on prenne arbitrairement un point a sur la première droite L et 
qu’on forme sur les deux rayons Pû, Va les deux angles < 7 ?^', aV a** 
égaux resj)ectivement aux deux angles donnés il, iV; leurs seconds côtés 
rencontreront la droite L' en deux points a\ a". Quand le points, glisvsera 
sur la droite L, ces deux points formeront deux divisions liomogra[)lnqiies, 
et chacun des deux points doubles de ces divisions donnera une solution <le 
la question. 

Si le sens dans lequel on doit former les deux angles il, il' sur les rayons 
P a, V'a n’est pas indiqué, la question admettra huit solutions. 

31o. Cas particuliers. — I. L’un des angles peut être nul; alors on 
demande d(i placer entre deux droites une corde passant par un point 
donné et qui soit vue d’un autre point sous un angle donné. 

II. Au lieu de demander que la corde aa' soit vue du point P sous un 
angle ii, ou peut demander que sa projection sur un axe soit de grandeur 
donnée. Et de meme à l’égard de l’angle il'. 

Les deux droites peuvent coïncider. Alors on résout les questions sui- 
vantes ; 

III. Détenniner sur une droite un segment qui soit vu de deux points 
donnés sous des angles donnés» 

IV. Déterminer sur une droite un segment de longueur donnée qui soit 
vu d'un point donné sous un angle donné. 

Toutes ces questions se résolvent par une même consti’uction toujours 
très-simple. 

310. Inscrire dans un triangle [fig* 40 rectangle mnpq égal en 
surface h un carré donné. 

Qu’on mène mr parallèle à AC, on forme le parallélogramme /w/i A r équi- 
valent au rectangle mnpq ou au carré donné. Nous supposerons donc que 
c’est ce parallélogramme qu’il s’agit de déterminer. 

Concevons un autre parallélogramme M/z'Ar' de même surface; ses 
deux côtés M//, M/ rencontrent le côté I3G du triangle en deux points a^ 
qui formeront deux divisions homographiques quand on fera varier ce pa- 
rallélogramme. En effet, puisqu’il a toujours même surface, on a 

A /^' . A / — const. — V . 

Donc les deux points ré et d forment, sur les deux côt('s AB, A(J, deux 
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divisions homographiques (127). Or les points n! et a forment deux divi- 
sions homographiques, ainsi que les points r et a! . Donc les deux points a 
et a! forment deux divisions homographiques (106). Il est évident que le 
point cherché rn est un point double de ces deux divisions. D’après cela, on 
déterminera les deux points ni qui satisfont à la question de la manière 
suivante. 

Les deux points I et J' des deux divisions seront en B et C. Par le mi- 
lieu O de BC on mènera On" parallèle à AB; on prendra le point r" déter- 
miné par la relation Aw". A/' v. La parallèle à AC, menée par ?'\ déter- 
minera sur BG le point O'. On prendra Om = Le point ni sera 

le sommet du parallélogramme demandé. Il existera au-dessous du point O 
un second point m qui sera le sommet d’un second parallélogramme satis- 
faisant également à la question. 

•317. Étant donnés un polygone dew côtés et n points placés arhilmive- 
ment, on demande d* inscrire dans le polygone un autre polygone dont les 
n côtés passe/it par ces n points. 

Soient ABGDE [fg* 4^) polygone donné, et P, Q, R, S, T les points par 
lesquels doivent passer les côtés consécutifs du polygone cherçlié abc.,.. 

Nous allons déterminer le sommet a du polygone demandé, qui se trouve 
sur le côté AE. 

Qu’on prenne arbitrairement sur AE un point <?, et qu’en menant «P 
qui rencontre AB en h., puis ôQ qui rencontre BC en c, etc,, on forme ainsi 
un polygone d’essai abc , . dont le dernier côté Te rencontre le côté AE 
en un point o! dilférent de a. Ces deux points c/, a' forment évidemment 
deux divisions homographiques dont les points doubles seront les sommets 
de deux polygones satisfaisant à la question. 

Remarque, — On peut dire que le polygone que l’on construit est in- 
scrit au polygone donné ABCDE et circonscrit à un second polygone PQRST 
du même nombre de côtés. 

318. Etant donnés trois points p, P, Q [Jig. et deux droites L, L', 
on demande de faire passer par les trois points les côtés d'un triangle ABC 
qui ait ses dcu.r. sommets A, B sur les droites L, L' et dont l\ingle en C soit 
égal à un angle donné. 

Soit menée par le point p une droite rencontrant les deux L, h' eaa et b-, 
qu’on mène P^, puis Qa' faisant avec Pô l’angle c égal à l’angle donné. 
Les deux points a et a' formeront deu.x divisions homographiques dont 
chacun des points doubles sera une solution de la question. 
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319. On résoudra de même la question suivante : 

Étant donnés n points quelconques et [n — 1 ) droites aussi quelconques, 
on demande de former un polygone de n côtés, tel que ses côtés passent 
par les n points, que ses sommets, moins un, soient situes sur les (11 — i j 
droites, et que V angle au dernier sommet soit de grandeur donnée. 

Ce problème comprend le suivant : 

Un rayon de lumière partant d'un point fiœe et se rr'fléchissant successi- 
vement sur plusieurs droites, déterminer la direction que doit prendre 
le rayon initial pour que le der nier rayon réfléchi le coupe sous un angle 
donné. 

320. Observations, — Dans les questions précédentes, nous avons tou- 
jours considéré des divisions liomographiqucs; mais on conçoit (ju’on pour- 
rait aussi ramener les questions à la considération de faisceaux liomogra- 
phiques, soit dans leur énoncé, soit dans leur solution, laquelle dépendrait 
alors de la recherche des rayons doubles de deux faisceaux ayant le meme 
centre. Il est inutile de donner des exemples de ce genre de questions. La 
méthode sera toujours la même. 

Le [)ctit nombre de problèmes que nous venons de résoudre par cette 
méthode générale se rapporte aux figures rectilignes, parce que ce sont les 
seules dont nous devions nous occuper ici ; mais la théorie des sections co- 
niques donnera lieu à de très-utiles applications de la méthode. 

§ V. — Résolution d’un système d’équations du premier 
ou du second degré. 

I. Équations du premier degré. 

321. Considérons un système d’équations déterminées, du premier degré 
et de la forme 

1 .r -h a y v : — o, 
yi 2 -i- " o, 

-f' u„æ -f- ™ o. 

Supposons qu’il y ait a;' au lieu de x dans la dernière équation. Cela posé, 
si l’on donne à x une valeur arbitraire dans la première équation, il s’en- 
suivra des valeurs correspondantes des variables y, z, . . . , et [)our x' dans 
la dernière équation une valeur différente de celle attribuée à x. Il fau- 

CüASLES. — Géom. sup. l4 
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(irait, pour que celle-ci fût une racine des équations, qu’elle rendît la 
dernière équation identique, c’est-à-dire qu’il en résultât la même valeur 
pour x\ 

D’après cela, supposons que les variables y, ... représentent les dis- 
tances d’autant de points X, Y, . . . , situés sur une même droite, à une 
origine commune. La première équation exprimera que deux points va- 
riables X, Y forment deux divisions homographiques (131); la seconde 
que les deux points Y et Z forment aussi deux divisions homographiques; 
et ainsi de suite jusqu’à la dernière, qui exprime que les deux points V 
et X' forment aussi deux divisions homographiques. Il résulte de cette 
série de divisions homographiques que les deux points extrêmes X et X' 
forment ensemble deux divisions homographiques (106), et il est évident 
que le point double de ces deux divisions qui correspond à deux valeurs 
égales de æ et x' fournira la racine en x des équations proposées. Les deux 
divisions n’auront qu’un point double, parce que, d’après la forme des 
équations, ce sont des divisions semblables dont le second point double est 
à l’inlini (164). 

La résolution des équations se réduit donc à construire le point double 
de deux divisions homograi)hiqucs semblables y ce qu’on fera au moyen de 
deux systèmes de points homologues ( 165). 

Soient donc a une valeur arbitraire donnée à x dans la première équation 
et a' la valeur résultante de x dans la dernière équation, et pareillement h 
et // deux autres valeurs correspondantes de x, A partir d’une origine A, 
on portera sur une même droite les segments A a, A a', A 6, A 6', égaux res- 
pectivement aux quatre nombres a', b, et l’on déterminera le points? 
[)ar réquation 

or.e vfi 
u' e 


ou 


d’où l’on tire 


ou 


Ac— A« AG - \« 
Ae - - A a' A G' — A ’ 


'( A K — A «' ) — ( A G — A 6' ) 

A « f A G' — AG) — A. G ( A — A « ) 

( À 6' — A G ) — [Av! ~ Av.) 


Or [Av! ~ A a), c’est-à-dire la dilfcrence entre la valeur a attribuée à æ 
dans la première équation et la valeur a de x dans la dernière équation, 
peut être considéré comme Veneur relative à la valeur d’essai (/, et de 
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même (A 6' — A 6) sera l’erreur relative à la seconde valeur d’essai b. Dé- 
signant ces deux erreurs par e et e', on aura 

^ A a . e' — A 6 . e 

Ae — ^ 

e — 5 

ou 

<7 . e' — b .e 

.T ~ ; • 

e — £ 

C’est la formule connue dans la règle de fausse position. 

Remarque. — Il est clair que ce mode de solution s’applique a des équa- 
tions quelconques du premier degré entre un pareil nombre d’inconnues, 
sans qu’il soit nécessaire que chacnne des équations ne contienne, comme 
ci-dessus, que deux inconnues; car on pourra toujours, par voie d’addi- 
tion, ramener les équations proposées à la forme des précédentes. 


II. — Résolution d^unc équation du second degré. 

32*2. L’équation du second degré à une seule inconnue 
«.r- -t- hx c ~ O 

peut se résoudre par les mêmes considérations, c’est-à-dire par la construc- 
tion des points doubles de deux divisions homographiques. 

Pour cela, on l’écrira ainsi, 

a.rx' -f- bx c o, 

et l’on regardera .ret-r' comme représentant les distances de deux points ///, 
né à une origine commune sur une droite indéfinie; l’équation exprimera 
que ces deux points forment deux divisions homographiques, et les points 
doubles de ces deux divisions détermineront les racines de l’écpiation pro- 
posée, lesquelles seront les distances des deux points doubles à l’origine. 
Cette construction conduit à l’expression connue des racines de l’équation; 
mais il est inutile de nous arrêter à ces détails. 


III. — Résolution de deux équations à deux inconnues. 
323. Soient les deux équations 


< 4 - 


XJ H- ').x -H -t- V = O, 

y. T -i- V y -^r lé X -y v' = o. 
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Ecrivons dans la seconde x' au lieu de x\ on aura 


( 3 ) 


yx -i- Vy ~h fl' x' v' — O. 


Si l’on regarde .r, j, x' comme les distances de trois points m, m\ in" à 
une origine commune, la première équation exprimera que les deux points 
m, m! appartiennent a deux divisions liomographiques, et l’cquation (3) 
que les deux m' et tn" forment aussi deux divisions liomographiques. Il 
s’ensuit que les divisions formées par les deux jioints m et m" sont homo- 
graphiqiies entre elles , et il est évident que les points doubles de ces 
deux divisions détermineront les valeurs de l’inconnue x qui satisfont 
aux équations proposées; celles de l’inconnue y s’ensuivront naturelle- 
ment. 

Voici comment on appliquera ce mode de solution géométrique. 

On donnera à .r, dans la première équation, une valeur arbitraire «r, et 
Ton en conclura la valeur correspondante de j, qui, mise dans la seconde 
équation, donnera une valeur a! de x. Pareillement, à une autre valeur h 
de X dans la première équation correspondra une valeur h' dans la seconde 
équation; et enün on formera de même un troisième couple de valeurs c, 
e' de X, 

On prendi’a sur une même droite, à partir d’une origine A, des seg- 
ments Aa, Aa', AC, AC', Ay, Ay' , égaux respectivement aux nombres a, 
a\ b', c, c' , et l’on cherchera les points doubles e, f des deux divi- 
sions l)omograplii(|ues déterminées par les deux séries de trois points «, C, 
y et v! , C\ y\ Les deux segments Ae, A/’ seront les racines en x des deux 
équations proposées. 

On j)Ourra déterminer ces deux points doubles j)ar la constructit)n géné- 
rale (271 ) ; mais on la simplifie, comme nous avons vu ( 101 ), en prenant a 

et h’ infinis, et c = • Représentons, dans cette hypothèse, par f , 


h par i, c 


• par Q et c' par o'; les racines cherchées seront 


2 




IV. — Résolution d'un nombre quelconque d'équations, 

324. Cette méthode s'applique à un nombre quelconque d’équations de 
la forme des précédentes, et c’est dans ce cas surtout qu’elle peut être utile. 
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Soient n équations entre n inconnues .r, t, . . , j’, de la forme 

.Tny 4- > j:: -f- ^Ly -f- v rrr: o, 

y Z -f- -f- Z -f- 'J zm O, 

Zt —f~ -3 — |— y- ^ "4“ O J 

(>.r H- À, 4 ' 4- H- O. 

Il est évident que, comme dans le cas de deux équations seulement, si 
l’on regarde les variables .r, y, z, . . . comme exprimant des segments 
compte's sur une meme droite à partir d’une origine commune, chacune 
des /2 équations exprimera deux divisions homographiques. Par ccmséquent, 
les valeurs arbitraires données à .r dans la première équation et les valeurs 
qui en résulteront pour dans la dernière équation détermineront deux di- 
visions homographiques dont les points doubles correspondront aux deux 
racines en x qui satisfont aux équations. 

325. Remarque. — Eu combinant les équations par voie d’addition, on 
pourra en rem[)lacer une partie par d’autres, équivalentes, où les variables 
seront mélées et se trouveront plus de deux dans une mémo équation. La 
méthode s’appliquera à ces nouvelles équations, et, en général, elle s’appli- 
quera a un système d’équations qu’on pourrait ramener, par voie seulement 
d’addition (et de multiplication par des coefficients numériques), a la forme 
des n équations précédentes. 
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CHAPITRE XVI. 


PROPRIÉTÉS RELATIVES A DES SYSTÈMES DE POINTS SITUÉS EN LIGNE DROITE. 
— APPLICATION A LA DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES EN 
FHACTIONS SIMPLES. 


§ I. — Systèmes de points en ligne droite. 

326. Les relations entre trois ou quatre points dont nous avons 
fait si souvent usage ne sont que des cas particuliers de certaines 
propriétés générales concernant un ou deux systèmes de points en 
nombre quelconque sur une meme droite. Ces propriétés, qu^on 
peut comprendre toutes dans une meme proposition dont la dé- 
monstration est très-simple, méritent de trouver place ici, d’au- 
tant plus qu’on déduit naturellement de cette seule proposition 
une théorie algébrique importante, celle de la décomposition des 
fractions rationnelles en fractions simples. 


I. — Théorème général. 


327. Etant pris sur une même droite n points a, b, c,... 
et (^ii — i) points m, n, p, . . ., on a toujours, quelles que soient les 
positions de ces points, la relation 


am .an .np . . . 
a b .ac.acl. , . 


hm . hn .hp . . . 
bc.bcl. , . ha 




1 . 


Nous allons prouver que, si cette équation a lieu pour deux sys- 
tèmes de (/Z — i)ct (/Z — 2) points, elle sera vraie pour deux sys- 
tèmes ayant chacun un point de plus. 

En effet, si l’équation proposée n’est pas identique quels que 
soient les zz points «, ... et les (zz — i) points zn, zz, . . . , on 

peut regarder tous ces points comme fixes, à l’exception d’un seul 
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qu’on déterminera de manière que l’équation soit satisfaite. Sup- 
posons que le point inconnu appartienne au second système et soit 
le point m; sa détermination se fera évidemment par une équation 
du premier degré, parce que ce point n’entre que dans un seul 
segment de chaque terme; par conséquent, il ne pourra exister 
qu’une position du point m. Cependant, si l’on fait coïncider ce 
point avec l’un quelconque de ceux du premier système, on sa- 
tisfait à l’équation ; car, si c’est avec le point par exemple, elle 
devient 

hn.bp. . . cn.cp . , . 

bc.bd. . . cd.ce. . . ^ ' ’ 

et cette équation entre deux systèmes de (/^ — i) et {ii — a) points 
est identique par hypothèse. Donc l’équation proposée a lieu pour 
plusieurs positions du point m ; donc elle est identique. 

Ainsi il est prouvé que, si le théorème est vrai pour deux sys- 
tèmes de [/I — i) et [n — :i) points, il l’est aussi pour deux systèmes 
contenant chacun un point de plus. Gril est vrai pour deux points a, 
h et un point m, car on a 

am H- mh -|- ba : o ou • — - -h - • i 2 . 

ah ba 

Donc il est vrai pour trois points Z>, c cl deux /;/, 7Z, et par 
conséquent pour quatre points rt, hj c, d et trois m, p. Et ainsi 
de suite. 

^utrernoîit. Si l’on regarde tous les points des deux systèmes, 
moins le premier a du premier système, comme fixes, et qu’on 
cherche à déterminer celui-là de manière à satisfaire à l’équation, 
on trouve que sa position dépend d’une équation du degré (// — • a), 
laquelle aurait cependant (z? — i) racines qui corrcspondrai(‘nt aux 
positions e, . . . du point indéterminé a ; ce qui prouve que l’é- 
quation est identique. 


II. — Corollaires, 

328. Si dans l’identité (i) on suppose l’un des points du second 
système, le point q par exemple, situé à l’infini, et qu’on divise tous 
les termes par le segment aq, le premier terme ne contiendra plus 
le point q et les termes suivants ne le contiendront que dans les 
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rapports 


hq cq 
- , — , 
aq aq 


qui deviennent tous égaux à l’unité ; enfin le 


second membre — sera nul. On aura donc l’équation 

aq 

am .an, . . hm .hn . . . ^ ^ ^ 

ab.ac. . . bc.bd . . . 

entre n points . . . et (/z — 2) points m, w, . . . . 

Dans cette équation, on peut supposer que l’un des points m, 
7ij, , . soit situé à l’infini, et l’on en conclut par le même raison- 
nement que l’équation a lieu entre 71 points < 7 , I?y ... et (/z — 3) 
points 7?/, 77, , et ainsi de suite, de sorte qu’on a ce théorème 

général : 

Eta7it p7‘is SIL7' U7ie d7'oite lui sjstè77ie de n pomts a, b, e, . . . ei 
U7i secoTid sjstèjTie de poùils m, n, . . . e7i 7i07iih7'e i7ifé7deii7' à 
(n — i), 0/7 77 toujoiu's e7it7'e ces points, quelles que soient leiu's po- 
sitions, Vide7ititè 


am.an, . . 
ah^ac, . . 


hm . hn . . 
bc .bd. . 


d29. Puisqu’un point du second système, supposé à l’infini, dis- 
paraît de l’équation, on peut faire disparaître tous les points suc- 
cessivement, et l’on arrive à ce théorème ; 

Etmit donné lui système de pomts a, ]3, c, . . . e7i ligne d/'oite, 
071 a toujoiu's e7it7'e eux la 7'elalio7i 


(3) 


ab .ac, ad. 


bc.bd. . . ba 


Ces propositions, déduites ici du théorème primitif, se dé- 
montrent aussi directement par les mêmes considérations. 

330. Réciproquement : De l’équation (2) entre 7i points a, 
et deux points de moins, /?/, zz, . . . , on peut remonter à 
Péquation ( i ), relative à deux systèmes dont le second n’a qu’un 
point de moins que le premier. 

En effet, prenons cinq points «, Z>, c, cZ, e et trois points m, zz,^ ; 



SYSTÈMES DE POINTS SUR UNE DROITE. 


217 


on aura 

am .nn.ap 
ab . ac . ad.ae 


em . en . ep 
ca.eb ,ec. ed 


Qu’on multiplie tous les termes par et qu’on suppose le point e 

à l’infini, les rapports — ? ^ — sont égaux à l’unité 

et l’équation devient 

am.an.ap dm.dn.dp 

(tb ,ac . ad ' da .db . de 


équation entre quatre points < 7 , Z», c, d et trois points /rz, zz, /z ; ce 
qui démontre le théorème (327). 

Ainsi, on peut dire que le théorème (328) a la même portée 
que celui d’où nous l’avons déduit. 


III. — Autres consè<iuences du théorème général. 


331. Dans toutes les équations précédentes, on peut supposer 
que deux ou plusieurs points du second système zzz, zz, ... coïn- 
cident ensemble. Il s’ensuit que, en ne considérant qu’un seul point 
Z7Z, on a ce théorème : 

Étant donnés n points a, b, c, . . , en ligne droite et étant 
pris sur cette droite un point quelconque m, on a les équations 


et 


■ in - 1 ) 

a/U 

ab ,ac ,ad . , 


('/-D 

b ni 

bc .bd . . . ba 


-(/,-!-£) 

a/a bni 

ab.ac.ad,., bc,bd.,.ba 


e pouvant prendre toutes les valeurs i, 2 ,..., (zz — 1 ). 


332. Quand les nombres (zz — i) et (zz — i — 5 ) sont pairs, le 
point zzz peut être pris au dehors de la droite sur laquelle sont les 
points a, c, - . . , et les équations subsistent. 

En effet, soient (zz — 1)=:= am ~ am — \am ) . Appe- 
lons zzz, le pied de la perpendiculaire abaissée du point zzz sur la 
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droite ; on a 
et 


am am^ 4 - mm^ 


/ 2 2\(» iV 2 (2t'-2) 2t' 

am zzz \am^ -t mm^ ) ™am| 4 -p./wWi .am^ 4- . 

Donc 

(/l-n 21 ' ( 2 J'- 2 ) 

am V' I 

y y- J 

nb.ac,ad.,. jl^ab.ac.acl... j^ah.ac.ad... j^ab.ac.ad. 

Or, le point étant sur la droite ah^ le premier terme du se- 
cond membre est égal à l’unité et tous les termes suivants sont 
nuis (331); le premier membre est donc égal à l’unité, c’est-à- 
dire que : 

Etant donné un nombre impair (av -i- i) de points a, b, c, . . . 
en ligne droite, et étant pris un point quelconque m sur la droite 
ou au dehors, indifféremment, on a toujours Inéquation 

am bm 

ah .ac.ad. . . bc ,bd. . . ba 

333. On démontre de meme que, quand (/z — i — s) est un 
nombre pair dans la seconde partie de la proposition (331 ), l’équa- 
tion subsiste, c’est-à-dire que : 

Etant donnés n points a, b, c, . . . en ligne droite et un point m 
quelconque sur cette droite ou au dehors, si 2 v est un noînbre 
pair plus petit que [n — 1), on aura toujours 

2 (' 2(' 

am bm 

ab. ac.ad... bc.hd,..ba 

334. Si dans le théorème (332) 2^^ 4- 1 = 3, il en résulte 1 équa- 
tion suivante entre trois points a^ bj c en ligne droite et un qua- 
trième point quelconque : 

am bm cm 
ab.ae^ bc.ba ' ca.cb ’ 
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OU 

am . bc H- bm . ca -f- cm ,ab ab ,bc .ca — o. 

C’est cette relation que nous avons déduite comme cas particu- 
lier d’une proposition (220) relative à trois couples de points et à 
uji septième, placés d’une manière quelconque en ligne droite ( ’ ). 

§ II. -- Décomposition des fractions rationnelles en fractions simples. 


I. 


335. Les théorèmes précédents, que nous avons déduits tous d’un seul, 
peuvent prendre diverses formes analytiques, qui donnent, entre autres, les 
formules connues dans la théorie de la décomposition des fractions ration- 
nelles en fractions simples. 

Considérons, sur une meme droite, un système de (/w *-f- i) points <?, />», 
c, . . . , .r et un système de m points /w, n, . \ on aura, d’après le théo- 
rème général (327), l’identité 


am ,an.ap , . . hm .hn.hp . . . 

ab . ac . ad. . . a.c bc . bd. . .bx .ba 


:rm , .rn ,.rp . . . 
.xa ..xb .xc . . . 


Désignons par les memes lettres, respectivement, les distances de tous les 
points des deux systèmes à une origine commune; Téquation deviendra 
l’identité suivante entre les deux systèmes de quantités quelconques 


(*^ Cette propriété de quatre points en ligne droite a été connue des anciens; elle 
fait partie des lemmes de Pappus qui se rapportent aux deux Livres des Lieux plans 
d’Apollonius prop. 125 et 12G du septième Livre des Collections mathématiques 

de Pappus). Quelques autres lemnies concernant le triangle peuvent se rattacher au 
cas de trois points pris sur une môme droite et un quatrième pris au dehors: toutefois 
on n’y voit pas la proposition dans son énoncé général. Mais elle pouvait se trouver 
dans l’Ouvrage d’Apollonius : il est à remarquer que R. Simson, en rétablissant ces 
deux Livres dos Lieux plans, a ajouté cette proposition aux lemmes de Pappus et s’en 
est servi. {Jpollonii Pergeei Locorum planorum Libri II. Glasguæ, i 7 'Î 9 , in-/|'’.) 

En citant dans V Aperçu historique (p. 175) les auteurs qui ont fait usage de cette 
proposition, le nom de Carnot nous a échappé. Non-seulement ce géomètre démontre 
le théorème dans sa Géométrie de position, mais il le signale comme fondamental 
{xoir p. 263 et 393). M. T. -S. Davies, le savant professeur de l’Académie royale 
militaire de Woolwich, l’a démontré aussi, en citant la Géométrie de position, dans 
le second Volume de son édition du Cours de Mathématiques du D' Hutton 
1843), édition qui se distingue des onze précédentes par de nombreuses additions dont 
plusieurs se rapportent aux méthodes de la Géométrie moderne. 
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^ œ cX. m, n, ... : 

{a — m][a—n][a — p)... {x— m]{r — n]{a: — p] ... _ ^ 

[a — (« — — ^^) . . . [rt — .r ) ( ) [ x — 6 ) ( .■r — cj... 

Supposons que les quantités du premier système b, , moins la 

dernière .r, soient les racines d’une équation F(.r) r= o, et que . 

soient aussi les racines d’une équation := o, de sorte qu’on ait 

F(.r) — -h...==A(x — «)(x— ô)... 

et 

<p(.r) = -1- . . . ot.[x — ni)[æ — /z) . . . , 

d’où 

[.T—a][x -b)...r= (.r — m}{x 

[a- h]{a — c] . .. (« - «)(«-«).. . 

L’équation devient 

^ y(") y(^) . .t z(£l -- 1 

a (« — x]t''(aj a [0 — .r)F'(i) « F(j') ’ 

ou 

y('^) _ « , y(«) , ?{ l>) , 

F(.r') A (x — <'/)F'(rt) (x — /?)F'(^) 

- ^ , V yf") 

F(.i^) A ^{x — rt)F'{n!) 

Dans cette formule, F(x) etç(.r) sont deux polynômes du même degré; 
sif[x] est d’un degré quelconque inférieur à celui du dénominateur F(x), 
le coefficient a est nul, et il vient 



C’est la formule connue pour la décomposition d’une fraction rationnelle 
en fractions simples. 


IL 

336. Le théorème général d’où nous venons de déduire ces formules est 
susceptible d’une autre interprétation analytique. 
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Prenons l’équation (i) entre m points a, h, c, , et (m — i) points w, 
/Z, et représentons par les mêmes lettres, respectivement, les dis- 

tances de ces points à une origine commune ; l’équation devient 


( <7 — m){fl — n){<7 — p] . , . {Ij — m) ( /) — 7?) { h — p) . . . 

[a — é ) ( « — — cl) .. . ^ [b — c)[b — ci) [b — (i)~^ 


ou 


2 


[n — ‘ ■ • 

i^a — b ) [cc — — <^0 • ' • 


= I . 


I 


Supposons, comme précédemment, que a, b, r, ... soient les racines 
d’une équation F(.r) — o du degré m, et m, /?,... les racines d’une équa- 
tion — O d’un degré moindre d’une unité; on aura 


F(.7;) -H Bar"*-» -u . . . - - «) (.r — 

=r -h -f- . . . — 6(,r — — /z) . . ., 


d’où 


( a — m) ( CI 



(« 

et l’équation devient 


h) (« - 


O 




l 


?(«) _ ^ 

F'(«) ” A* 


Si l’on suppose C ~ o, auquel cas la fonction y (.r) est d’un degré quelcomjue 
inférieur à (/yz — i)i il vient 


i^n 

» 


V 


— O. 


C’est la formule d’Euler. Elle répond à l’équation ( 2 , 328) entre deux sys- 
tèmes de points. On y peut supposer que soit du degré o, et l’on en 

conclut 


2 


F'(«) 


— O. 


337. Ces considérations, par lesquelles on rattache ces formules d’ Ana- 
lyse à une même proposition de Géométrie dont elles sont des expressions 
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difFérentes, montrent qu’à part la dernière, qui ne concerne qu’une seule 
fonction, elles ont toutes la même étendue, et que l’on peut passer de l’une 
à l’autre indifféremment. Et en effet on passe, comme on sait, très- facile- 
ment de l’équation (c) à l’équation (If) (*). 


III. — Autres formules dans lesquelles est d'un degré supérieur 

à eelui de Y [.r), 

338. Soient les deux polynômes 

F (æ') ” -1- -h .... 

^(.r) — a.r'" + -h 

, m f ,27 ] , , . 

On veut décomposer le rapport pj“j fractions dont les dénominateurs 
soient tous du premier degré. 

Que l’on conçoive un premier système de (m -h i ) points a, . . . , .r', .r 
et un second système de m points w, on aura la relation 

am .an .. . x' ni ..r'« ... .rni .xn . . . 

ah ,ac ,, uix’ .(IX x' x . x' a ... xa .xh . . . xx' 

et par conséquent, en regardant x', or et m, //,.. . comme des 

quantités, 

(a — ni) ( (7 — n] . . . 

[a — h] ... [a — ){u 


Supposons que a^h, . . . soient les [m — i ) racines de l’équation F (x) r— o 
et m, /Z, celles de l’équation ^(x) =r:o; l’équation précédente de- 

viendra 

B ^ H , 1^ ?{^) 

U [a — x'Jfa — x)F'(z 7 ) a (.2/ — x)F(x') a (x — .r')F(.r) 


f x' — n?) { x' — /?]... 
X I ‘ [X* — x) (x' — a j .. . 

(x — ni) (x — ;/)... 

{.T — a) {.r — 6)... (.V — 


(•) Voir, par exemple, le Journal de Mathématiques de M. Liouville, t. XI, p. 
année 1846. 
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Ff^ 


■t-(x') 




Cette formule satisfait à la question ; x' est un nombre arbitraire. 
Si l’on suppose x' — o, il vient 


?{x) r a V y(^) "1 ^ 

F(.r) F(o) ^ “ ^)F' («) J 

339. Si y (•2^) est du degré (m — i), comme F (or), a sera nul et réqualioii 


se réduit à 


f{æ)^ (ofa) 

F(j7) F(o) * — a)¥'[a) 


Or, d’après la formule (a), on a 


Donc 


ou 



(jti x) 6 

Y f(") 



F (^'j B 

^ [x — a)F'[a] 




5'("' .|.^Y 

f[a) 

B ' 

-«)F'(a) 

•F(o) 

— a)F'(a) 

V 

_ jpM 

1 .rX ®fo) 

e 

2j 

( X — a) F' (a) 

V ») l-'(o) 

“b’ 


ou enfin 


s 


jp(«)_ _ e 

a¥'{a) B 


yfo) 

F{o)' 


, , . F(.r) H- Dj:"'-» + . . . 

3^i0. Décomposons la fraction — — r T}V^~ërinZï — enfrac- 

^ l X J cc X “4” O X “4“ ... 

tions dont les dénominateurs soient du premier degré. 

Concevons (m -f- 1 ) points b, x*\ x\ x et m points //z, /z, ... ; on 
aura l’identité 


am .an, , . 

aù.ac. . .ax' .ax' .ax 


.r'm.x'n. . . 

^ — 

x'x.x' a.x'b . . .x^x'* 


.X m ,x n , . . 

^ x"x ' , x^x . x’' a . . . 
xm.xn, . . 
xa.xb, . . xx'^ . XX 
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et par conséquent, en désignant par les memes lettres . . . , x 

et m, 72, . . . les distances de ces points à une origine commune, 

[a — m){a — n], . . 

[a — ^ ) ( « — 6‘ ) . . . ( fl — x"][a — ) 

( x" — ,v' ][x" — x) [x" — fl ) (.r"' — /; ) . . . 

(y — m ) (y — 77 ) . . . 

(y — x] (y — fl) [x' — b) . . . [x‘ — y') 

[x — m)[x. 77 ) . . . 

y— ■«■]■(. «~6) r;7(^— x") (.r —le' j ^ ■ 


Supposons que les quantités du premier système fl, ^7, . . . , moins y, x' et .r, 
soient les racines de l’équation F(.r) ~ o et que les quantités du second sys- 
tème 777, 77, . . . soient les racines de l’équation ^ (a;) = o ; on aura 


F (.r) -f- ... r-- C[x — fl ) (/r — b) , 

^(a)=naj;''' H- -i- . . . a( a — 777) (.r — 77)..., 


et l’équation devient 

5 ?J“.) 

« F'(fl) (fl — y') (fl — y) (fl — x) 


d’où 


?K) 

« ( a" — a' ) ( x" — .r ) F (.r" j 

, ç f{-‘0 

a (.y — x " ) (a' — a ) F ( a' ) 

Ç ^x) ^ 

« ( a — x") [x — a' ) F ( a ) ’ 


F(a 


— - (a — a" ) (a — a' ) 


(.r— x")y(x') , [x — x')f(:K") 


(y — a'')F(a') ' (a" — a' )F(.y' j 


Cette formule satisfait à la question. Les deux constantes a', x" sont arbi- 
traires. 

On voit comment on opérera dans le cas où, f (a) restant du degré //7, F (a) 
serait du degré [rn — 3 ), ou [m — 4)’ • • • • Nous n’avons pas besoin de faire 
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remarquer qu’il entre toujours dans le développement de 

jp(^) 

r» 

autant de quantités arbitraires .r", . . . qu’il y a d’unités dans la diffé- 
rence des degrés des deux polynômes 9)(a7) et F(.r). 


Chasles. — Géovi. sup. 


i5 
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CHAPITRE XYII. 

DIVERS MODES DE DESCRIPTION d’üNE DROITE PAR POINTS. — SYSTÈME 
DE DROITES PASSANT TOUTES PAR UN MÊME POINT. 


§ I. — Description d’une droite par points. 

341. Le théorème relatif à deux faisceaux homographiques qui 
ont deux rayons homologues coïncidents (110), et la propriété de 
deux divisions homographiques faites sur deux droites dont le 
point de rencontre est la réunion de deux points homologues ( 108), 
donnent lieu à diverses propositions intéressantes; et quoique plu- 
sieurs soient connues et fort anciennes, nous allons les reproduire 
ici, à raison de rextréme facilité avec laquelle elles dérivent na- 
turellement des théories précédentes. 

342. Etant donnés un angle et deux points O, O' en ligne 
df’oite a^ec son sommet, si, autour d'un point fixe p on fait tour- 
ner une transversale (pii rencontre les côtés de V angle en a et d! , le 
point de concours m des deux droites O a, C'a' engendrera une 
droite {fig. 44). 

En effet, les points «, a' forment sur les deux droites SA, SA' 
deux divisions homographiques (107) ; les rayons O a, O'a' forment 
donc deux faisceaux homographiques. Mais le point S est la réu- 
nion de deux points de division homologues ; les deux faisceaux 
ont donc deux rayons homologues coïncidents suivant la droite 
00'. Donc leurs rayons homologues se coupent deux à deux sur 
une droite ( 110). c. q. f. d. 

liemarque. — ^ La droite lieu du point m passe par le point 
intersection de SA et /s O', et par le point p, intersection de SA' et 
pO\ il en résulte que la figure présente un hexagone pOaSa'O' 
inscrit aux deux droites paa^ et OSO' et dont les trois points de 
concours des côtés opposés sont 77^, tz, p. Or, d’après le théo- 



DESCRIPTION d’une DROITE PAR POINTS. 


9.27 

rèiïie, ces trois points sont en ligne droite; on retrouve donc la 
propriété de l’hexagone inscrit à deux droites, déjà démontrée di- 
rectement (114) (^ ). 

343. Si autour d* un point Jixe p on fait tourner une trans- 
versale qui rencontre deux droites fixes en deux points a, a', et 
que de deux autres points fixes P, P', en ligne droite avec le pre- 
mier, on mène des rayons à ces deux points respectivement , le 
point d' intersection de ces deux rayons décrira une ligne droite 
passant par le point de concours des deux droites fixes. 

En effet, les deux points a, a' {fg- 4^) marquent sur les deux 
droites deux divisions homographiques (107); par conséquent les 
deux rayons Va, V' a' forment deux hiisceaux homographiques. 
Ces deux faisceaux ont deux rayons coïncidents suivant la droite PP^. 
Donc leur point d’intersection décrit une ligne droite (110); et 
cette droite passe par le point d’intersection des deux SA, SA', 
parce que deux rayons homologues passent par ce point. 

c. Q. F. D. 

Remarque. — Les deux rayons Va, P'rf rencontrent les deux 
droites SA', SA respectivement en deux points a, a', et la droite 
OLoi tourne autour d'un point fixe R situé sur la droite pPP'; car 
ces deux points forment deux divisions homographiques dans les- 
quelles le point S représente deux points homologues coïncidents 
(107). Conséquemment, les droites aa' concourent en un meme 
point (108); et ce point est sur la droite pPP', parce que cette 
droite est cllc-meme une des positions de la ligne aa', 

341. On peut considérer que les trois droites qui tournent au tour 
des trois points fixes p, P, P' forment un triangle ama' dont les 
deux sommets a, a! glissent sur deux droites fixes; le troisième m 
décrit aussi une droite. Sous ce point de vue, le théorème s’étend 
à un polygone d’un nombre quelconque de cotés, ainsi qu’il suit : 

Etant donné un polygone de n côtés, si on le déforme en fai- 


(‘) Ce théorème, sous un énonce différent, se trouve dans les Collections malhé- 
maliques do Pappus (liv. VII, prop. 138, 139, 141, 143), au nombre des lemmes qui se 
rapportent aux porismes d'Euclide. Cette remarque est due à Poncelet. (Voir Traité 
des Propriétés projectives des figures, p. 90.) 
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sant tourner tous ses côtés autour d'autant de pôles situés en ligne 
droite, de manière que tous ses sommets, moins un, glissent 
sur des droites fixes, i® le dernier sommet décrira une ligne 
droite; et 2 ® le point de concours de deux côtés quelconques non 
contigus décrira aussi une droite. 

Soient a, a'', .. ., an {fig- 4^) sommets du polygone 

dont les n côtés Un a, aa'y . . . tournent autour de n pôles fixes P, 
P', P^^, . . . situés en ligne droite, tandis que ses fi — i) premiers 
sommets a, a , . . . glissent sur [n — i) droites A, A', ... ; je dis 
que le dernier sommet an décrit une ligne droite, et que le point 
de concours de deux côtés quelconques, tels que aa' cl a" a'" , décrit 
aussi une ligne droite. 

En efTct, deux côtés consécutifs, tels que aa' et a' a" , qui tournent 
autour de deux points fixes P, 1^, forment deux faisceaux ho- 
mograpliiques, puisque leur point d’intersection glisse sur la droite 
A'; et dans ces deux faisceaux la droite PP' est un rayon commun 
(109). Pareillement, le côté suivant a'’ a!" forme autour du point 
P" un faisceau liomographiquc à celui formé autour du point P' 
et, par conséquent, à celui formé autour du point P; et ainsi suc- 
cessivement des faisceaux formés par les côtés suivants. De sorte 
que deux côtés quelconques forment, en tournant autour de leurs 
deux pôles fixes, deux faisceaux Iiomograpliiques dans lesquels la 
droite PP'l^"... est un rayon coinmiin. Donc rinlersection de ces 
deux côtés décrit une ligne droite. Ce qui démontre les deux par- 
ties du lliéorèine ( * ). 

§ II. — Propositions dans lesquelles on considère des droites 
concourantes en un même point. 

34o. Etant donné un angle ASA' [fig- 47)? autour de deux 
points fixes O J O', en ligne droite a^^ec son sommet, on fait tourner 


(') Co théorème a été connu des anciens; on le trouve énoncé dans le septième 
Livre des Collections mathcmatiqiies de Pappus, au sujet du Traité des porismes 
d’Euclide. Il paraît que ce Traité contenait seulement le cas du triangle, car Pappus, 
après avoir énoncé le cas général d’un polygone quelconque, ajoute : « 11 n’est pas 
vraisemblable qu’Euclide ait ignoré cette extension, mais il aura voulu seulement en 
poser les principes, car on reconnaît dans tous ses porismes qu'il n’a en vue que 
de répandre des principes et le germe d’une foule de propositions utiles et impor- 
tantes. » (Voir Traité des propriétés projectives, p. 2(j5.) 
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deux rayons dont le point de concours m glisse sur une droite 
fxe L, la droite qui joindra les points de rencontre a, a' des deux 
côtés de l’angle par ces deux rayons, respectivement, passera 
toujours par un même point Jixe. 

En effet, les deux droites Oniy O'w forment deux faisceaux lio- 
mographiques dont deux rayons homologues coïncident siiivantOO' 
(109); par conséquent, les deux points a, a' marquent sur les deux 
droites SA, SA' deux divisions homograpliiques qui ont deux 
points homologues coïncidents en S ; et, par suite, les droites nn' 
vont concourir en un même point ( 108). c. q. f. n. 

Remarque. — Ce théorème aurait pu se conclure immédiate- 
ment de la proposition (342) dont il est la réciproque (’). 

346. Si les trois sommets d’un triangle glissent sur trois droites 
fixes concourantes en un même point, tandis que deux de ses 
côtés tournent autour de deux points fixes, le troisième côté tour- 
nera autour d’un troisième point Jixe en ligne droite avec les 
deux premiers. 

Soit Wa" [Jig- 4^) triangle dont les trois sommets glissent 
sur les trois droites SA, SA', SA", pendant que ses deux cotés aa, 
ad' tournent autour de deux points fixes P, P'; je dis que le troi- 
sième côté d a" passe toujours par un même point situé sur la 
droite PP'. 

En effet, les deux droites P< 2 , P'a forment deux faisceaux homo- 
graphiques, puisqu’elles se coupent sur la droite SA. Donc les 
points d y a" qu’elles marquent sur les deux droites SA', SA" for- 
ment deux divisions homograpliiques. Il est évident que le 


(’) Ces deux propositions ont leurs analogues dans resj^acc, dont voici renonce : 

Étant donnés, dans V espace, un triangle et un angle trièdre ayant son sommet situé 
dans le plan de cette figure, si de chaque point d*un plan fixe on mène trois plans 
passant par les trois cotés du triangle, lesquels rencontreront respectivement les trois 
arêtes de l'angle trièdre en trois points, le plan déterminé par ces trois points passera 
toujours par un même point. 

Et réciproquement : Si autour d'un point fixe on fait tourner un plan transversal 
qui rencontre les trois arêtes de l'angle trièdre en trois points, et que par ces points 
on mène trois plans passant respectivement par les cotés du triangle, le point d'inter- 
section de ces trois plans décrira un plan. 
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point s est la réunion de deux points homologues de ces deux di- 
visions. Donc la droite a' passe par un point fixe (108). Ce point 
est situé sur la droite PP', parce que cette droite est une des posi- 
tions de la droite a! n'^ . Le théorème est donc démontré. 

Remarque. — Ce théorème peut être considéré comme la réci- 
proque du tliéorème (343), et s’en conclure sans une nouvelle dé- 
monstration. Il s’étend à un polygone d’un nombre quelconque de 
côtés, comme il suit. 

347. Étant donné un polj gone de n côtés, si on le déforme en 
faisant glisser ses n sommets sur des droites concourantes en un 
meme point, tandis que (n — i) de ses côtés tournent autour de 
( n — i) points fixes pris arbitrairement , le côté du poljgone 
tournera autour d'un point fixe, ainsi que chacune de ses dia- 
gonales. 

Soit acé lé' a!’' . . . [fg- 49) ic polygone dont les sommets a, a!, 
a", . . . glissent sur des droites A, A', A", . . . toutes concourantes 
en un même point S, pendant que ses (/^ — i) côtés aié , lé a" ^ 
a" a!".^ . . . tournent autour des points P, P', P", . . . pris arbitraire- 
ment. Je dis que le dernier côté aa,i passera toujours par un même 
point, et qu’il en est de même de chacune des diagonaJes telles 
que a! lé" 

En cü’el, deux points contigus a' , cé' marquent sur deux droites 
SA', S\" deux divisions homographiques dont le point S est un 
point commun, puisque le côté a' a" tourne autour d’un point P' 
( 107). Pareillement, le point suivant a!" marque sur la droite SA'" 
une division ([ui est homographique à la division marquée sur A", 
et, par conséquent, à celle marquée sur la droite A'; et ainsi de 
suite. Donc deux sommets quelconques forment sur les deux droites 
qu’ils parcourent deux divisions homographiques qui ont un point 
commun en S, point de concours de ces droites. Donc la droite 
qui joint ces deux sommets tourne autour d’un point fixe; ce qui 
démontre les deux parties du théorème. 
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CHAPITRE XVIII. 

PROPRIÉTÉS DU QUADRILATÈRE RELATIVES A l’iNVOLüTION 
ET A LA DIVISION HARMONIQUE. 


I. 

348. Toute tranwersale menée dans le plan d/un quadrilatère 
rencontre ses quatre côtés et ses deux diagonales en six points 
qui sont en involution. 

Soit ABCD le quadrilatère {^fig- ^o). Une transversale L ren- 
contre en a et a' les deux côtés opposes AB, CD; en h et y les 
deux autres côtés AD, BC; et en c et d les deux diagonales AC, 
BD. Les six points rt, cé \ h, U et c, c', conjugués deux à deux sont 
en involution. 

En effet, les quatre droites issues du sommet A, savoir AB, AC, 
AD et Ac'' rencontrent la diagonale BD aux mêmes points que les 
quatre droites issues du sommet C, CB, CA, CD et Ce'. Le rap- 
port anharmonique des quatre premières est donc égal à celui des 
quatre autres. Conséquemment le rapport anharmonique des quatre 
points a, c, h, d , dans lesquels les quatre premières droites ren- 
contrent la transversale L, est égal à celui des quatre points c, 
a! , (/, dans lesquels les quatre autres droites renconlrént la même 
transversale. 

On peut changer l’ordre de ces quatre derniers points et écrire 
a\ d y y y c (44). Or ces quatre points, comparés aux quatre pre- 
miers <7, Cy hy d y uu ù uu r C S p C C 1 1 vc m 6 U t , donnent les trois sys- 
tèmes Uy a! 'y b y L' et Cy c' , Et puisque le rapport anharmonique des 
quatre points hy c, d est égal à celui des quatre points corres- 
pondants a', y y d y Cy on en conclut que ces trois systèmes de deux 
points a, a'; h y y et c, c' forment une involution (188). 

c. Q. F. P. 
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349. Construction du sixième point d’une involution. — 
Le théorème (348) peut servir pour déterminer par de simples in- 
tersections de lignes droites le sixième point formant, avec cinq 
points donnés, une involution. En effet, soient b, U \ c, d deux 
couples de points conjugués, et a le cinquième point dont il s’agit 
de trouver le conjugué a'. On mène par le point a une droite in- 
définie sur laquelle on prend arbitrairement deux points A, B. Les 
droites Ac rencontrent, respectivement, les droites Bc', MU 
en deux points D, G; et la droite CD détermine le point a!, 

350. Dans tout quadrilatère , les deux diagoiiales divisent liar- 
moniquement la droite qui joint les points de concours des côtés 
opposés. 

Cette proposition est une conséquence du théorème précé- 
dent; il suffit de prendre pour la transversale L la droite qui joint 
les points de concours des côtés opposés; chacun de ces deux 
points est dans l’involution un point double. Ils divisent donc 
harmoniquement le segment compris entre les deux diagonales. 
Du reste, la démonstration dù théorème général s’applique d’clle- 
mérne à ce cas particulier. 

Observation. — On peut dire aussi qu’une diagonale est divisée 
harmoniquement par l’autre diagonale et la droite qui joint les 
points de concours des côtés opposés. 

351. Construction du quatrième harmonique a trois points 
donnés. — ■ La proposition précédente peut servir pour trouver, 
par de simples intersections de lignes droites, le quatrième har- 
monique à trois points donnés. Ainsi E, F et h {fig- 5i) étant 
les trois points donnés, on veut déterminer le point g conjugué 
harmonique de h par rapport aux deux E, F. On mène par les 
points E, F deux droites quelconques EC, FC; par le point h une 
transversale qui rencontre ces deux droites en D et B; puis les 
deux diagonales FD, EB qui se coupent en A ; et enfin la droite CA 
qui détermine le point g {')* 


(‘) La théorie des sections coniques nous offrira différentes autres manières do 
construire le quatrième point d’une proportion harmonique. 
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352. Les six droites menées d*iin même point aux quatre som- 
mets et aux points de concours des côtés opposés d\in quadri- 
latère forment un faisceau en ijwolution. 

Soient ABGD le quadrilatère {Jig» i^ 2 ); E, F les points de con- 
cours de ses côtés opposes; O le point d’où l’on mène les sl\ 
droites OA, OB, .... La droite OE rencontre les deux côtés op- 
posés AD, BG en deux points e, d\ de sorte qu’on a sur ces côtés 
deux séries de quatre points A, D, e, F et B, G, e', F dont les 
rapports anliarmoniques sont égaux, puisque les trois droites AB, 
DG, ed concourent au meme point È. Il s’ensuit que les quatre 
droites OA, OD, OE, OF ont leur rapport anharmonique égal à 
celui des quatre droites OB, OG, OE, OF. On peut elianger 
l’ordre de celles-ci et écrire OG, OB, OF, OE (49), de manière 
que les quatre droites OA, OD, OE, OF correspondent une à une, 
respectivement, aux quatre OG, OB, OF, OE. Alors on a les trois 
systèmes de deux droites conjuguées OA, OG ; OD, OB et OE, OF 
qui sont telles, que quatre droites appartenant aux trois systèmes 
ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites con- 
juguées. Donc les six droites forment une involution (250). 

C. Q. F. P. 

Autrement. La proposition se peut conclure directement du 
théorème (348); et réciproquement. 

En effet, les deux droites OA, OB donnent lieu au quadrilatère 
OAFB dont les deux diagonales sont OF, AB. La droite DG coupe 
les quatre côtés et les deux diagonales de ce quadrilatère en six 
points qui sont en involution (348). Donc les six droites OA, OG; 
OB, OD et OE, OF, qui passent par ces six points, sont ellcs- 
memes en involution. c. q. f. p. 

353. Gorollaire. — Le point O peut être à l’infini ; alors les six 
droites menées par les sommets et les points de concours des côtés 
opposés du quadrilatère sont parallèles, mais elles rencontrent 
toujours une meme droite en six points en involution. Nous dirons 
donc que : Les projections des quatre sommets et des deux points 
de concours des côtés opposés d'un quadrilatère^ sur une droite, 
sont six points en involution. 
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354. Supposons que le point par lequel on mène des droites 
aux sommets et aux points de concours des côtés opposés d’un 
quadrilatère soit un des points d’intersection des deux circonfé- 
rences de cercle décrites sur les deux diagonales, comme diamètres ; 
les droites menées de ce point à chaque couple de sommets op- 
posés seront rectangulaires; il s’ensuit que les deux autres droites 
de l’involulion seront aussi rectangulaires (253), et, par consé- 
quent, que la circonférence décrite sur la droite qui joint les points 
de concours des côtés opposés, comme diamètre, passera par les 
mômes points que les deux autres circonférences. On a donc ce 
théorème : 

Les trois circonférences de cercle qui ont pour diamètres les 
diagonales et la droite qui joint les points de concours des côtés 
opposés d*un quadrilatère y ont y toutes trois y les memes points 
d* intersection. 

Et, par conséquent : 

Les points milieux des deux diagonales d* un quadrilatère et le 
milieu de la droite qui joint les points de concours des côtés op- 
posés so7it en ligne droite. 

Ce second théorème sera démontré plus loin d’une manière plus 
directe, et comme cas particulier d’une autre proposition (358). 

355. Dans tout quadrilatèrOy les deux diagonales et les droites 
menées de leur point de rencontre aux points de concours des 
côtés opposés forment un faisceau harmonique. 

Celte proposition résulte, comme cas particulier, du théorème gé- 
néral (352), et se démontre aussi directement de la meme manière. 

On peut encore la conclure du théorème (350). Car, puisque 
les deux points g y h [fig. 5i) divisent harmoniquement le segment 
EF, les deux droites ig, ih sont conjuguées harmoniques par rapport 
aux deux droites zE, iF; ce qui exprime le théorème. 

III. 

356. Etant pris arbitrairement un point P dans le plan d'un 
quadrilatère, les polaires de ce point relatives aux trois angles 
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dont l'un est formé par deux côtés opposés du quadrilatère, le 
second par les deux autres côtés opposés, et le troisième par les 
deux diagonales, ces trois droites, dis-je, passent par un meme 
point P'. 

Nous appelons polaire d’un point P, relative à un angle, la 
droite conjuguée harmonique de celle qui joint le point P au som- 
met de l’angle, par rapport aux deux côtés de cet angle (83). 

Soient ABCD {fig- 5?. his) le quadrilatère, et P'de point de ren- 
contre des polaires du point P relatives aux deux angles AEB, 
AFD formés respectivement par les deux couples de côtés opposés. 
Je dis que la polaire relative à l’angle DGG des deux diagonales 
passe par ce point P. En effet, la droite PP' rencontre les quatre 
côtés et les deux diagonales du quadrilatère en six points qui sont 
en invülutiori (348). Or les deux points P, P' sont conjugués harmo- 
niques par rapport aux deux points appartenant aux deux premiers 
côtés opposés, et par rapport aux deux points appartenant aux 
deux autres côtés opposés, puisque P' est en même temps sur les 
deux premières polaires. Donc les deux points P, P' sont les points 
doubles de rinvolution (211); donc ils divisent harmoniquement 
le segment compris sur la transversale entre les deux diagonales; 
donc le point P' appartient à la polaire du point P relative à ces 
deux diagonales. Le théorème est donc démontré. 

357. Corollaire. — Si le point P est à l’infini sur une droite 
menée arbitrairement dans le plan du quadrilatère, sa polaire par 
rapport à deux côtés opposés passera par le milieu du segment 
intercepté sur cette droite entre les deux côtés (84) ; on en conclut 
ce théorème : 

Une transversale étant tracée dans le plan d'un quadrilatère, 
la droite menée du point de concoius de deux côtés opposés au 
poijit milieu du segment intercepté sur la transversale entre ces 
deux côtés ; la droite menée se nih laidement du point de concours 
des deux autres côtés au point milieu du segment compris sur la 
transversale entre ces deux côtés; et enfin la droite menée du 
point de rencontre des deux diagonales au point milieu du seg- 
ment compris entre ces deux droites; ces trois droites, dis-je, 
passent par un meme point. 
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IV. 

358. Etant donné un quadrilatère, si Von mène une transversale 
qui rencontre ses deux diagonales et la droite qui joint les points 
de concours des côtés opposés, et qu on prenne sur ces trois droites 
les points qui, avec la transversale, les divisent harmoniquement, 
ces points seront en ligne droite. 

Soient g y i {Jig- ^3) les trois points provenant de l’inlerscc- 
tion des deux diagonales AC, BD et de la droite EF par une trans- 
versale Lj et soient g\ lé, i' les conjugues harmoniques de ces 
trois points par rapport aux trois droites AG, BD, EF, respective- 
ment. Je dis que les trois points g^ , lé, é sont en ligne droite. En 
effet, soit O le point de rencontre de la droite g' lé et de la droite L ; 
les droites menées de ce point aux quatre sommets et aux deux 
points de concours des côtés opposés du quadrilatère sont en in- 
volution (352). Or les deux droites O^, sont conjuguées har- 
moniques par rapport aux deux OA, OC, parce que les points g 
et ^ divisent harmoniquement la diagonale AC ; elles le sont aussi 
par rapport aux deux OB, OD, par une raison semblable. Donc 
elles le sont aussi par rapport aux deux autres droites de l’involu- 
tion, OE, OF (251). Mais la première passe par le point i) donc 
la seconde passe par le point é . Ce qui démontre le théorème. 

Corollaire. — Si la droite L est à l’infini, les points ^ , lé, V 
seront les milieux des droites AG, BD, EF ; par conséquent ; Dans 
tout quadrilatère, les points milieux des deux diagoriales et de 
la droite qui joint les points de concours des côtés opposés sont 
trois points en ligne droite. 

C’est le théorème déjà démontré par d’autres considérations 
(354). 


V. 

359. Dans un quadrilatère, on peut considérer les deux couples 
de sommets opposés et les deux points de concours des côtés op- 
posés comme Jormant trois couples de points en involution. 

Il existe, entre ces six points, les relations à six et à huit seg- 
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ments, et plusieurs des équations à trois termes qui ont lieu entre 
six points en imolution. 

Et, si Von mène dans le plan du quadrilatère une ou deux 
droites Jîxes quelconques, il existera^ entre les distances des six 
points du quadrilatère à ces droites, des relations semblables à 
celles qui ont lieu entre six points en involution et un ou deux 
pomts arbitraires. 


Ces propriétés très-diverses du quadrilatère résultent immédia- 
tement des relations d’involution, par cette simple considération, 
que la projection des sommets et des points de concours des côtés 
opposés du quadrilatère, sur une droite, donne six points en in- 
volution (353). 

Eu effet, cliacunc des relations d’involution est formée, en g;é- 
néral, de divers rapports de deux segments, et, dans la plupart, les 
deux segments de chaque rapport correspondent à deux segments 
en ligne droite dans le quadrilatère ; d’où il résulte que le rapport 
des deux segments en projection est égal à celui des deux segments 
appartenant au quadrilatère, et, par suite, que la relation des six 
points en involution s’applique aux six points du quadrilatère. On 
a donc ainsi naturellement des propriétés du quadrilatère. 

11 nous suffira d’énoncer ces théorèmes, en indiquant seulement 
celles des formules d’involution d’où ils dérivent. 

Soit iWlab {fig. Ô 4 ) le quadrilatère, dont A, a sont deux som- 
mets opposés. B, b les deux autres sommets et G, c les deux points 
de concours des côtés opposés. Ces six points donnent lieu à des 
relations telles que les suivantes : 


I. 


AH. A/; 
AC. Ac 


nJi.nh 
a C . CIC 


(équat. 190). 


II. Ab.Bc.Ca~ — rtB.^G.cA (équat. />), 


aB bC cA 
aC Tk 7 b 





Ac 

(231). 

111. 

AB--Z 

AC - - 

-BC — 

bc 


ac 



A c 

Bc 

(232). 

IV. 

AB r,r: 
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BA , 

kc « C be 


Cette équation résulte de la formule entre quatre points < 2 , h, h' 
et un point double e : 


W 

Vi 


ha ha' 

h ~r 

ac a e 


(26i). 


Pour appliquer cette relation au quadrilatère, il suffît de faire la 
projection par des droites parallèles à Ce, de manière à avoir un 
point double en projection. 


BA . 

A 6 ‘ âr C bÇf 


B c BC BG 
A(} «G ÏG 


On tire la première de ces deux équations de celle qui précède, en 
observant que, la diagonale étant divisée liarmoniquement en G 
et e (350), on a 


2 I I Bè 

èB be^ b G be b Qr 


(65); 


et la seconde équation résulte immédiatement de la première. 

VIL Désignant les distances des six sommets et points de con- 
cours du quadrilatère à une droite fixe M par (A, M), (a, M), . . . , 
et appelant a, 7 les points milieux des deux diagonales Art, B^ 
et de la droite Ce, on a la relation 

(A,M)(rt,M)ey - 1 - (B,M)(è,M) 7 « H- (C,M) (e,M)« 6 --:r o. 

En effet, si l’on projette la figure sur une droite perpendiculaire 
à la transversale M, les distances ou perpendiculaires (A, M), ... 
conservent les mêmes grandeurs en projection, et les segments ^ 7 , 
y oc, ocS sont proportionnels à leurs projections, parce que les trois 
points «, ê, 7 sont en ligne droite (358, Goroll.); de sorte qu'on 
retrouve la relation d’involution dans laquelle entre un point ar- 
bitraire (i, 221 ); et, par conséquent, de cette relation se conclut 
la proposition actuelle. 
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VIJI. Corollaire. — Si la droite M passe par le sommet A, le 
rapport des distances des deux points B et c à celte droite est égal 

au rapport et de même le rapport des distances des deux 


. A/; 


points h et G à la même droite est égal ^ sorte que l’équa- 

tion se réduit à 


ACTÂc ■ 


«y 


JX. Soit une droite fixe N; désignant para,, y, les trois 
points qui, avec cette droite, divisent harmoniquement les deux 
diagonales Art, et la droite Ce respectivement, et appelant n 
le point d’intersection de la droite (358) par la droite N, 

ou a la relation • 


(A,N)(rt7N j (B, N) (77;N) (C,N){c,N) " ' 

Cette équation dérive de la première équation du n^^ 235, de même 
que la précédente de l’équation (i) (221 ). 


X. Les deux théorèmes précédents peuvent être considérés 
comme des cas particuliers d’une même proposition générale con- 
cernant les distances des sommets et des points de concours du 
quadrilatère à deux droites fixes M et N. On a, quelles que soient 
ces deux droites. 


(A,M) (rt,Ml 


Çiyi.rt«i 


(B,M)(/>,M) 

(b7n)77^ 




(G,Nj(r,lN: 




car cette équation résulte naturellement de la formule (252) rela- 
tive à un faisceau de six droites en involution. 


XL a, G, y étant les milieux des deux diagonales Art, B^ et de 
la droite Ce, on a la relation 

2 --2 2 

« rt . 6y + & 6 . ya -f- y c . aG H- a6 . 6y . y a O. 

En effet, si l’on projette orthogonalement la figure sur une 
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droite X, on a six points en involution (353), et, en appliquant le 
théorème (228), on en conclut Téqualion 

oLfi . cos* (a a, X) 67 + (U) .cos* ( 6 ^>,X ) 7 a 

-H 7 c . cos* ( 7 c, X ) a6 -f- aê . 67 . 7a . COS* ( «6, X ) — o . 

Pour une autre droite X' on a une relation semblable; et, en 
supposant les deux droites rectangulaires, on conclut des deux 
équations, ajoutées membre à membre, celle qu’il s’agit de dé- 
montrer. 

Remarque, — Celte équation prouve (d’après 228) que les cir- 
conférences décrites sur les trois droites Aa, et Ce comme 
diamètres ont le même axe radical (209). 

XII. Les trois droites Aa, BZ>, Ce étant coupées en v, v', '/ par 
une transversale N, on a la relation 

^ «1^1 .gi 7 i.7iC<i _ ^ 

ÿv' '^Vi uui.uSi.uyi 

dans laquelle ( 5 f,, yt et n ont la même signification que dans le 
tliéorème IX. 

En effet, par une projection de la figure sur une droite perpen- 
diculaire à la droite N, cette relation se change en une propriété 
de six points en involution (228, Coroll. II). 

VI. 

360. Dans tout quadrilatère , les deux couples do côtés opposés 
et les deux diagonales forment trois couples de droites qui don- 
lient lieu, relativement aux angles qu elles font entre elles, à 
toutes les relations d' involution d'un faisceau de six droites. 

En effet, si l’on conçoit une transversale menée arbitrairement, 
elle rencontrera les quatre côtés et les deux diagonales du quadri- 
latère en six points en involution (348), et les droites menées d’un 
même point à ces six points formeront un faisceau en involution. 
Si la transversale s’éloigne à l’infini, ces six droites seront parai- 
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lèles aux quatre côtés et aux deux diagonales du quadrilatère. 
Donc, etc. 

Autrement, On peut donner du théorème une démonstration 
directe. Qu’on mène par les sommets opposés A, G des parallèles 
à la diagonale DB {fig^ Ô5); ces sommets seront les centres de 
deux faisceaux de quatre droites ayant les mêmes rapports anhar- 
moniques, parce que les quatre droites du premier, AD, AB, AG 
et AI, rencontrent respectivement les quatre droites du second, 
GD, GB, GA et GI', en quatre points en ligne droite. Ghangeant 
l’ordre des quatre droites du second faisceau, nous dirons que les 
deux séries de quatre droites AD, AB, AG, AI etGB, GD, GI', GA 
ont leurs rapports anharmoniques égaux. Or les deux AG et GA 
coïncident et les deux AI et GI' sont parallèles. Donc les deux sé- 
ries ne contiennent, quant à la direction, que six droites conju- 
guées deux à deux, et, par conséquent, en vertu de l’égalité des 
rapports anharmoniques, ces six droites ont entre elles toutes les 
relations d’involution (250). Le théorème est donc démontré. 

Goroi-laire. — On conclut du théorème, d’après une propriété 
de l’involution (253), que : 

Quand deux côtés opposés d* un quadrilatère sont rectangu- 
laires, ainsi que les deux diagonales, les deux autres côtés sont 
aussi rectangulaires. 

On reconnaît aisément que ce théorème revient à celui-ci, que: 
Dans un triangle, les perpendiculaires abaissées des sommets sur 
les côtés opposés passent par un meme point. 


Chasles. — Géom. sup. 


iG 
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CHAPITRE XIX. 

PROPRIÉTÉS DU TRIANGLE. 


§ I. — Théorèmes généraux. 

I. — Triangle coupé par une transversale. 

361. Un triangle ABC, dont les côtés sont coupés par une trans- 
versale en trois points h., c {/îg- 56), peut être considéré comme 
un quadrilatère ABaô dont les points de concours des cotés op- 
posés sont le sommet C du triangle et le point c sur le côté op- 
posé AB. Par conséquent, les diverses propriétés du quadrilatère 
s’appliquent au triangle, notamment celles dans lesquelles nous 
avons considéré les trois couples de points A, a ; B, ô et C, c comme 
trois couples en involution (359). 

De ces propriétés nous ne reproduirons ici que la seconde, qui 
donne lieu à cette proposition : 

Quand un triangle ABC est coupé par une transversale al)c, 
il existOj entre les segments (jue cette droite fait sur les côtés, la 
relation 

, . bC c K 

Ce théorème dérive ici immédiatement de cette considération 
que les projections des sommets du triangle et des trois points a, 

c sur une même droite forment six points en involution (353), 
proposition dont la démonstration a été très-simple. Maison peut 
démontrer le théorème directement de diverses autres manières 
également simples. 

Que l’on mène la droite aU parallèle au côté BA, et que l’on 
considère les quatre droites issues du point a, lesquelles, étant 
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coupées par les deux côtés AG, AB donnent 
bC b' C cB . . 

b' C' O G 

Mais ^ 7 ^ = — , puisque aV est parallèle à BA. Donc 

«B AG cK 

aC b A cB 

Autrement. La transversale donne lieu aux trois triangles AAc, 
Bcrt, Oaby dans lesquels on a 

Ab sin r B^? sin<7 G^ sinA 

Ac sinA* B a sine’ GA siti^î 

Multipliant ces trois équations membre à membre, il en résulte 

^ ^ eA_ 

«G AA eB 

Ainsi le produit des trois rapports est égal à l’unité. Mais il ne 
s’agit ici que de la valeur 7iuméri(/ue ou absolue du produit, abs- 
traction faite de son signe ; parce que, dans les proportions dont 

nous nous sommes servi, les rapports ^»*** n’admettent pas de 

signes, puisque les deux segments qui y entrent sont comptés sur 
des lignes différentes. Par conséquent, la démonstration n’est pas 
complète comme les précédentes; il reste à démontrer qu’en ob- 
servant, relativement aux segments formés sur chacun des trois 
côtés du triangle, la règle générale des signes, c’est le signe -f- qui 
convient au second membre de l’équation. Or cela résulte d’une 
vérification facile , car il ne peut arriver que deux cas relativement 
à la position des trois points a, h, c, savoir, que deux de ces points 
soient sur deux côtés du triangle et le troisième sur le prolonge- 
ment du troisième côté, ou bien que les trois points soient tous 
les trois sur les prolongements des trois côtés. Dans le premier 
cas, deux rapports seront négatifs et le troisième positif, et, dans 
le second cas, ils seront tous les trois positifs; de sorte que le 
signe du produit des trois rapports est toujours positif. 

362 . Lemme. — Si par les sommets d'un triangle KQO on mène 

i6. 
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trois droites quelconques qui rencontrent les côtés opposés en trois 
points a, b, c, on aura la relation 

hC cA sin^iAB sin/;BC sincCA 

aC b A cB sinr/AG sin^BA sincCfi’ 

dans laquelle sohser\>e la règle des signes» 

Chaque rapport de segments, tel que ^ ^ 7 ) ^ évidem- 

, . . , , . , siurtAB 

ment le meme signe que le rapport de sinus correspondant 

Il suffît donc de démontrer que les deux membres de l’équation 
sont égaux numériquement. Or on a, dans le triangle, les trois 
équations 

^B AB sin<7AB hC BG sinôBG cA CA sine CA 

aC AG siürtAC’ bA BA sin^BA’ cB CB sincCB’ 

qui, multipliées membre à membre, donnent l’équation qu’il s’agit 
de démontrer. 

363. Si par les sommets d^ un triangle ABC {Jig> ^8) on mène 
trois droites rencontrant les côtés opposés en trois points a, b, c 
situés en ligne droite, il existe entre les sinus des angles que ces 
droites font chacune avec les deux côtés de V angle d’oü elle 
part la relation suivante : 

sin orAB sin ABC sineCA __ 
sinaAC sinABA siiicCB” 

Celte proposition résulte de la précédente en vertu du lemme. 
Autrement. La figure présente un quadrilatère ABaA avec 
ses deux diagonales et la droite qui joint les points de coneours 
des côtés opposés, et la relation qu’il s’agit de démontrer est une 
des relations d’involution qui ont lieu dans ce quadrilatère en 
vertu du théorème général (360). 

364. Les réciproques des deux théorèmes (361 et 363) sont 
vraies, c’est-à-dire que : Si, sur les trois côtés d’un triangle ABC, 
on prend trois points a, b, c tels, que Vune ou 1* autre des deux 
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équations (i) et (a) ait lieu, ces trois points seront en ligne 
droite. 

En effet, appelons c' le point où la droite ab rencontre le côlé 
AB ; on aura (361) 

«B c'a 

iiC ÏÂ ?B ~ 

et, puisque, par hypothèse, l’équation (i) a lieu, il s’ensuit 

c'a cA ^ 

ce qui prouve que le point d coïncide avec le point c. Le raison- 
nement est le même à l’égard de l’équation ( 2 ). 


II. — Triangle dans lequel trois droites menées par les sommets concourent 
en un meme point. 

36S. Si d’un point O { fig> 09 ) on mène des droites aux trois 
sommets d’un triangle ABC, ces droites et les côtés du triangle 
forment les quatre côtés et les deux diagonales d’un quadrilatère 
OACB; par conséquent, il existe entre ces trois droites et les côtés 
du triangle toutes les relations d’angles qui ont lieu dans un fais- 
ceau de six droites en involution (360); de là résultent diverses 
propriétés du triangle. Nous ne reproduirons ici que la suivante : 

Quand trois droites issues des sommets d'un triangle ABC 
passent par un même point O, on a entre les sinus des angles 
q U elles font chacune avec les deux côtés de l'angle d'où elle part 
la relation 

sinOAB sinOBC sinOCA 

' ' sinOAC sinOBA sinOCB 

Il est très-facile de démontrer ce théorème directement; il suffit 
de considérer les trois triangles qui ont pour sommet commun le 
point O et pour bases les trois côtés du triangle ABC; ils four- 
nissent les trois équations 

sin OAB _ OB sin OBC _ OC sin OC A _ OA 
sinOBA Oa’ sinOCB OB’ smOAC OC’ 
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q^ui, mullipliées membre à membre, donnent 

sinOAB sinOBC sinOCA ^ 

smOAC sinüBA sinOCB 

Cette équation n’implique que la valeur numérique de l’expres- 
sion qui forme le premier membre, parce que les équations dont 
on a fait usage ne comportent pas de signes. Mais on reconnaît 
immédiatement que, si l’on applique à la figure le principe des 
signes, chacun des trois rapports de sinus est négatif quand le 
point O est situé dans l’intérieur du triangle, et que deux de ces 
rapports sont positifs et le troisième négatif quand le point O est 
pris au dehors du triangle ; d’où il résulte que le second membre 
de l’équation est — i. 


366. D’apres le lemme (362) on peut remplacer dans l’équa- 
tion (3) les sinus des angles par les segments que les trois droites 
forment sur les côtés, et l’on a ce théorème : 

Les droites menées d'un meme point aux trois sommets d'un 
triangle ABC {fig* 6o) rencontrent les côtés opposés en trois 
points a, b, c tels, cjue l'on a l'équation 


( 4 ) 


/zB ck 
aC bk fB 


367. Les réciproques des deux théorèmes précédents ont évi- 
demment lieu, c’est-à-dire que : Si, parles sommets d'un triangle 
ABC, 071 mené trois droites telles, que V une ou l'autre des deux 
équations (3 ) et (4) soit vérifiée, les trois droites passeront par un 
même point. 


III. — Théorcnics dans lesquels on considère à la fois un point 
et une droite dans le plan d'un triangle. 

368. Etant donnés un triangle et une transvetsale, si d'un 
même poijit on mène des droites aux sommets du triangle et aux 
points ou la transversale rencontre les côtés opposés, ces droites 
foi'meront trois couples en involution. 

En effet, le triangle ABC {fig* 6i) et la transversale forment un 
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quadrilatère KQah dont les points de concours des cotés opposés 
sont le sommet C du triangle et le point c intersection du coté opr 
posé AB par la transversale. Les six droites que Ton a à consi«2^ 
dérer, savoir OA, OB, OC et leurs conjuguées Oa, OZ>, Oc, for- 
ment donc un faisceau en involution (352). c. q. f. d. 

Réciproquement : Si d'un meme point on mène des droites aux 
trois sommets d'un triangle et trois autres droites formant avec 
ces premières trois couples en inuolutioji, ces trois droites iront 
rencontrer les côtés opposés du triangle en trois points situés en 
ligne droite. 

En effet, soient c ces trois points. Appelons c' le point où 
la droite ah rencontre le côté AB; la droite Oc', d’après la propo- 
sition qui vient d’être démontrée, forme une involution avec les 
cinq OA, Oa; OB, Oô et OC. Mais, par hypothèse, c’est Oc qui 
forme cette involution; donc le point c' n’est autre que le pointe. 
Donc, etc. 

369. Corollaire. — Le théorème (368), si l’on y suppose la 
transversale à l’infini, prend cet énoncé : 

Si par un meme point on mène des droites aux trois sommets 
d'un triangle et des parallèles aux trois côtés, ces six droites 
forment trois couples en involution. 

Et réciproquement : Si par les sommets d'un triangle on mène 
trois droites faisant avec les côtés opposés, respectivement, ti'ois 
couples de droites parallèles aux rayons d'un faisceau en invo- 
lution, ces trois droites concourront en lui meme point. 

C’est, sous un autre énoncé, la même propriété que précédem> 
ment (365), savoir, que les trois droites menées aux sommets 
d’un triangle ont avec les côtés toutes les relations d’angles de six 
droites en involution. 

370. Si d'un meme point on mène trois droites aux sommets 
d'un triangle, toute transversale rencontrera ces droites et les 
côtés du triangle en six points formant trois couples en involution. 

En effet, les deux droites OA, OB {fig^ 62) et les deux côtés 
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AC, BG du triangle forment un quadrilatère dont les diagonales 
sont la troisième droite OC et le troisième côté AB. Ce quadrilatère 
est coupé par la transversale en six points en involution (348). 
Mais trois de ces points, aj ô, c, appartiennent aux côtés du 
triangle, et les trois points conjugués ô', c' aux droites menées 
à ses sommets. Donc, etc. 

Réciproquement : Si sur une transversale qui rencontre les 
côtés (Tun triangle en trois jjoints, on prend trois autres points 
quelconques f formant avec ceux-là trois couples en involution, les 
droites menées de ces trois points aux sommets opposés du 
triangle concourront en un même point . 

Cette proposition inverse est une conséquence évidente du théo- 
rème. 


IV. — Triangles inscrit et circonscrit Vtin a Vautre» 

371. Les deux théorèmes (361 et 365) peuvent être compris 
dans une même proposition dont ils dériveront l’un et l’autre 
comme cas particuliers. Cette proposition exprime tout à la fois 
une propriété de trois points quelconques pris sur les côtés d’un 
triangle, lesquels peuvent être en ligne droite, et une propriété 
relative à trois droites quelconques menées par les sommets d’un 
triangle, lesquelles peuvent être concourantes en un même point; 
en voici l’énoncé : 

Si, par les sommets d'un triangle ABC [fig^ 63), on mène trois 
droites A a, B b. Ce qui forment un second triangle abc circon- 
scrit au premier, on a la relation 

Art Bè Ce sinrtAC sin/>>BA sine CR 

' ^ Ac Ba Cb siiirtAB sin^BC sineCA 

En effet, la proportionnalité des sinus des angles aux côtés op- 
posés, dans les trois triangles «AB, ôBG, cCA, donne trois équa- 
tions qui, multipliées membre à membre, produisent celle-ci : 

A a B^ Ce sinrtBA sin^CB sine AC 

lia Cb Ac sinrtAB sin^BG sineCA 
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Pour introduire des rapports de deux sinus d’angles ayant un côté 
commun, qui donnent lieu à l’application du principe des signes, 
dont cette équatiou est indépendante, on remplacera les angles 
cAC, ^CB, <2 B A par leurs suppléments «AC, cCB, Z>BA, et l’é- 
quation devient, sauf le signe du second membre, celle qu’il s’agit 
de démontrer. Ainsi il est prouvé que les deux membres de l’équa- 
tion (5) sont égaux numériquement ; mais il reste à démontrer que 
leurs signes sont dilFérenls, quand on donne des signes aux seg- 
ments et aux sinus quiy entrent. Ce complémentde la démonstration 
se fait par une vérification sur la figure, dans les quatre cas qu’elle 
peut présenter. Nous disons quatre cas^ car les trois droites 
menées par les sommets du triangle ABC et qui forment le triangle 
circonscrit ahc^ peuvent être, ou toutes les trois extérieures au 
triangle, ou toutes les trois intérieures, ou une intérieure et deux 
extérieures, ou enfin une extérieure et deux intérieures. On recon- 
naît aisément que dans tous les cas les signes des deux membres 
de l’équation sont différents. 

Ainsi le théorème est démontré ( ^ ). 

Corollaires. — Voici comment cette proposition donne lieu aux 
deux théorèmes (361 et36S) comme cas particuliers : 

I® Que l’on considère la proposition comme se rapportant à 
trois points A, B, C pris sur les côtés du triangle ahe^ et qu’on 
suppose ces points en ligne droite, on trouve que le second 
membre de l’équation devient égal à et l’on a en consé- 

quence 

Art Ce 
Ae Brt CO 

Ce qui est le théorème (361), 

2 ° On peut regarder la proposition comme exprimant une 
propriété relative à trois droites menées par les sommets d’un 
triangle ABC, et si l’on suppose que ces trois droites concourent 
en un même point O, alors les trois points «, bj c coïncideront en 

ce point unique, les trois rapports^? ••• deviendront égaux à (*) 


(*) Nous donnerons plus loin (373) deux autres démonstrations du théorème, qui 
comporteront l’application de la règle des signes. 
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Tunilé, et Ton aura Téquation 

sînOAC sinOBA sinOCB 

sinOAB sinOBC siiiOCA 

Ce qui exprime ^e théorème (365). 

V. — Réflexions sur le caractère des démonstrations fondées sur les théo- 
ries exposées dans cet Ouvrage. — Autres démonstrations du théorème 
précédent, 

372. La démonstration précédente est très-simple en ce qui 
concerne l’égalité numérique des deux membres de l’équation qu’il 
s’agissait de démontrer; mais il faut dire que la vérification relative 
au signe n’est pas aussi simple, parce qu’elle exige l’examen de 
quatre cas différents que peut présenter la figure. On conçoit que 
si, au lieu d’un simple triangle, il s’agissait d’un polygone quel- 
conque, on pourrait avoir, pour une pareille question de signe, 
à examiner un beaucoup plus grand nombre de cas; cc qui pour- 
rait présenter des difficultés réelles, et ce qui, d’ailleurs, n’est pas, 
en général, une marche satisfaisante. Il est donc à désirer que l’on 
puisse adapter aux propositions du genre de celle qui précède 
des démonstrations qui comportent par elles-mêmes toutes les 
conditions de signes, nous pouvons dire des démonstrations com- 
plètes. C’est la notion du rapport anharmonique et les théories 
qui s’en sont déduites naturellement, qui paraissent destinées à 
procurer ces démonstrations adéquates. Sous ce point de vue, 
ces théories ont dans la Géométrie moderne un caractère qui les 
distingue essentiellement, en les rendant propres à donner aux 
conceptions géométriques toute la généralité dont sont empreints 
les résultats de l’analyse. Il sera donc utile d’étendre les usages de 
ces méthodes, et, pour cela, de chercher à les appliquer aux pro- 
positions mêmes pour lesquelles les procédés ordinaires de la Géo- 
métrie, tels que la proportionnalité des côtés dans les triangles 
semblables ou des côtés aux sinus des angles opposés dans tout 
triangle, fournissent une démonstration facile; à plus forte raison, 
quand cette démonstration n’embrasse qu’une partie de la propo- 
sition, comme cela a eu lieu dans le théorème précédent. Nous 
ne doutons pas qu’on ne parvienne toujours à une démonstration 
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vraiment satisfaisante. Du moins les applications déjà faites ici des 
méthodes en question aux figures rectilignes, et surtout l’étendue 
et la facilité de celles qui se présenteront dans la théorie des sec- 
tions coniques, comme dans celle des courbes du troisième degré 
et des surfaces du second ordre, nous persuadent que ces méthodes 
fécondes forment les bases naturelles de la Géométrie. 

Appliquons-les au théorème précédent. 


373. Autre démonstration du théorème (371). — Les trois 
droites menées du point a aux sommets du triangle ABC [fig. 64) 
donnent la relation 


shirtAG sin^BA sin^CB 
sinrtAB sin/;BC sin«CA 


(365); 


et la droite AB, qui coupe les trois côtés du triangle abc, donne 
celle-ci : 


On a donc 


Aa B^ yc 
A c B a y b 


(301). 


Aa yc sin^AC sin^BA sincrCB 

Ac Ba y b sin^AB sin^BC sin^zCA 

Or les quatre droites issues du point C, savoir CA, C<7, CB et Ce, 
ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points A, 
a', B, y, lequel, à cause des droites concourantes en est égal à 
celui des quatre points c, C, h et y. On a donc l’égalité 

sinflCA ^ sineCA Ce yc 

siiîûtCB ‘ sineCB * ylü’ 

et, par suite, l’équation précédente devient 

Aa Bh Ce sin^AC sin^BA sineCB 

Ae Ba £,b sin^zAB sin^BC sineCA 

c. Q. F. D. 

Autrement. Les trois triangles ^/AB, ôBC eteCA, coupés res- 
pectivement par les transversales ôo, ca et aby donnent [fig» 
les trois équations 

y A hB ca a.B cC ah a A bc 

y B ba cA ^ ccC cb aB QA ac bC 
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Multipliant ces équations membre à membre, on obtient 

yB «C 6A cA ûB * «B bC cA aB éC yA 

Or, d’après le lemme (362), on a dans le triangle ABC 

«C 6 A y B sin^AC sinèBA sincCB 

aB éC yA siiiflAB sinôBC sincCA 

Donc 

a A ôB cC sinûAC sin^BA sincCB 

«B bQ cA sin^AB sinZ)BG sincCA 

c. Q. F. D. 


VI. — Triangles homoîogiques. 

374. Quand deux triangles ont leurs sommets deux à deux 
sur trois droites concourantes en un meme point, leurs côtés se 
rencontrent, deux à deux, en trois points situés en ligne droite. 

Soient ABC, abc {fig> 66) les deux triangles dont les sommets 
sont, deux à deux, sur les trois droites A^, B^, Ce concourantes 
en un meme point] S; je dis que les trois côtés AB, BC, CA du 
premier rencontrent respectivement les trois côtés nô, ôc, ca du 
second en trois points y, a, € situés en ligne droite. 

En effet, les deux côtés AB, ab rencontrent la droite SCc en 
deux points D, d] et l’on a sur ces deux côtés, respectivement, les 
deux séries de quatre points A, D, B, y et a, rf, b, y dont les rap- 
ports anharmoniques sont égaux, parce que les trois droites Art, 
Ddy Bô concourent en un meme point. Donc les quatre droites 
issues du point C, CA, CD, CB, C y ont leur rapport anharmonique 
égal à celui des quatre droites issues du point c, crt, cdj chy cy. 
Mais, dans ces deux faisceaux, les deux droites homologues CD, 
cd coïncident; donc les trois autres droites du premier faisceau 
rencontrent respectivement les trois droites homologues du second 
faisceau en trois points situés en ligne droite (47). Donc les trois 
points G, a, y sont en ligne droite. c. q. f. n. 

375. Réciproquement : Si deux triangles sont tels, que leurs 
côtés se coupent, deux à deux respeelwement, en trois points situés 



PROPRIÉTÉS DU TRIANGLE. 


253 

en ligne droite, leurs sommets sont sur trois droites concourantes 
en un même point. 

Les trois points a, 6 , y étant supposés en ligne droite, je dis que 
les trois droites Art, Ce concourent en un même point. En 
effet, les quatre droites issues du point G, Gy, Ga, Ce et CS ont 
leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites issues 
du point e, ey, c a, cG et e^, parce que celles-ci rencontrent la 
droite yao aux mômes points que les quatre premières, respecti- 
vement; donc les quatre points y, B, A, D ont leur rapport anhar- 
monique égal à celui des quatre points y, d\ donc les trois 

droites BZ>, Drf ou Ce et Art concourent en un meme point (42). 

C. Q. F. D. 

376. Ces théorèmes sont attribués à Desargues, paree qu’on les 
trouve, avec quelques autres propositions, à la suite du Traité de 
perspective de Bosse, imité des Méthodes de Perspective de De- 
sargues. Les démonstrations y sont longues et pénibles. Depuis, 
ils ont été démontrés par plusieurs auteurs, et, en dernier lieu, par 
Poneclet, dans son 2'raité des propriétés projectives (p. 89 ), où 
ces théorèmes forment la base de la théorie des Jigures homo- 
logie/ ues. Cette théorie sera exposée dans un des Chapitres sui- 
vants (XXV®, §111); nous dirons seulement ici que Poncelet 
a appelé centre d'homologie des deux triangles le point de con- 
cours des droites qui joignent leurs sommets correspondants et 
axe d’homologie la droite sur laquelle leurs cotés se coupent 
deux à deux; les deux triangles eux-memes sont dit homologie/ ues. 

Les deux triangles donnent lieu à diverses relations de grandeur, 
ou relations métriques, fort importantes, qui dérivent immédiate- 
ment de la notion du rapport anharmonique; mais ces relations 
devant se présenter plus tard comme conséquences naturelles de la 
théorie générale des figures homo graphiques (Ghap. XXV), 
nous n’en parlerons pas ici. 

377. Lemme. — Etant pris sur une première droite [fig- 67 ) 
deux points A, B, et sur une seconde deux points a, b, étant 
menées les droites Aa, Bb qui se rencontrent en un /joint S, si 
l’on fait tourner la seconde droite ab autour de son /joint de ren^ 
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contre y arec la première^ le point S change de position, et alors 
il arrire : 

I® Que la droite menée par le point S parallèlement à la 
droite ab, dans chacune de ses positions, rencontre la droite AB 
toujours en un même point I; 

Et 2 ® que le point S décrit un cercle qui a pour centre ce 
point I. 


En effet, les quatre points A, B, 7 , I ont leur rapport anharmo- 
nique égal à celui des quatre h, y et l’infini, sur la droite ah ; 
et cette égalité détermine la position du point I. Par conséquent, 
cette position reste la même quand la droite ah tourne autour du 
point y. Ce qui démontre la première partie du lemme. 

Quant à la seconde, les deux triangles semblables SBI et Z>By 
donnent 


SI _ BT 


ou 


SI 


BI.^7 

“b7“ 


Cette valeur de SI est constante. Donc le point S décrit un cercle 
qui a pour centre le point I. c. q. f. d. 

liernarque. — Si la droite ahy en tournant autour du point y, 
sort du plan de la figure, le point I sera toujours fixe, et le 
point S décrira une sphère ayant son centre en ce point. 

378. Quand deux triangles sont homologiques, si Von fait 
tourner le plan de Vun d’eux autour de V axe d’homologie, les 
droites qui joignent deux à deux leurs sommets homologues con- 
courent en un meme point, et ce point, variable de position y décrit 
un cercle dont le plan est perpendiculaire à l’axe d’homologie. 

En effet, si l’on fait tourner le triangle ach [fig- f )8 ) autour de 
la droite aS, les deux droites AB, ahy qui se rencontrent en y, 
sont dans un même plan, et par conséquent les deux droites Ka, 
B 3 se rencontrent, puisqu’elles sont dans ce plan. Pareillement, la 
droite Ka rencontre la droite Ce, et celle-ci rencontre la droite BZ>. 
Or ces trois droites Aa, BZ> et Ce, qui se rencontrent deux à deux, 
ne sont pas dans un même plan; il s’ensuit qu’elles se rencontrent 
en un même point S. 

Menons par ce point des parallèles aux trois côtés du triangle ahcy 
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lesquelles, étant dans un même plan parallèle à celui du triangle, 
rencontreront les côtés du triangle fixe ABC en trois points I, J, K 
situés sur une droite parallèle à Taxe d’homologie «êy. D’après le 
lemme, ces trois points resteront fixes et seront les centres de 
trois sphères sur lesquelles se mouvra le point S. Donc ce point 
décrira un cercle, intersection commune de ces sphères, et situé 
dans un plan perpendiculaire à la droite UK, et par conséquent à 
Taxe d’homologie c. q. f. d. 

Remarque. — Les trois droites A«, B^, Ce concourant en un 
même point dans l’espace, les deux triangles sont la perspective 
l’un de l’autre; on peut donc donner au théorème cet énoncé : 

Quand on a mis en perspective une figure plane sur un tableau 
plan, si U on fiait tourner le tableau autour de la ligne de terre ( ’ ), 
les deux figures restent toujours en perspective y et le lieu de ïœil^ 
qui change de position dans V espace, décrit un cercle situé dans 
un plan perpendiculaire à la ligne de terre (^). 


§ II. — Application des théorèmes précédents à la démonstration 
de diverses propriétés du triangle. 

I. 

379. La proposition (361), relative aux segments qu’une transversale 
fait sur les côtés d’un triangle, est connue gêner alement sous le nom de 
Théorèniü de Ptolémée, parce qu’on la trouve dans le grand Traité Astro- 
nomie (le ce géomètre, où elle sert pour démontrer le théorème analogue sur 
la sphère, qui forme la base de la Trigonométrie sphérique des Grecs. Mais 
cette proposition n’est pas de Ptolémée; elle remonte plus haut: onia 
trouve dans les sphériques de Ménélaus, géomètre antérieur, de près d’un 
siècle, à Ptolémée. Plus tard, Pappus l’a démontrée et s’en est servi dans scs 
Collections mathématiques. Les Arabes et les géomètres européens, à la re- 


(‘) On appelle ligne de terre la droite d’intersection du plan de la figure mise en 
perspective par le plan du tableau. 

(*) Cette proposition ne se rencontre pas dans les Traités de perspective, où elle 
serait de nature à trouver place. Je ne sais même si on l’a quelquefois énoncée; mais 
elle est comprise implicitement dans les beaux théorèmes de Poncelet sur la perspec- 
tive des sections coniques. (Voir Traité des propriétés projectives des Jigures, 
p. 5 j et 75.) 
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naissance et encore au xvii® siècle, en ont fait un grand usage. On la trouve 
notamment dans le petit Traité de Pascal intitulé Essai pour les coniques. 

Chez les anciens, ce théorème servait principalement pour composer les 
raisons de raisons, c’est-à-dire pour former le produit de deux rapports et 

l’exprimer parmi rapport unique. Ainsi, soient et ^ 

deux rapports dont on veut former le produit. On place les deux lignes m A, 
tzD de manière que leurs extrémités A et D coïncident, et l’on forme ainsi 
le triangle BAC, dans lequel la droite ma détermine sur la base BC les deux 

segments /) C, /?B, dont le rapport est égal au produit des deux rapports 

donnés. Les Arabes se sont beaucoup exercés sur ce sujet, aujourd’hui de 
peu d’intérêt. 

Le théorème (36C) sur les segments que trois droites menées d’un même 
point aux trois sommets d’un triangle font sur les côtés opposés avait été 
attribué à Jean Bernoulli, parce qu’on le trouve dans le recueil de ses OEuvres 
(t. IV, p. 33). Mais on a remarqué depuis que ce théorème avait été dé- 
montré antérieurement par le géomètre italien Jean de Céva, dans un Ou- 
vrage intitulé : De lineis rectis se imicetn sccantibus statica constructio 
(Milan, 1678 , in-4^). Ouvrage dans lequel l’auteur emploie des démonstra- 
tions fondées sur des considérations de Statique. 

Carnot, après avoir démontré ces deux théorèmes dans sa Géométrie 
de position J les a reproduits dans son Mémoire intitulé E^sai sur la théorie 
des transversales, en les regardant, le premier principalement, comme le 
fondement de cette théorie. « Ce théorème, dit l’illustre auteur, qui doit 
être regardé comme le principe fondamental de toute la théorie des trans- 
versales.... » 

Les deux théorèmes ont eu, dans les Ouvrages de Carnot, et depuis 
dans ceux de quelques autres géomètres, un usage spécial et un usage gé- 
néral. Un usage spécial pour démontrer, par l’un, que trois jioints, consi- 
dérés dans une figure, sont en ligne droite, et par Tautre, que trois droites 
passent par un même point : c’est ainsi qu’on démontre avec une grande fa- 
cilité, par exemple, que les trois centres de similitude directe de trois cercles 
pris deux à deux sont en ligne droite ; ou bien que les droites menées des 
sommets d’un triangle aux milieux des cotés opposés passent par un meme 
point. Dans leur usage général, les deux théorèmes peuvent servir de lien 
ou de transition pour la démonstration d’autres propositions. On peut en 
faire usage, par exemple, pour démontrer les propriétés du quadrilatère sur 
rinvolution. Mais ces applications des deux théorèmes sont bornées, et les 
démonstrations qu’ils procurent sont, en général, beaucoup moins faciles 
que celles que procure la théorie du rapport anharmonique. On le conçoit; 
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car, outre que les deux théorèmes sont moins simples que la notion du 
rapport, anharmonique, et moins propres, par conséquent, à trouver des 
applications, ils se réduisent à eux-mêmes et ne donnent pas lieu à des théo- 
ries étendues comme celles du rapport anharmonique, de la division homo- 
graphique et de Tinvolulion, qui ne sont au fond que des développements 
de cette notion simple et élémentaire du rapport anharmonique. 

380. On ne s’est servi, jusqu’ici, que des deux théorèmes dont nous venons 
de parler, dans lesquels on considère les segments faits par trois points sur 
les côtés d’un triangle ; mais il est indispensable d’y joindre les théorèmes 
correspondants (363) et (365) relatifs aux sinus des angles que les droites 
menées des sommets à ces points font avec les côtés, car ils ont leurs applica- 
tions propres, qui peut-être même sont les plus nombreuses. 

Les théorèmes dans lesquels on considère tout à la fois une transversale 
et un point fixe dans le plan d’un triangle, et qui présentent une apj)Iica- 
tion plus directe de la théorie de l’involution, seront également utiles, 
comme nous allons le voir. 


II. 

381 . Les polaires eVun même point relatives aux trois angles d*uii triangle 
vont rencontrer, respectivement , les cotés opposés en trois points situés en 
ligne droite. 

En effet, soient Aa', B/»', Ce' [fig, 70) les polaires du point O, relatives 
aux trois angles du triangle ABC (356); et a', a' les points où elles 
rencontrent, respectivement, les côtés opposés. On a, relativement aux trois 
droites issues du point O, l’équation (3, 365); mais, les deux droites OA, 
A a' divisant harmoniquement l’angle en A, on a 

sinOAB sin«'AB , . 

sinOAC sin^'AG ' 

Pareillement 

sinOBG sinù'BC sinOCA sinc'CA 

— ; — et riz — • 

sinOBA smù'BA sinOCB sine CB 

De sorte que l’équation ( 3 ) se change en celle-ci : 

sinrt'AB sinô'BG sinc'CA 

sina'AC sinù'BA sine CB * 

laquelle prouve (364) que les trois points a', b\ c' sont en ligne droite. 

C. Q, F. D. 

*7 


(^OASLES. — Géom. sup. 
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Corollaire. — Si le point O est à l’infini, les trois droites OA, OB, OC 
seront parallèles, et le théorème prendra cet énoncé : 

Une transversale étant menée dans le plan d'un triangle, les droites qui 
vont des sommets des trois angles aux points milieux des segments inter- 
ceptés sur la transversale par ces angles respectivement rencontrent les 
côtés opposés en trois points qui sont en ligne droite, 

382. Les polaires d'un point relatives à deux angles d'un triangle se 
coupent sur la droite qui joint ce point au sommet du troisième angle. 

Soit O' [fig* 71 ) le point d’intersection des polaires du point O relatives 
aux deux angles A et B; je dis que le point O' est sur la droite OC. 

En effet, AO’ et BO' étant les polaires du point O, on a 

sinOAB sinO'AB sinOBC sinO'BG 

sinOAC sinO'ÂG sinOBA sinO'BA 

De sorte que l’équation ( 3, 365 ), relative aux trois droites issues du point 0, 
devient 

sinO'AB sinO'BG sinOCA 
sinO'AG sinO'BA sinOCB ** 

Mais, en menant la droite O'C, on a 

sinO'AB sinO'BG sinO'CA 

sinO'AC sinO'BA sinO'CB * '* 

Donc 

sinOCA sinO'CA 

sinOCB sinO'CB’ 

ce qui prouve que les deux droites OC et O'C sont coïncidentes; c’est-à-dire 
que le point 0' est sur la droite OC. c. q.< f. d. 

383. Si dans le plan d’un triangle ABC {^fig* 72 ) 0/2 mène une transver- 
sale qui rencontre scs côtés en trois points a, b, c, et que sur chaque côté 
on prenne le conjugué harmonique du point de rencontre de la transversale, 
par rapport aux deux sommets du triangle, les droites qui joindront les trois 
points ainsi déterminés, aux sommets opposés, passeront par un meme point. 


oB A G c A 
«G ~ 


( 361 ), 


En effet, on a 
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a'c’ bA~ b' a’ cB ~ c'B 

a ' B b'C c'a __ 
a'c b' A c'B 

ce qui prouve que les trois droites Aa', Ce' passent par un même 

point (367). 

Corollaire. — Si la transversale est à l’infini, on en conclut que : Les 
trois droites menées des sommets d'un triangle aux milieux des côtés op- 
posés concourent en un même points 

384. Si dans le plan d'un triangle on mène une transversale et qu'on 
prenne sur deux côtés les points qui avec la transversale divisent ces côtés, 
respectivement, en rapport harmonique, les deux points ainsi déterminés 
seront en ligne droite avec le point de rencontre du troisième côté par la 
transversale» 

En effet, la transversale rencontre les trois côtés du triangle ABC en 
ô, c [fig. 72 ), et l’on a 

/7B bC cA 

aC b A cB 

Si sur les côtés AB, AC on prend les points c', b' qui avec c, b, respec- 
tivement, les divisent harmoniquement, on aura 

cA c'a bC b'C 

cB“~7b’ bÂ~~VA‘ 

et par consc'quent 

«B b'C c'a _ 
a C b' A c'B * ’ 

ce qui prouve que les trois points b', c' et a sont en ligne droite. 


et 

^B 

aC 

Donc 


385. Dans un triangle, les bissectrices des trois angles passent par 
même point. 


Car chacun des trois rapports — 


sin^AB sinôBC sine CA 


[fis- 73) est 


sinaAC sinôBA sineCB ° ^ ' 
égal à — 1 ; par conséquent leur produit est égal lui-méme à — i ; ce qui 
prouve que les trois droites passent par un même point. 


* 7 - 
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386. Dans un triangle, les bissectrices des suppléments des trois angles 
rencontrent les côtés opposés en trois points situés en ligne droite. 

En effet, si les points h, c appartiennent aux bissectrices des supple- 

, . - , , . sinerAB , 

ments des trois angles, chacun des trois rapports -7 tt; 5 • • • est ei^al a i . 

° ** sinaAG ° 

Leur produit est donc aussi égal à 4- i ; donc les trois droites rencontrent, 

respectivement, les côtés opposés en trois points situés en ligne droite. 

387. Dans un triangle, les bissectrices de deux angles et la bissectrice 
du supplément du troisième angle rencontrent respectivement les côtés op^ 
posés en trois points situés en ligne droite. 

„ „ , , . sinaAB sin/>>BG sine GA 

En effet, deux des trois rapports > -7 — et sont égaux 

sin^AG smôBA sine CB 

à — I , et le troisième à -h i ; leur produit est donc égal à 4- i ; ce qui 
prouve que les trois points a, h, c sont en ligne droite. 

388. Dans un triangle, les bissectrices des suppléments de deux angles 
se rencontrent sur la bissectrice du tr oisième angle» 

En effet, pour les bissectrices des suppléments des deux angles B et G 

, ^ ,, , sinôBG sine GA , . , 

[fg. 74 ), les rapports et sont égaux a -4- i , et pour la bis- 

, „ - , siiirtAB , 1 ^ . 1 

sectiTce de 1 angle A le rapport -7 est égal a — i ; le produit des trois 

^ siiirtAG ° * 

rapports est donc égal à — i ; ce qui prouve que les trois bissectrices pas- 
sent par un même point, 

389. Si d*un point on mène des rayons aux trois sommets d'un triangle, et 
des perpendiculaires a ces rayons, ces droites rencontrent les côtés opposés 
en trois points situés en ligne droite» 

En effet, les trois droites perpendiculaires à celles qui vont aux sommets du 
triangle forment, avec celles-ci, un faisceau en involution (253). Donc elles 
rencontrent les trois côtés en trois points en ligne droite (368). 

390. Concevons qu’on ait mené parle point O [fig* 7^) trois droites 
formant avec les trois OA, OB, OC, respectivement, trois angles qui aient la 
même bissectrice OL ; ces tr ois dr oites rencontrer ont , r espectivement, les tr'ois 
côtés opposés aux sommets A, B, C, en trois points situés en ligne droite» 
Car elles formeront avec les trois OA, OB, OC une involution (254). 
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On peut donner au théorème cet énoncé : 

Si trois rayons partant des sommets d* un triangle ront se réfléchir en un 
même point sur une droite , les rayons réfléchis rencontreront y jespectivementy 
les trois côtés opposés du triangle, en trois points situés en ligne droite. 

391. Les perpendiculaires abaissées des sommets d’un triangle sur les 
côtés opposés forment avec ces côtés six droites ayant entre elles les rela- 
tions d’involution (253); donc (369), ces trois perpendiculaires passent 
par un meme point, 

392. Par une considération semblable on démontre que : 

Si des sommets d'un triangle on abaisse sur les côtés opposés des obliques 
sous des angles ayant leurs bissectrices parallèles a une meme droite, ces 
trois obliques passeront par un même point. 

Car elles auront avec les côtés du triangle les relations d’involu- 
tion (254). 

393. Etant pris un point dans le plan d*un triangle, si Von mène les 
bissectrices des angles sous lesquels on voit de ce point les trois côtés du 
triangle et les bissectrices des suppléments de ces trois angles : 

i*^ Les trois bissectrices des suppléments rencontreront les trois côtés 
opposés respectivement en trois points situés en ligne droite; 

2 ** Les bissectrices de deux des trois angles et la bissectrice du supplé- 
ment du troisième rencontreront aussi les trois côtés opposés, respectivement, 
en trois points en ligne droite. 

Car les trois bissectrices que Ton considère dans chaque cas forment 
une involution avec les trois droites menées aux sommets du triangle (287) ; 
par conséquent, elles rencontrent les côtés opposés en trois points situés en 
ligne droite (368). 

394. Les mêmes choses étant supposées que dans le théorème précédent : 

1 ° Les bissectrices des trois angles rencontrent les côtés opposés du 

triangle en trois points tels que les droites menées de ces points aux som- 
mets opposés concourent en un même point; 

2 ® La bissectrice de l'un des trois angles et les bissectrices des supplé- 
ments des deux autres rencontrent aussi les côtés opposés en trois points 
tels que les droites menées de ces points aux sommets opposés concourent 
en un même point. 
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Ce the'orème est une conséquence évidente du précédent, en vertu du 
théorème (383). 

395. Quand un triangle est inscrit dans un cercle, si d*un point de la 
circonférence on abaisse sur ses côtés des obliques sous le même angle et 
dans le même sens de rotation^ les pieds de ces obliques sont en ligne 
droite» 

En effet, soit le tri«'ingle ABC inscrit au cercle [fig. 76 ); que par un 
point O de la circonférence on mène les droites OA, OB, OC qui abou- 
tissent à ses sommets, et les droites OA', OB', OC' parallèles respectivement 
aux côtés opposés, les trois angles (A, A'), (B, B'), (C, C') auront la 
même bissectrice; car l’angle A'OC' est égal, par construction, au supplé- 
ment de l’angle ABC du triangle, et par conséquent à l’angle AOG qui sous- 
tcnd la même corde. Donc les deux angles AO A' et COC' ont la même bis- 
sectrice; et il en est de même des angles AO A' et BOB'. 

Ainsi les trois droites OA', OB', OC' font avec les trois OA, OB, OC res- 
pectivement trois angles qui ont la même bissectrice, et, par conséquent, ces 
six droites forment une involution'(25^p). Si l’on fait tourner les trois pre- 
mières d’une même rotation autour du point O, les angles qu’elles feront 
avec les trois OA, OB, OC respectivement auront encore une meme bis- 
sectrice, et, j)ar conséquent, les six droites seront encore en involution. 
Donc les trois OA', OB', OC', devenues Oat, O^, Oc dans leur nouvelle 
position, rencontreront respectivement les trois cotés opposés du triangle, 
savoir BC, CA, AB, en trois points a y ô, c situés en ligne droite (368). 
Mais alors ces trois droites, qui primitivement étaient parallèles à ces trois 
côtés du triangle, sont devenues trois obliques abaissées sur ces côtés sous 
le même angle et dans un même sens de rotation a jiartir des perpendicu- 
laires à ces côtés; le théorème est donc démontré. 

Remarque. — Les quatre points 0, A, C, B sont les sommets d’un 
quadrilatère inscrit au cercle, et les trois angles AOA', BOB', COC' sont 
égaux aux angles formés chacun par deux côtés opposés ou par les deux 
diagonales du quadrilatère; et cette circonstance que ces trois angles ont 
la même bissectrice exprime ce théorème : 

Quand un quadrilatère est inscrit h un cercle, les bissectrices des deux 
angles formés respectivement par les deux couples de côtés opposés sont 
rectangulaires et parallèles aux bissectrices des angles formés par les deux 
diagonales. 


396. Quand un triangle est circonscrit à un cercle ^ si de scs sommets 
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on abaisse sur une tangente au cercle trois obliques qui soient vues du 
centre sous des angles égaux et formés dans le même sens de rotation à 
partir des sommets^ ces trois obliques concourent en un même point. 

En effet, soit [fig. 77 ) le triangle ABC circonscrit au cercle et dont les 
cotés rencontrent une tangente L en trois points c; que du centre du 
cercle on mène des droites à ces points et aux trois sommets du triangle, 
ces six droites seront en involution (368). En outre, les trois angles AOæ, 
BO^, COc que ces six droites forment deux à deux ont la même bissec- 
trice, car les deux angles AOC, aOc qui sous- tendent les deux tangentes 
AC, ac comprises entre les angles opposés au sommet formés par les deux 
tangentes AB, CB sont égaux, et, par conséquent, la bissectrice de l’angle 
KO a est aussi celle de l’angle COc, et elle est pareillement la bissectrice 
de l'angle BOô. 

Puisque les trois droites OA, OB, OC font avec les trois O^, O^, Oc* 
respectivement trois angles qui ont la même bissectrice, il en sera de môme 
si Ton fait tourner d'une même rotation les trois droites OA, OB, OC au- 
tour du point O, et, par conséquent, dans leur nouvelle position, ces droites 
formeront encore une involution avec les trois O^r, 03, Oc. Donc les 
points 3', c', où elles rencontreront la tangente fixe L, formeront une 
involution avec les trois 3, c. Donc les droites qui joindront ces trois 
points aux trois sommets du triangle passeront par un même point (370). 
Mais ces droites forment trois obliques abaissées des sommets du triangle sur 
la tangente L et qui sont vues du centre O sous des angles égaux comptés 
dans le même sens à partir des sommets; le théorème est donc démontré. 

Remarque, — Le triangle ABC et la tangente L forment un quadri- 
latère GBc3 circonscrit au cercle, dont les points de concours des cotés 
opposés sont A et a, La droite qui joint ces points de concours et les deux 
diagonales Ce, B 3 sont vues du centre sous les angles KOa^ COc, B03, et, 
puisque ces angles ont la même bissectrice, on en conclut que : 

Quand un quadrilatère est circonscrit h un cercle^ les angles sous les- 
quels on voit du centre les deux diagonales*€t la droite qui joint les points 
de concours des côtés opposés ont la même bissectrice, 

397. Quand trois triangles ^ homologiques deux ci deux y ont le même 
axe d'homologie y leurs trois centres d*homologie sont en ligne droite. 

Soient a3c, a'b'dy a"b"c'^ [fiS' 7 ^) les trois triangles dont les cotés 
homologues concourent trois à trois en trois points a, 7 , situés en ligne 
droite; les trois cotés « 3 , a'b\ a"b'^ donnent lieu aux deux triangles a a! a!* 
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et b h' b", dont les sommets sont deux à deux sur trois droites concou- 
rantes au même point y; donc les trois cotés aa\ aa" et a' a’' du premier 
rencontrent respectivement les trois côtés hh\ bh" et b'h" du second en 
trois points situés en ligne droite (374). Or ces trois })oints sont les centres 
d’homologie des trois triangles proposés, pris deux à deux; donc, etc. 

Corollaire. — Deux triangles homothétiques ou semblables et sembla- 
blement placés sont deux triangles homologiques dont Taxe d’homologie 
est à l’infini. Donc : Quand trois triangles sont homothétiques deux h deuXy 
leurs centres de similitude ou d* homothétie sont en ligne droite. 

398. Quand trois triangles homologiques ont, deux a deux, le meme 
eentre d’homologie , leurs trois axes d’homologie passent par un meme 
point. 

Soient abc, a'b'c', a"b"c'' [fig. yc)) les trois triangles dont les sommets 
sont trois a trois sur trois droites concourantes en un meme point S, 
centre d'homologie commun aux trois triangles. Les trois côtés ab, a'b' , 
a" b" forment un triangle, et les trois côtés ne, n'c', a"c" en forment un 
second. Ces deux triangles sont homologiques, puisque les trois côtés de 
l’un rencontrent respectivement les trois côtés de l’autre en trois points a, 
a\ a" situés en ligne droite. Donc les sommets des deux triangles sont 
deux à deux sur trois droites concourantes en un même point (375). Or, 
ces droites sont précisément les axes d’homologie des trois triangles pro- 
posés. Donc, etc. 
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CHAPITRE XX. 


PROPRIÉTÉS DES POLYGONES EN GÉNÉRAL, DU QUADRILATÈRE 
ET DE l’hexagone. 


399. Les proprioLcs du triangle contenues dans les premières 
parties du Chapitre précédent (361-373) se distinguent par l’hy- 
pothèse et par la forme particulière des équations qui expriment 
CCS théorèmes. Car, d’une part, on y considère toujours soit un 
système de points pris sur les côtés du triangle, soit un système 
de droites menées par ses sommets, ou des points et des droites 
tout à la fois, et, d’autre part, l’équation qui constitue chaque 
théorème est toujours formée d’un produit de rapports, chacun de 
deux segments qui ont meme origine sur une meme droite, ou de 
deux sinus d’angles qui ont même sommet et un côté commun, 
produit égal à rb i, ou bien d’un produit de rapport de segments 
égal à un produit de rapports de sinus. 

On peut former dans un triangle beaucoup d’autres relations 
semblables ; nous n’avons donné que celles qui devaient nous oflVir 
une application utile. 

11 existe dans les polygones des relations du meme genre, dont 
celles du triangle ne sont que des cas particuliers et qui com- 
portent, comme celles-ci, l’application du principe des signes aux 
segments et aux angles que Ton y considère. Nous allons démon- 
trer quelques-unes de ces propriétés. Le principe des signes nous 
permettra d’en conclure quelques propositions qui semblent par 
leur nature se rattacher à cette partie de la Science, à laquelle on 
a donné parfois le nom de Géométrie de situation, non pas seu- 
lement parce qu’il n’y entre aucune relation de grandeur, ce qui 
a lieu dans une foule d’autres théorèmes, mais à cause du genre 
particulier des propositions. 
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§ I. — Propriétés des polygones. 

400. Quand une transversale menée dans le plan d'un poly- 
gone ABC. . . rencontre ses côtés consécutifs en des points a, b, 
c, . . . , on a la relation 

eA bB cC 
«B bC cD 

dans laquelle on observe la règle des signes relativement aux 
deux segments formés sur chaque côté. 

Nous allons démontrer que, si le llicorème est vrai pour un po- 
lygone de n côtés, il Test pour un polygone d’un côté de plus. En 
effet, le théorème étant supposé vrai pour le polygone AB...E 
de n côtés {fig^ 8o), on a l’équation 

a A bB eE 

«B ÏC'" êÂ“ '■ 

Formons un polygone d’un côté de plus, en remplaçant le côté EA 
par deux autres EF et FA. On a dans le Iriangle AEF, coupé par 
la transversale, 

ej. /F 
eE e'F/A 

Cette équation, multipliée membre à membre par la précédente, 
donne 

a A ^ , 

a B b C /A * ’ 

ce qui est l’équation relative au polygone de (/i -q- i) côtés. Donc, 
si le théorème est vrai pour un polygone de n côtés, il l’est néces- 
sairement pour un polygone d’un côté de plus. Or il est vrai pour 
le triangle; donc, etc. 

401. Corollaire. — L’équation (i) montre que le nombre des 
rapports — > ••• négatifs est toujours pair, c’est-à-dire que : 

Une transversale menée dans le plan d'un polygone rencontre 
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chaque côté en un point situé sur le côté lui-même ou sur son pro- 
longement , et il y a toujours un nombre pair de côtés qui sont 
rencontrés sur eux-mêmes , 

402. Si d’un point O on mène des rayons aux sommets d’un 
polygone ABC. . . {fig^ 81 ), les sinus des angles que ces rayons 
feront chacun avec les deux côtés adjacents auront entre eux la 
relation 

. , sinOAB sinOBC sinOEA 

sinOAE sinOBA sinOEü ^ 

le signe étant H- ou — selon que le nombre des sommets du po- 
lygone sera pair ou impair. 

Nous emploierons le même mode de démonstration que pour le 
théorème précédent, qui consiste à prouver que, si le théorème est 
vrai pour un polygone de n sommets, il l’est nécessairement pour 
un polygone de (u -H i) sommets. 

En effet, l’équation ayant lieu pour un polygone de n sommets, 
formons un polygone d’un sommet de plus F compris entre les 
deux A et E. On a dans le triangle EFA la relation 

sinOAE siiiOFA sinOEF 

siiiOAF sinOFE siiiOEA 

qui, multipliée par la précédente membre à membre, donne 

sinOAB sinOBG sinOEF sinOFA 

sinOAF sinOBA sinOED sinOFE 

Cette équation démontre que, si le théorème est vrai pour un po- 
lygone de n sommets, il le sera pour un polygone d’un sommet de 
plus. Or il est vrai pour le triangle; donc, etc. 

403. Corollaire. — L’équation prouve qu’il y a toujours un 

, . . . , sinOAB sinOBC , -n 

nombre pair ou impair de rapports ■ : * * * > négatils 

r r rr SinOAE sinOBA 

selon que le nombre des côtés du polygone est pair ou impair, 

et l’on en conclut cette proposition : 

Si d’un même point on mène des rayons aux sommets de tous 
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les angles cVun polygone, dont les uns seront situés dans les 
angles eux-mêmes [ou leurs opposés au sommet) et les autres 
dans les suppléments des angles ; 

Le nombre des rayons situés dans les angles sera pair ou im- 
pair selon que le nombre des angles du polygone sera pair ou 
impair. 

404. Si par les sommets d'un polygone ABCDEF [Jig> 82 ) on 
mène arbitrairement des droites A a, Bb, . . . , qui forment un 
second polygone abcdef inscrit au premier, on a la relation 

. . Aa Jib F/ ^ siii a AF siii b BA sin /FE ^ 

^ ' A/ B a ¥c siiirtAB sin/^BG sin/FA *’ 

le signe étant -f- ou — selon que le nombre des côtés du poly- 
gone est pair ou impair. 

Nous allons prouver que, si le ihéorème est vrai pour un poly- 
gone de n côtes, il l’est pour un polygone d’un côté de plus. En 
efTet, considérons le polygone de n côtés ABCDE, pour lequel 011 
a, par hypothèse, 

Aa Bh Es sin/zAE sin />>BA sin sED 

Ae Ba E</ sin «AB sin^BG sinsEA 

On a, dans le triangle AEF, 

Ae Ee ¥/ sineAF sineEA sin/FE \ 

A/Ëô ¥e sineAE sineEF sin/FA ^ 

Multipliant membre à membre, il vient 

Aa Bb Ee F/ sin^AF sinèBA sin/FE^ 

A/ B rt Ed Ee ^ sin « A B sin b BG sin/FA ’ 

ce qui démontre que, si le théorème est vrai pour un polygone de 
ji côtés, il l’est pour un polygone d’un côté de plus. Or nous 
l’avons démontré pour le triangle; donc il a lieu pour un quadri- 
latère, pour un pentagone, etc. Donc, etc. 

Observation. — Les deux théorèmes (400) et (402) peuvent être 
considérés comme des corollaires de la proposition actuelle, ainsi 
que nous l’avons vu à l’égard du triangle (371 ). 
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405. Des droites A a, B b, Ce,... étant menées arbitraire- 
ment par les sommets d’un ABC . . . 83), si une 

transversale rencontre les côtés du polygone en des points a, S, 
y, . . . et les droites en des points a, b, . . . on aura, entre les 
sinus des angles que les droites font avec les côtés du polygone 
et les segments que ces angles interceptent sur la transversale , la 
relation 

... sirirtAB sinôBC sincCD av. hf'j cy 

siiitfAF sin/>>BA sineCB ay b v. ’ 

le signe étant + ou — selon que le nombre des côtés du polygone 
est pair ou impair. 

En cfFct, que par un point O pris sur la transversale on conduise 
des droiles aux sommets du polygone, on pourra écrire 

/sinrïAB^sinOABX /sin ^ BC , sinOBCN fbfi ^O^j\ 

\sina AF * sinOAF/ \sin^BA * sinüBA/ \ay* OyJ \b y/ Oot.) *’ 

car dans le second membre les facteurs 0«, Oo, . . . se détruisent 
deux à deux, et, dans le premier membre, tous les sinus introduits 
se détruisent ensemble, parce qu’on a l’équation 

sinOAB sinOBG sinOCD 

sinOAF sinOBA sinOCB * ^ 

Or les rapports anharmoniques du premier membre de l’équa- 
tion sont égaux à ceux du second membre, un à un respective- 
ment. Donc l’équation est vraie. c. Q. F. D. 

406. Corollaire. — Une transversale étant menée dans le plan 
d’un polygone, les deux côtés de chaque angle du polygone ren- 
contrent cette droite en deux points qui déterminent un segment 
compris soit dans l’angle lui-méme (ou son opposé au sommet), 
soit dans son supplément. On conclut du théorème qui vient d’élre 
démontré que : Le nombre des segments compris dans les angles 
eux-mêmes ou leurs opposés au sommet est toujours pair. 

En effet, supposons, dans le théorème, que toutes les droites Art^, 
B^, . . . soient menées dans les angles mêmes du polygone ; chaque 
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rapport tel que ^5 relatif à l’angle A, sera négatif quand le seg- 
ment ^cc sera compris dans l'angle A ou son opposé au sommet, et 
positif quand le segment sera compris dans le supplément de 
l’angle. La proposition revient donc à prouver que le nombre des 


rapports ... négatifs est toujours pair. Or, quand le 

nombre des angles du polygone est pair, on a le signe -f- dans 
l’équation (4)‘ Mais alors le premier membre est positif, et, par 
conséquent, le second l’est aussi. Donc le nombre des rap- 


au. 

ports — 5 

^ ao 


négatifs est pair. 


Quand le nombre des angles du polygone est impair, le signe 
du second membre de l’équation (4) est — . Mais le premier 


membre est négatif : donc le produit 


av. 

üf ha, 


est positif. Donc 


le nombre des rapports négatifs est pair, ce que nous nous pro- 
posions de prouver. 

Observation, — Ce théorème et les deux (401, 403) sont de 
ceux qui nous paraissent se rapporter à la Géométrie de situa-- 
lion proprement dite, comme nous l’avons annoncé (399). 


407. Etant pris des points a, b, ... sur les côtés d'un poljgone 
ABCD... {Jig- 84 )) si d'un point O l'on mené des droites aux 
sommets du polygone et aux points a, b, . . . , on aura, entre les 
sinus des angles que ces droites font entre elles et les segments 
que les points a, b, . . , font sur les côtés du poljgone, la relation 

sinaOA sin^OB a K ^B 

sinrtOB sin^OG «B 6 G 

En effet, menons par le point O une droite fixe OL, et appe- 
lons a' , y , . , . les points où elle rencontre les côtés AB, BG, . . . 
du polygone ; l’équation pourra s’écrire 


/ sinaOA ^ sinLOA X / sin^OB ^ sinLOBX __/«A ^ a'A\ f hB ^ ^'B\ 
\sinaOB * sinLOB/ \sin 60G * sinLOG/ \aB' a'B J \hC* b'c) * ’ 

car tous les sinus introduits dans le premier membre s’annulent 
d’eux-mêmes deux à deux, et les segments introduits dans le se- 
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cond membre s’annulent tous ensemble, en vertu de la relation 


<7 'A //B 

7b 


(400). 


Or chaque rapport anharmonique du premier membre est égal au 
rapport anharmonique correspondant dans le second membre. 
Donc l’équation a lieu, et le théorème se trouve démontré. 


408. Corollaire I. — Si toutes les droites Oa, ... sont 

les bissectrices des angles AOB, BOG, . . . , chacun des rapports 

sinrtOA fit 1 

—9 • • • est égal a — i . Un en conclut que : 

siii^zOB ^ ^ 

Les bissectrices des angles sous lesquels on voit d'un point fixe 
les côtés d’un polygone ABC... rencontrent ces côtés en des 
points a, b, . . . tels, que l’on a la relation 

^ 

iüJ 

le signe étant -H ou — selon que le nombre des côtés du polygone 
est pair ou impair. 

Corollaire II. — Si toutes les droites O a, ... sont les bissec- 
trices des suppléments des angles du polygone, le premier membre 
est toujours positif. Donc : 

Les bissectrices des suppléments des angles sous lesquels on 
voit d’un meme point les côtés d’un polygone ABC. . . rencontrent 
ces côtés en des points a, b, . . . tels y que Von a 

«A />>B 

ïc 

On peut conclure de ce théorème les propriétés relatives au 
triangle, démontrées précédemment par d’autres considérations 

(393 et 394). 


409. Etant pris des points a, b, c, . . . sur les côtés consécutifs 
d’un polygone ABCD. . ., si l’on fait la perspective de la figure 
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sur un plan, la Jonction 

a K bu cC 
nU ùC cD 


conservera la même valeur. 


En effet, menant une transversale qui rencontre les côtés con- 
sécutifs du polygone en des points a, y, . . . , on a 


«A eB yC 

^ ëc 


( 400 ); 


et, par conséquent, la fonction proposée a la meme valeur que la 
suivante : 

VTTc ’ êcj 

Celle-ci devient en perspective 


///'A' . ^'A'\ 

///B' 

. \ 


Wi'B' • «'B'j 

\è'C' 

• e'c'/’ 



et conserve la meme valeur, parce qu’elle se compose de rapports 
anharmoniques. Mais cette dernière se réduit à 


a'A' h'B' 


parce que les points a', 6', . . • étant en ligne droite, de môme que 
a, . . . , on a la relation 

«'A' ^ 

«'B' 

On a donc 

«A ^B _ ^'A' //B' 

Ce qui démontre le théorème. 

Observation. — Le théorème et la démonstration subsistent, si, 
l’œil étant placé dans le plan du polygone, on fait la perspective 
sur une droite. Alors on prend pour la transversale aê une droite 
passant par l’œil. 
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410. Étant donné un polygone ARCx» . .F et des droites Bb, 
Ce, ... menées par ses sommets, si Von fait la pevspeclwe de la 
figure sur un plan, la fonction 

sinaAF sin^BA sine CB 
sin<2AB sinZ>BG sine* CD 


ne changera pas de valeur. 

C’est-à-dire que l’on aura 

sina'A'F' sinZ/B'A' sin^AF sin/>BA 

sin«'A'B' sinà'B'C' sintfABsin^BC 

En effet, que par un point O pris dans le plan du polygone on 
mène des droites à ses sommets, on aura 


sinOAF sinOBA sinOCB 
sinOAB sinOBC sinOCD 


( 402 ); 


et, par conséquent, la fonction proposée est égale à 

/ sinrtAF ^ sinOAFX /sin^ BA ^ siiiOBA \ 

\sin^zAB * sinOAB/ \smàBC ’ siaOBC/ 

Or dans la perspective cette fonction ne change pas de valeur, 
parce qu’elle sc compose de rapports anharmoniques. Mais les 
rapports correspondants à ceux que nous venons d’introduire 
disparaîtront en perspective, parce qu’ils ont leur produit égal à 
rh I en vertu du théorème (402); il restera donc les rapports cor- 
respondants à ceux qui forment la fonction donnée; ce qui dé- 
montre le théorème. 


§ II. -- Propriétés du quadrilatère. 

411. Les propriétés générales d’un polygone s’appliquent 
d’elles-mêmcs au quadrilatère; mais cette ligure donne lieu à 
quelques propositions particulières. 

Si sur les quatre côtés d'un quadrilatère ABGD [fig> B5) on 
prend quatre points a, b, c, d tels, que Von ait la relation 

, . aA 6B cC dD 

ÔB ÏC cD ^ ~ 


Chàsles. — Géom. sup. 


8 
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et £ji£ on regarde ces (juatre points comme les sommets consécutifs 
d^un second quadrilatère abccl, les points de concours des côtés 
opposés de celui-ci seront situés sur les deux diagonales du pre- 
mier. 

Ainsi les deux droites ah, cd se croisent sur la diagonale AC. 
En efifet, si Ton suppose que ces deux droites rencontrent la 
diagonale en deux points diflerents £, t!, on aura dans les deux 
triangles ABC, ADC les relations 

aX bB zC cC elD t'X __ 

U B bC s A cD dA s'C 

Multipliant ces équations membre à membre et ajant égard à 
l’équation supposée, on en conclut ^ prouve que 

les deux points e, e coïncident. Donc, etc. 

412. Réciproquement: Si par un point e de la diagonale hil 
d'un quadrilatère ABCD on mène deux droites quelconques, dont 
V une rencontre les deux côtés AB, BG en di, h, et la seconde les 
deux côtés DA en c, d, on aura entre les segments formés par 
ces quatre points a, b, c, d sur les côtés du quadrilatère la relation 

aX bB cC d\y 

«U ÂG cb iTTv ' ’ 

et, par suite, les deux droites da, cb se couperont sur la seconde 
diagonale BD. 

En effet, si les deux droites ah, cd se croisent en un point e sur 
la diagonale AC, on aura les deux équations précédentes, en écri- 
vant e au lieu de e' dans la seconde; et ces équations multipliées 
membre à membre donnent l’équation (i). 

Celte équation étant démontrée, il s’ensuit que les deux droites 
ad, bc se croisent sur la diagonale BD (411 ). 

Corollaire. — Si les deux droites menées par le point 6 de la 
diagonale AG se confondent, les deux équations dont nous venons 
de faire usage ont toujours lieu, et l’on en conclut l’équation (i). 
Ce qui démontre directement la propriété du quadrilatère, com- 
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prise dans le théorème général (400), savoir: Quand une trans- 
\fersale rencontre les quatre côtés d'un quadrilatère ABCD en 
quatre points h, c, à, on a la relation 

ak bB cC dB _ 
a B bC cD dk 

413. Si par les points de concours des côtés opposés d'un qua- 
drilatère ABCD {Jig^ 86 ) 071 mène deux droites qui rencontrent , 
respectivement, les deux couples de côtés opposés e/z a, c b, d, 
on a, entre les segments que ces points foi'ment sur les quatre côtés 
du quadrilatère, la relation 

ak bB rC r/D 

et, par suite, le quadrilatère abcd, qui a pour sommets consécutijs 
ces quatre points, a les points de concours de ses côtés opposés 
sur les deux diagonales du quadîùlatère ABCD. 

En effet, les deux séries de quatre points E, A, a, B et E, D, c, C 
ont leurs rapports aiiharmoniques égaux; de sorte qu’on a 

^ ^ _ cD ^ ED 
^ • EB a: • EC ’ 

On a pareillement 

FB __dk 

IC ’ FC ~~dD ' Fd’ 

Ces équations multipliées membre à membre donnent 

ak bB cC dD EA.EC , FA. FC 
^ bC ÏD dk ““ EB.ED ‘ FB.FD* 

Or le second membre est égal à Tunité (339, I). Donc, etc. 

414. Si par les sommets d'un quadrilatèf'e ABCD {fig> 87 / on 
mène des droites Aa, Bb, Ce, Dd telles^ que Vo/i ait la relation 

. . shirtAD sin^BA sineCB sin<3?DG 

sinaAB sin^BC sincCD sindDA 

18. 



276 TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. — CHAPITRE XX. 

ces quatre droites seront les côtés consécutifs d'un quadrilatère 
abcd circonscrit au proposé, et dont les diagonales passeront par 
les points de concours des côtés opposés de celui-ci. 

Gela résulte du théorème (411), en vertu de la proposition (404). 
Car, l’équation ( 2 ) ayant lieu par hypothèse, l’équation (i) a lieu 
d’après cette proposition ; et par conséquent la diagonale AG passe 
par le point de concours des côtés opposés ba^ cd Donc, etc. 

Observation. — On peut démontrer le théorème directement, 
d’une manière analogue à celle par laquelle nous avons démontré 
le théorème (411 ). 

415. Gorollaires. — Dans tout quadrilatère, les bissectrices 
des quatre angles forment un second quadrilatère dont les dia- 
gonales passent par les points de concours des côtés opposés du 
premier. 

Et il en est de meme quand le second quadrilatère est formé 
soit par les bissectrices des suppléments des quatre angles, soit 
par les bissectrices de deux angles et les bissectrices des supplé- 
ments des deux autres angles. 

Gar, dans chacun des trois cas que présente ce théorème, les 
droites bissectrices que l’on y considère donnent lieu à l’équa- 
tion ( 2 ) précédente. 

416. Si par les sommets d'un quadrilatère ABGD on mène 
quatre droites Aa, Bb, Gc, Dd, de manière que le second quadri- 
latère abcd, formé par ces droites prises pour côtés consécutifs, 
ait les points de concours de ses côtés opposés sur les deux diago- 
nales du premier, on aura entre les sinus des angles que ces droites 
font avec les côtés du quadrilatère la relation 

sinaAD sinèBA sin-cCB sin^^DG 
sinaAB sin^BC sincCD sin^/DA ’ 

et^ par suite, les diagonales de ce second quadrilatère abcd pas- 
seront par les points de concours des côtés opposés du quadrila- 
tère ABCD. 

En effet, les diagonales du quadrilatère ABCD {fig^ 88) passent. 
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par hypothèse, par les points de concours des côtés opposés du 
quadrilatère ahcd \ par conséquent, on a, d’après le théorème (413), 
l’équation 

Ka Ce Dd 

Bc Cd Da 

Donc, d’après le théorème (404) appliqué au quadrilatère, on a 
l’équation qu’il s’agit de démontrer. 

Et cette équation ayant lieu, il s’ensuit, d’après le théorème 
précédent, que les diagonales aCy hd du quadrilatère ahcd passent 
parles points de concours des côtés opposés du quadrilatère ABCD. 

C. Q. F. D. 

§ III. — Quadrilatère gauche. — Hyperboloïde à une nappe. 

417. Le théorème (411 ) et sa réciproque s’appliquent d’eux- 
mêmes au quadrilatère gauche; ce qui donne lieu à ce théorème : 

Quand un plan rencontre les quatre côtés d*un quadrilatère 
gauche ABCD en quatre points a, b, c, d, 07^ a /a relation de seg- 
ments 

ah. èB cC dD 

ûB cD dh 

Et réciproquement : Quand cette relation a lieu, les quatre 
points a, b, c, d sont dans un même plan, 

418. On conclut de ce théorème une propriété de l’hyperboloïde 
à une nappe, d’où résultera immédiatement une démonstration de 
la double génération de cette surface par une ligne droite. 

On appelle hjperboloïde à une nappe la surface engendrée par 
une droite qui se meut en s’appuyant sur trois droites fixes. D’après 
cela : 

Si une droite ac [fig^ 89 ) glisse sur les deux côtés opposés AB, 
CD d* un quadrilatère, de manière quon ait toujours la relation 

ah cD 

X étant une constante , cette droite engendre un hyperboloïde à 
une nappe. 
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En effet, que l’on prenne sur les deux autres côtes du quadrila- 
lère deux points fixes d tels que l’on ait 

ciB bC ’ 

il existera entre ces points et les deux c la relation 

a S, ô B cC dB _ 
rtB bC cD dA 

({ui prouve que les quatre points sont dans un môme plan; c’est-à- 
dire que la droite ac rencontre toujours la droite fixe bd. Cette 
droite se meut donc en s’appuyant sur trois droites fixes AB, Cl) 
et hd ; par conséquent elle engendre un hyperboloïde à une nappe. 

c. Q. F. P. 

Corollaire. — En observant que la position de la droite hd est 
indéterminée, puisqu’il suffit que l’on ait 

dK _ bl^ 
dB ~~ 

on en conclut que toutes les droites qui satisferont à cette relation 
s’appuieront sur toutes les génératrices rtc deThyperboloïde, et par 
conséquent seront, dans toute leur étendue, sur cette surface. 
Donc : 

ha surface engendrée par une droite qui s* appuie sur trois 
droites fixes , peut Votre d'une seconde maniéré par une droite 
s'appiijant sur trois positions fixes de la première génératrice [*), 

419. L’équation ^ “X montre que les deux points a, c 

forment sur les deux côtés du quadHlatère AB, CD deux divisions 
bomographiques ; de sorte que le théorème (418) peut s’énoncer 
ainsi : 


(') Cette démonstration géométrique de la double génération de l’hyperboloïdc h 
une nappe par une ligne droite a été donnée (en novembre 1812) dans la Corrrs- 
pondance sur V École Pcly technique ^ t. Il, p. 4 ib. 
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Quand deux droites dans l'espace sont divisées homographie 
quement, les droites qui joignent deux à deux les points homo- 
logues des deux divisions engendrent un hyperholoïdc à luia 
nappe, 

420. Puisque les deux points a, c forment sur les deux cotés AB, 
CD deux divisions homographiques, si autour de ces deux côtés 
on fait tourner deux plans passant, respectivement, par les deux 
points c et ces deux plans, dont la droite d’intersection sera la 
génératrice ac de l’hyperboloïde, formeront deux faisceaux (*) 
homographiques ; on a donc ce théorème : 

Si, autour de deux droites fixes, on fait tourner deux plans 
dont les positions successives forment deux faisceaux homograr- 
phiques, leur droite d' intersection engendrera un hjperholoïde à 
une nappe. 

Corollaire. — On conclut de cc théorème que : Si Von fait 
tourner deux plans rectangulaires autour de deux droites fixes 
dans V espace, leur droite d'intersection engendre un hyperbo- 
loïde à une nappe. 

Il suffit de prouver que les deux plans mobiles forment deux 
faisceaux homographiques. 

Soient A, B, C, . . . des positions du premier plan, qui tourne 
autour de la droite L, et A', B', C', ... les positions correspon- 
dantes du second plan, qui tourne autour de la droite L'. Que 
d’un point fixe O', pris sur la droite L', on abaisse des perpendicu- 
laires sur les plans A, B, C, . . . , ces droites, situées dans les 
plans A', B', C', . . respectivement, seront toutes dans un même 
plan, perpendiculaire à la droite L; donc le rapport anharmoniqoe 
de quatre de ces droites sera égal à celui des quatre plans A', B',... 
dans lesquels elles sont situées (17); mais leur rapport anharmo- 
nique est égal à celui des quatre plans A, B, . . . , parce que ces 
droites sont perpendiculaires à ces plans respectivement. Donc le 
rapport anliarmonique des quatre plans A, B, ... est égal à celui 


(*) Nous appelons faisceau de plans une série de plans passant par une màna* 
droite. 
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des quatre plans correspondants A', B', ... ; ce qu’il fallait prouver. 
Donc, etc. ( ‘ ). 

421. Quatre points c, c', , appartenant à quatre génératrices 

ac^ rt'c', . . . ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre 
plans qui, ayant pour arête commune le coté AB, passent respecti- 
vement par ces quatre génératrices, lesquels sont les plans tangents 
à l’hyperboloïde aux points a, a', .... Donc, puisque les quatre 
points c, c'y . . . ont leur rapport anharmonique égal à celui des 
quatre a, a', , . . , on peut dire que : 

Les plans tangents à un hyperholoïde, en quatre points d'une 
même génératrice AB, ont leur rapport anharmonique égal à 
celui de ces quatre points. 

Ce théorème donne lieu, par les conséquences qu’on en peut 
déduire, à diverses propriétés de l’hyperboloïde, et en général des 
surfaces engendrées par une ligne droite. Mais ce n’est pas ici le 
moment de traiter cette matière ( 2 ). 


§ IV. — Propriétés de Thezagone. 

I. 

422. Etant données six droites, si deux d'entre elles sont di- 
v^isées homo graphiquement par les quatre autres, il en sera de 
meme de deux quelconques des six droites. 


(*) Les pieds des perpendiculaires abaissées du point O' sur les plans A, B, ... 
sont, évidemment, sur l’hyperboloïde ; or le lieu de ces points est un cercle situé dans 
le plan perpendiculaire à la droite L, mené par le point O'; on en conclut donc que : 
Les" sections circulaires de Vhyperholo'ide sont dans des plans perpendiculaires aux deux 
droites L, L'. 

Cet hypcrboloïdo, engendre par la droite d’intersection de deux plans rectangu- 
laires tournant autour de deux droites fixes, jouit d’une propriété intéressante : On 
peut déterminer d’une inanité de manières un système de deux droites telles, que les 
distances de chaque point de l’hyperholoïde à ces deux droites ont un rapport con- 
stant. (Voir Journal de Mathématiques àe M. Liouville, t. I, p. 3î/|; année i836.) 

(*) On peut consulter un Mémoire sur les surfaces engendrées par une ligne droite, 
dans le Tome XI de la Correspondance mathématique et physique de M. Quetelet, 
année i838, p. /|9-ii3. 
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Soient A, B, C, D, E, F {fig^ 90) les six droites, dont les quatre 
premières divisent homographiquement les deux E, F, c’est-à-dire 
en deux séries de quatre points a, b, c, d sur E, et a\ U , c', r/' 
sur F, qui ont leurs rapports anharmoniques égaux. 

Je dis que les deux droites A et B sont aussi divisées homogra- 
phiquement par les quatre autres C, D, E, F. 

En effet, soit O le point de concours des deux droites C, D : les 
deux séries de quatre points c, d et b', c', d ' ayant leurs 

rapports anharmoniques égaux, il en est de même des deux fais- 
ceaux de quatre droites O a, O^, C, D et O a! , Ob' , C, D. De sorte 
qu’on a l’équation 

sin( 0 < 2 , C) ^ sin(0^, C) _ sin(0«', C) ^ sin(0^', C) 

sin (0«, D) * sin(0<5>, D) sin (0«', D) * sin(0^>', D) ’ 

ou 

sin(0^, C) ^ sin(Ort', G) sin(0^, G) ^ sin(0^', C) 

sin(Ort, D) * sin (()«', D) sin(0^, D) * sin(0^', D) 

Ce qui exprime que les deux faisceaux de quatre droites Oa, Oa', 
C, D et OZ), OZ>', G, D ont leurs rapports anharmoniques égaux. 
Donc les quatre points d’intersection du premier faisceau par la 
droite A ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre 
points d’intersection du second faisceau par la droite B. Ce qui 
démontre que les deux droites A, B sont divisées homographi- 
quement. 

Il reste à montrer que l’une des deux droites E, F et l’une des 
quatre autres, par exemple E et D, sont divisées aussi homographi- 
quement; cela résulte de ce que les deux A et B sont divisées ho- 
mographiquement. Ainsi le théorème est démontré complètement. 

423 . Quand deux côtés d\in hexagone sont divisés homo gra- 
phiquement par les quatre autres, les trois diagonales qui 
joignent les sommets opposés passent par un même point. 

Soit ABCDEF {Jig> 91) l’hexagone; considérons deux côtés 
opposés AB, DE. Soient c?', e les points de rencontre du premier 
par les deux côtés CD, EF ; et b'^ a' les points de rencontre du se- 
cond par les deux cotés BG, AF. Les quatre points A, B, d\ e' 
ont, par hypothèse, leur rapport anharmonique égal à celui des 
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quatre a', h* ^ ï), E; ceux-ci peuvent être écrits dans l’ordre E, D, 
a* (44); nous dirons donc que les deux séries de quatre points 
A, B, e' et E, D, ont leurs rapports anharmoniques 

égaux. Il s’ensuit que les droites menées de deux points quel- 
conques de la première série aux deux points correspondants de 
la seconde, pris inversement, se coupent sur une même droite (113), 
Les deux points G, F et le point de croisement des deux diago- 
nales AD, BE sont des points de cette droite. Donc les deux dia- 
gonales AD, BE se coupent sur la troisième diagonale CF. 

c. Q. F. P. 

424. On conclut sans difficulté de ce théorème que : 

Réciproqiiçment : Quand les trois diagonales qui joignent les 
sojnmets opposés d*un hexagone passent par un même point, 
deux côtés quelconques de V hexagone sont divisés homographi- 
(juenieîit par les quatre autres. 


II. 

42S. Étant donnés six points, si les faisceaux formés autour 
de deux de ces points par les rayons menés aux quatre autres 
sont homo graphiques [c' est-à<Hre ont leurs rapports anharmo- 
niques égaux) il en est de même pour deux quelconques des six 
points. 

Soient A, B, (], D, E, F {fg. 92) les six points. Les deux fais- 
ceaux qui ont pour centres les deux points E, F et dont les rayons 
passent par les quatre autres points A, B, C, D ont, par hypo- 
thèse, leurs rapports anharmoniques égaux; je dis qu’il en est 
de même des deux faisceaux qui ont pour centres les deux points 
A, B et dont les rayons passent par les quatre autres points C, 
D,E, F. 

En effet, la droite CD coupe les deux premiers faisceaux, qui 
ont leurs centres en E et F, en deux séries de quatre points «, Z>, 
C, D et a\ Z>', C, D qui ont leurs rapports anharmoniques égaux, 
puisque les deux faisceaux sont homographiques. On a donc 

«C . aC ^ a'C bC ^ b' C 

oD ' ÏD ' a'b • Vd ÏD • à' b ■ ' ïb • é'D ’ 
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ce qui exprime que les quatre points a, a', C, D ont leur rapport 
anliarmonique égal à celui des quatre b, G, D. Donc le faisceau 
qui a son centre en A et dont les rayons passent par les quatre 
points a, a', G, D a le même rapport anliarmonique que le fais- 
ceau qui a son centre en B et dont les rayons passent par les quatre 
points b^j G, D ; c’est-à-dire que les quatre droites menées du 
point A aux quatre points E, F, D, G ont leur rapport anharmo- 
nique égal h celui des quatre droites menées du point B aux quatre 
mêmes points, 

11 nous reste à prouver que les deux faisceaux qui ont leurs 
centres en l’un des deux points F et l’un des quatre A, B, G, 
D, par exemple en E et D, et dont les rayons passent par les quatre 
autres points, sont aussi homographiques. Or cela résulte de ce 
que les deux faisceaux qui ont leurs centres en A et en B sont lio- 
niographiques. Le théorème est donc démontré. 

426. Quand dans un hexagone les rayons menés de deux 
sommets aux quatre autres forment deux faisceaux homogra^ 
phiques, les points de concours des côtés opposés sont en ligtie 
droite. 

Soient l’hexagone ABGDEF {fig* pS) et G, H, I les points de 
concours des trois couples de côtés opposés AB, DE; BG, EF; 
GD, FA. Je dis que ces trois points sont en ligne droite. 

En effet, les quatre droites BA, BG, BD, BF ont le même rap- 
port anliarmonique que les quatre EA, EG, ED, EF par hypo- 
thèse, et, en changeant l’ordre de celles-ci, on peut dire que les 
quatre premières ont le même rapport anliarmonique que les 
quatre EF, ED, EG, EA (49). Donc les points d’intersection de 
deux droites quelconques de la première série par les deux droites 
correspondantes de cette dernière, prises inversement, sont deux 
points toujours en ligne droite avec un même point fixe (116). Or 
D et G sont un système de deux tels points, F et A un autre, et G 
et H un troisième. Donc les trois droites DG, FA, GH passent par 
un même point, c’est-à-dire que le point I est en ligne droite avec 
les deux G et II; ce qu’il fallait prouver. Donc, etc. 

427. Réciproquement : Quand les trois points de concours des 
côtés opposés d* un hexagone sont en ligne droite, les faisceaux 
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qui ont pour centres deux sommets quelconques de Vhexagone 
et dont les rayons passent par les quatre autres sommets sont 
homo graphiques. 

Cette réciproque se conclut de la proposition directe, sans dif- 
ficulté. 

428. Ohseivation. — Les hexagones auxquels se rapportent 
les propositions précédentes jouissent de diverses autres propriétés 
qu’il serait aisé de démontrer ici, mais qui se présenteront plus 
naturellement dans la théorie des sections coniques. 
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CHAPITRE XXL 


ÉQUATIONS d'une DROITE, OU RELATIONS DE SEGMENTS SERVANT A DÉTER- 
MINER TOUS LES POINTS d’uNE LIGNE DROITE. 


§ I. — Équation entre les segments faits sur deux droites par des rayons 
tournant autour de deux pôles fixes. 

429. Nous avons vu (Ghap. XVII) qu’on peut décrire de di- 
verses manières une ligne droite par le point d’intersection de 
deux rayons tournant autour de deux points fixes; il suffit que 
ces deux rayons forment deux faisceaux homographiques tels, que 
la droite qui joint les deux points fixes, considérée comme appar- 
tenant au premier faisceau, soit elle-même son homologue dans 
le second faisceau. Si, au lieu de déterminer l’homographie des 
deux' faisceaux par des constructions géométriques, comme nous 
l’avons fait, on l’exprime par une relation d’angles ou de segments, 
cette relation constituera une équation de la droite. Nous allons 
chercher les différentes formes d’équations auxquelles ces consi- 
dérations donnent lieu. 


I. 


430. Si autour de deux pôles fixes P, P' {fig- 94) on fait 
tourner deux rayons rencontrant respectivement deux axes 
fixes EA, E' B' en deux points m, m' tels que Von ait la relation 
constante 


km B'w' 


V, 


dans laquelle A et B' sont deux points Jixes pris arbitrairement 
sur les deux axes, E, E' les points ou ces axes rencontrent la 
droite PP' et a, 6 y v des coefficients constants, le point de con- 
cours des deux rayons Pm, P'm' décrira une ligne droite. 

En effet, l’équation exprime que les deux points m, m' forment 
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sur les deux axes EA, E' B' deux divisions homographiques dans 
lesquelles E et E^ sont deux points homologues (129); d où il suit 
que les deux droites P/n, P'/n' décrivent deux faisceaux homogra- 
phiques qui satisfont à la condition que la droite PP' soit elle- 
même son homologue dans les deux faisceaux. Donc le point d’in- 
tersection des deux rayons P///, P'm' décrit une ligne droite (110) ; 
ce qu’il fallait prouver ( ^ ). 

Il est clair que, réciproquement, une droite étant donnée, on 
pourra toujours déterminer deux des trois constantes «, S et v, 
l’autre étant prise à volonté, de manière que l’équation (a) cor- 
responde à la droite. 

431. Nous avons vu (129) que dans l’équation {a) un ou deux 
des points fixes A, E, B', E' peuvent être situés à l’infini et que 
le segment qui se rapporte à un point situé à l’infini disparaît de 
l’équation comme s’il était devenu égal à l’unité. 11 s’ensuit que, 
sans changer la position des deux pôles P, P', mais en supposant 
que l’une des deux origines A, B' ou toutes deux soient à l’infini, 
ou bien que l’un des deux axes EA, E'B' ou tous deux soient pa- 
rallèles à la droite PP', on aura les quatre équations suivantes, 
toutes également propres à représenter une ligne droite quel- 
conque : 

Am ç 

^ ü Wf — ' — 

JL m h m 

(JL 6 

Em E'm' ' ’ 

Am ^ . , 

« h 6.B //i — - V, 

Em 

K . A /w -H ê . B'///' — V. (*) 


(*) Il existe dans la Géométrie à trois dimensions un théorème analogue, savoir: 

Étant donnés J dans V espace ^ un triangle et trois axes Jixes de direction quelconque 
qui rencontrent le plan du triangle en trois points E, E', E'^, et étant pris sur ces axes 
trois points jixes A, B', C", si autour des trois côtés du triangle on fait tourner trois 
plans qui rencontrent respectivement les trois axes en trois points m, m', m'' tels, 
que Von ait la reîatûm 

Am - B' m' C" m" . 

ü — ’ “t- 6 — 1 -h y -frü — M = 

Em E'm ' L' m" 

a, 6, y, ô étant des coe^cients constants, le point d'intersection des trois plans dép- 
érira un plan. 
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432. Quand dans ces équations, de meme que dans la con- 
stante V est nulle, l’équation devient à deux termes, et alors les 
points fixes A, B' sont deux points homologues des deux divisions 
homographiques (J 21), et la droite lieu du point d’intersection 
des deux rayons tournants Pm, passe par le point de ren- 

contre des deux droites PA, P'B'. Gela a lieu meme quand les 
points A et B' sont à l’infini. 


II. 

433. Les pôles P, P' sont pris arbitrairement; la seule condition 
à observer, c’est que ces points et les deux E, E' soient tous qualrtî 
sur une même droite. Cette droite peut être à l’infini; alors les 
droites Pm sont parallèles entre elles, ainsi que les droites P'ni^ 
mais sous une autre direction, et l’équation devient 

a. Am ~\- C.B'm' - : v. 

On a donc ce théorème : 

Si sur deux axes on prend, à partir de deux points fixes A, 
B' (y/^. 95 ), deux segments variables Am, Vî od liés entre eux 
par la relation du premier degré 

[b] a . Am -h B'm' v, 

et que par les points m, m' on mène des droites parallèles à deux 
autres axes fixes, le point d* intersection de ces deux droites dé- 
crira une ligne droite. 

Corollaire. — Coordonnées de Descartes, Si les deux points 
fixes A, B' coïncident en O [fig^ 96 ) avec le point d’intersection 
des deux axes, et si les droites M.m sont parallèles à l’axe Om' et 
les droites M.nd parallèles à l’axe Om, les deux segments Ov/, 
Om* seront précisément les deux coordonnées x,,y du système de 
Géométrie analytique de Descartes; et le théorème exprime que 
l’équation du premier degré 

« . X -4- Ç . J = V 


est celle d’une ligne droite. 
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434. Reprenons le cas où les points A, B', origines des segments 

ArUy B'm' {fig* sont quelconques, ainsi que les directions 

des deux axes fixes auxquels les droites M/n, Mm' sont parallèles. 

Que l’on mène par le point fixe A la parallèle à la droite Mm et 
qu’on abaisse sur cette droite l’oblique M/? parallèle à Am; on 
auraMp = Am. Pareillement, ayant mené par le point fixe B' la 
parallèle à Mm' et abaissé du point M sur cette droite l’oblique Mp' 
parallèle à B'm', on a Mp'— B'm'. De sorte que l’équation [b) 
devient 

a . M P -4- 6 . Mp' = V ; 

c’est-à-dire que : 

Si Von demande le lieu d*un point M tel que les obliques Mp, 
Mp' abaissées de ce point sur deux axes fixes, sous des angles 
donnés, aient entre elles la relation du premier degré 

a . IMp 6 . Mp' V, 

le lieu de ce point est une ligne droite. 

On peut encore conclure de là l’équation de la Géométrie ana- 
lytique, déduite plus directement du théorème précédent. 

III. 

435. Au lieu de féqiiation (a) pour exprimer la division homo- 
graphique des deux droites £A, E'B' (/ig. gy)y on peut prendre 
l’équation 

[c) A/n.B'm' -h )i. Am + p.B'm' -H V O (137), 

pourvu que l’on détermine l’un des trois coefficient» X, p, v de 
manière que les points de rencontre de la base PP' par les deux 
axes EA, E'B' soient deux points homologues. L’équation qui 
exprime cette condition est 

AE.B'E' - 1 - >. AE 4- tx.B'E' -H v — o. 

Ainsi l’équation générale d’une droite sera 

Am. B'm' + Am 4- fx.B'm'= AE.B'E' 4- .AE 4- /x.B'E', 
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OU 

Am .B'w' >.Em -4- /x.E'm'— AE.B'E', 

les deux coefficients X et /a étant arbitraires. 

Appelons I le point de la première droite EA qui correspond à 
l’infini de la seconde et J' le point de cclle-ci qui correspond à 
l’infini de la première; on aura — B'J', jtx = — AI(140), et 
l’équation devient 

Am.B'm'— BT.Em — AI. EW AE.B'E'. 

Réciproquement, une droite L étant donnée, cette équation 
pourra la représenter; les points A, B' y sont arbitraires, mais les 
deux points I, J' ne le sont pas : ils dépendent de la position de la 
droite. Pour déterminer le point I, on mène la droite P'G parallèle 
à la droite E'B' et qui rencontre la droite L en G; puis la droite 
PG qui marque sur EA le point I. Pareillement, pour déterminer 
le point J' on mène, parallèlement à EA, la droite PD qui rencontre 
la droite L en D; la droite P'D rencontre la droite E'B' au point 
cherché J'. 

Si l’on place les deux points A et B' en I et J' respectivement, 
l’équation se réduira à 

Im.J'/7/.-=:IE.J'E'. 

436. Dans tous les théorèmes précédents on peut supposer que 
les deux droites EA, E'B' coïncident; les mêmes équations sub- 
sistent. 

L’équation (c) peut prendre alors une forme différente, savoir 
(r/) Am .B'm'-I- X.mm'-t- V ™ o (168). 

Mais il faut observer que la constante v n’est pas arbitraire ; car, 
pour que l’équation soit celle d’une droite, il faut que le point E, 
où l’axe EA ( fig- 98 ) rencontre la base PP', soit un point double, 
c’est-à-dire la réunion des deux points homologues E, E'. Gettc 
condition s’exprime par la relation 

AE . B'E -4- V rzz o* 

Ainsi l’équation générale d’une droite sera 

A m . B'm' -4- \ . mm' = AE .B'E ; 

Chasles. — Géom, snp. 


*9 
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les points A et B' étant pris arbitrairement sur l’axe EA, et X étant 
un coefficient arbitraire. 

Cette équation renferme trois éléments indéterminés, le point A, 
le point B et le coefficient X. Une droite étant donnée, on ne peut 
prendre qu’un de ces éléments arbitrairement; les deux autres 
seront pris de manière que l’équation s’applique à cette droite par- 
liculière. 


Corollaire. — Les deux points doubles des divisions homogra- 
[diiqucs marquées par les points 7?^, sur l’axe EA sont le point E 
et le point F, intersection de l’axe EA par la droite proposée. Jl 
s'ensuit que les deux points A et B' sont, de part et d’autre, à 
égale distance du point O, milieu de EF (168). On peut donc 
placer le point A en E et le point B' en F; alors l’équation de la 
droite est 

E///.F ni^ — El . nun’ o 


♦ )U 


Ein,Fm' 

mm' 


El. 


§ IL — Équation entre des segments faits sur plusieurs axes par des 
rayons tournant autour de points fixes situés en ligne droite. 

I. 

437. Le tliéorème (430), relatif aux segments faits sur deux axes 
fixes, peut être généralisé et appliqué aux segments faits sur un 
nomlire quelconque d’axes fixes, de la manière suivante : 

Si l’on a plusieurs axes AE, BE', CE'', et autant de pôles 
P', P", . . . placés en ligne droite, et que de chaque point M 
d’une droite L on conduise des rayons à ces pôles, lesquels ren- 
contrent respectivement les axes AE, BE', CE", ... e /7 m, m', 
ni", on aura entre les segments que ces points font sur ces axes, 
il partir d autant de points fixes A, B, C, ... pris arhitr air ement 
et des points E, E', E", . . . , tous situés sur la droite PP'P", .... 
la relation constante 
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dans laquelle tous les coefficients , moins deux, fyeuvent être pris 
arbitrairement. 

C’est-à-dire que les deux coefficients non déterminés pourront 
l’étre de manière que l’équation ait toujours lieu. 

Nous allons démontrer que, si la proposition est vraie dans le 
cas de n axes AE, elle l’est nécessairement pour i) 

ax.es. 

Supposons que les deux coefficients non déterminés soient a 
et 6 . Faisons abstraction du premier axe AE; nous aurons un axe 
de moins, et, par hypothèse, la proposition sera vraie, de sorte 
que, les coefficients y, (î, . . . étant donnés, on pourra déterminer 
les deux 6', de manière que l’on ait toujours l’équalion 

Bm' Cm" 

Çy -4- 7 . ... r - V . 

F////' ' ^Vfm" 


Mais, en ne considérant que les deux axes AE et RE', on peut dé- 
lerminer deux coefficients a, 6" de manière que l’on ait toujours 
la relation 


A/// 

Km ' Ë'm‘ ' 


•/' >30). 


Ajoutant ces deux équations membre à membre, on a 


A m 

ry, - - - 

F ffi 


C") 

> E’m' ‘ E"/«" 


Cette équation, relative à(7^-f'I) axes, aura toujours lieu, puis- 
qu’elle résulte de deux équations qui elles-mêmes ont toujours 
lieu, et les coefficients de scs deux premiers termes, les seuls qui 
ne soient pas donnés, ont des valeurs déterminées. 

Supposons maintenant que les deux coefficients non déter- 
minés soient a et v. On fera encore abstraction du premier axe AE, 
et l’on déterminera deux coefficients S' et v' de manière que 
l’on ait 


B/// Cm 

ÈW 


ce qu’on peut faire par hypothèse; puis, en considérant les deux 
axes AE, BE', on déterminera deux coefficients a, v" tels, que 


*9- 
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a 


A m 
E/w 


(e — r 


Bw' 
ËW ' 


Ajoutant CCS deux équations membre à membre, il vient 


A m 
E/// 


, Bw' 

'kw 


Cm" 

■ ^ EV ' 


équation dans laquelle les deux coefficients a et (v'-f- v'^), les seuls 
qui ne soient pas donnés, ont des valeurs déterminées. 

Ainsi, il est démontré que, si le théorème a lieu pour n axes, il 
aura lieu pour (7^ -f- i). Mais il est vrai pour deux; donc aussi pour 
trois, pour quatre, etc. 

Observation. — Dans le cas de deux axes on ne peut pas faire 
en général la constante v égale à zéro, mais on le pourra toujours 
dans le cas où l’on a plus de deux axes. 


4^38. Nous venons de prouver que, ayant pris arbitrairement les 
coefficients a, 6, ..., v, moins deux, on peut déterminer ceux-ci 
de manière que l’équation ait lieu pour tous les points d’une droite 
donnée L. Or, deux points quelconques de la droite peuvent servir 
pour déterminer ces deux coefficients. En effet, ces deux points 
donneront lieu à deux équations, telles que 


Am, 

— — 

Em, 




Bm', jCm" 
’’ E"/«' 


Amj 

a — 

Ea/Zj 


, Ba//'j 

'ËÔ7/, 


C A//" 
E"aa/" 


-r V ; 


et ces équations, dans lesquelles les segments Km^y A/Ua, ••• 
sont connus, servent à déterminer les deux coefficients inconnus. 

11 suit de là que : Quand V équation [e) a lieu pour deux points 
d*une droite, elle a lieu pour tous les autres points de cette 
droite. 

Ce qui conduit à ce théorème général, qu’on peut considérer 
comme la réciproque de la proposition (437) : 


439. Étant donnés des axes AE, BE', CE'', . . . terminés en 
E, E', E", ... à une meme droite et autant de pôles P, P', P", . . . 
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situés sur cette droite, si Von demande le lieu d* un point M tel 

que les rajons conduits de ce point aux pôles P, P', P", fassent, 

respectivement, sur les axes AE, BE', CE", . . . , des segments dont 

J A/w Bm' Cm" . t t • 1 

Les rapports - — » rrr- 7 > •• client entre eux la relation du 

'' hm YJm E'W' 

premier degré 


Arn 

Em 


6 _y— H- y 

E m 


Cm" 

E"m" 


Z= V, 


dans laquelle v sont des coefficients constants pris arhV 

trairement, le lieu du point M sera une ligne droite. 

En effet, supposons que l’on ait déterminé deux points M,, 
M 2 satisfaisant à l’équation ; cette équation aura lieu pour tous les 
autres points de la droite qui joint les deux M<, Ma (438), ce qui 
démontre le théorème. 

Nous verrons plus loin (449) comment on pourra déterminer les 
points M<, Ma, . . . qui satisfont à l’équation. 


II. 

440. Ces théorèmes relatifs à plusieurs axes donnent lieu aux 
memes corollaires que le théorème relatif à deux axes. Ainsi nous 
dirons, en supposant tous les pôles P, P', ... à l’infini, que : 

Si de chaque point d* une droite on abaisse sur des axes fixes 
des obliques sous des angles donnés, les segments que ces obliques 
détermineront sur ces axes, à partir de points fixes A, B, ..., 
auront entre eux une relation du premier degré 

-f- 6 . B m' -4- y . Cm" v, 

dans laquelle tous les coefficients a, 0, . . ., v, moins deux, pour- 
ront être pris arbitrairement. 

441. On peut substituer aux segments faits sur les axes fixes 
les obliques abaissées parallèlement à ces axes sur d’autres axes 
menés par les mêmes points fixes A, B, . . ., comme dans Je cas de 
deux axes (434) ; et l’on a ce théorème : 



'XJI TUAITÉ DK GKOMÉTRIK SUPÉRIKURK. — CHAPITRE XXI. 

Si de chaque jwint d'une droite on abaisse sur des axes fixes 
des obliques sous des angles donnés, ces obliques j), p', . . . au- 

roTit entre elles une relation du premier degré 

a .p -4 C.y/ -f- 7 7 ?" V, 

dans laquelle tous les coefficients a, 6, . . v, moins deux, peiiwmt 
être pris arbitrairement. 

Et réciproquement ; Le lieu d'un point tel, que les obliques 
abaissées de ce point sur des axes Jixes, sous des angles donnés, 
aient entre elles une relation du premier degré, est une ligne 
droite ( ^ ). 

4i2. Aux obliques qui ont des directions dÜTércntes on peut 
on substituer d’autres ayant toutes la meme direction, parce que 
eelles-ci seront proportionnelles aux premières respectivement; il 
s’ensuit que : 

Etant données plusieurs droites Al% IIE', CE'' et une der- 
nière L, si l'on mène des transversales toutes parallèles entre elles, 
dont chacune rencontre ces droites en des points a, b, c, . . 
on aura entre les segments ^îa, Mb, . . . la. relation du premier 
degré 

a . /7 ^ , Al Z» 7 . M c -4 - . . . ; : V, 

dans laquelle tous les coefficients c, . . .. >, moins deux, peuvent 
être pris arbitrairement. 

Et réciproquement. (*) 


(*) Ce théorème faisait partie tles Lieux plans d’Apollonius, ainsi qu’on le voit dans 
les Collections mathematirjues de Pappus, où il est énoncé d’abord pour le cas de 
deux axes seulement, puis pour un nombre quelconque d'axes, dans les termes sui- 
vants : U Si a piincto quodam ad positiones datas duas rectas lineas parallelas, 'vet 
inter se convementes, ducantur recta; line a; in data angulo, 'vc/ datant habentes pro^ 
portionem, 'vel quarum una simul cum ea ad quam altéra proportionem hahet datant^ 
data fuerit, continget punctum rectam lineam positione datant. Et si sint quotcumque 
rectos lineas in datis angulis, sit autern quod data linea et ducta continetur, una cum 
contjento data linea et altéra ducta, œquale ei, quod data et alla ducta, et reliquis 
continetur, punctum similiter rectam lineam positione datam continget. >• 
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§ III. — Équation entre des segments faits sur un ou plusieurs rayons 
tournant autour de pôles fixes quelconques. 


I. 


443. Dans les théorèmes précédents, l’équation d’une 
droite a lieu entre les segments que les rayons menés de chaqm* 
point de cette droite à deuK ou plusieurs pôles fixes font sur dos 
axes fixes. Nous allons maintenant exprimer l’équation d’une 
droite en fonction de segments faits sur des rayons menés de 
chaque point de la droite à un ou plusieurs pôles fixes pris arhi- 
Irairemenl. 

Considérons le théorème général (437), d’après lequel tous h's 
eoefficienls, moins deux, peuvent être pris arbitrairement. 

Prenons sur les axes AE, 13E', ... 99 ) des points fixes P, 

IC, ..., et remplaçons les coefficients a, o, . . . par 
î • • • ^ l’équation deviendra 



/A//« ^ AR\ ZB/// . BIV \ 

\Ew ’■ Ea ) ’■ Ë'a' j 


c’est-à-dire que, si de chaque point M d’une droite L on mène les 
rayons MP, MP', . . . qui rencontrent respectivement les axes AJh 
BE', ... en fîij , on aura cette relation, dans laquelle tous les 

coefficients ..., moins deux, peuvent être pris arbitraire- 

ment, les points R, R', . . . ayant été pris eux-mémes arbitrairement 
et restant fixes sur les axes AE, BE', .... 

Considérons les quatre droites menées du point P aux quair»; 
points M, A, E, R, et coupons-les par une transversale issue du 
point M; soient M, a, e, p les points d’intersection : leur rapport 
anharmonique est égal à celui des quatre points m, A, E, R, de 
sorte que le premier terme de l’équation peut cire remplacé par 

«1 Si, pareillement, l’on mène par le point M une autre 

transversale qui rencontre les droites P'B, P'E', P'R' en b, e', p', 
on pourra prendre pour le deuxième terme de l’équation l’expres- 
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sion et ainsi des autres termes. L’équation devient 

\t'M €0/ \^’M ep J 


donc 


Ainsi, les segments qui étaient comptés sur les axes AE, BE', . . . 
sont remplacés par des segments comptés sur des transversales 
menées arbitrairement par chaque point M de la droite L; et les 
axes AE, BE' n’entrent plus dans le théorème. A leur place, on 
considère de nouvelles droites PA, P'B, ..., PR, P'R', .... Les 
points p, jo', ... sont sur les droites fixes PR, P'R', ... ; mais on 
peut éliminer ces droites en considérant les points Pf p\ ... comme 
des pôles fixes pris arbitrairement, par lesquels on fait passer 
toutes les transversales issues de chaque point M de la droite L. 
Enfin, de cette manière, les pôles primitifs P, P', . . . disparaissent 
et se trouvent remplacés par les nouveaux pôles p, jo', .... On a 
donc ce théorème général : 

Etant données des droites A, B, G, . . . [fig* 100) et étant pris 
arbitrairement autant de pôles fixes p, p', p", . . . correspondants 
à ces droites, un à une respectivement, si par chaque point M d* une 
droite L on mène des transversales passant par ces pôles p, p', 
p", . . . , rencontrant respectivement les droites A, B, G, ... en des 
points a, b, c , . . . une autre droite fixe E en des points e, e', e", . . . , 
on aura la relation constante 



dans laquelle tous les coefficients a, , v, moins deux, peuvent 
être pris arbitrairement . 

IL 

444 . Ge théorème général donne lieu à plusieurs corollaires ; 
car on peut supposer à l’infini soit la droite E, soit un ou plusieurs 
des points p, p', • . • ou tous à la fois ; et ces points peuvent se réunir 
en un seul. 
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Si l’on suppose tous ces points à l’infini, l’équation [f) devient 


aM 

cM 


Tu' 


cM 


La droite sur laquelle sont comptés les deux segments Ma, Me 
reste parallèle à elle-même ; de sorte que ces deux segments sont 
proportionnels, respectivement, aux distances du point M aux deux 
droites A et E. Il en est de même de tous les autres segments. On 
a donc, en appelant /?, /?', />", ... et ^ les distances de chaque 
point M de la droite L aux droites fixes A, B, G, . . . et E, la rela- 
tion homogène 

(g) . . . =v.^. 

Donc : Les distances de chaque point d^une droite à plusieurs 
axes Jixes ont toujours entre elles une relation homogène du 
premier degré, dans laquelle tous les coefficients , moins deux, 
peuvent être pris arbitrairement , 


445. Si la droite E est à l’infini, l’équation i^f') devient 


(/O 


aU hU rM 

J- e y v; 

ap bp cp 


est égal au rapport des perpendiculaires abaissées des points M 

et P sur la droite A, et de même des autres termes. Or les perpen- 
diculaires abaissées des points |5, p', ... sur les droites A, B, ... 
sont constantes, et l’on peut les faire entrer dans les coeffieients 
de l’équation; de sorte qu’en appelant/?, /?',... les perpendiculaires 
abaissées de chaque point M sur les droites A, B, ... on a la re- 
lation 


( //' ) a ./? -f- Ç .// + y ,p'' H- . . . r=: V, 

dans laquelle tous les coefficients, moins deux, peuvent être pris 
arbitrairement; c’est-à-dire que ; Les perpendiculaires abaissées de 
chaque point d’une droite L sur des axes fixes ont entre elles une 
relation du premier degré dans laquelle on peut prendre arbi- 
trairement tous les coefficients moins deux; ce qui est le théo- 
rème (441), car on peut substituer aux perpendiculaires des 
obliques. 
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446. Faisons, dans l’équation (/i), 


«M : oM - P a, 
- P b, 


Il vient 


oM , o'M 

y- !- ‘"TT 

pn P b 


(aH-e 


ou, en représentant le second membre par V, , 

a H : V,; 

P a P O 

ce qui exprime ce théorème : 

Etant données des droites A, B, C, . . . et autant de pôles fixes p y 
p', f y . . . placés d'une maniéré quelconque, si de chaque point M 
d'une autre droite L on mène des rayons à ces pôles, lesquels 

rencontreront les droites A, B, C, en des points a, b, c, . . ., on 

aura la relation constante 


pn 

P a 


^ f/iM ^ /'M 

pj 0 ^ r/'c 


■^1) 


dajis laquelle a, 6,..., soTit des constantes qui toutes, moins 
deux, peuvent être prises arbitrairement. 


447. Si tous les points p, p\ ... se confondent en un scid, 
réquation [h) devient 


(ît l’équation (t) 

(0 



Æ*. 

cM 

a rj 

b ri 

^ CO 



•"1 

pM 


1 


ce qui prouve que : 

Etant données plusieurs droites A, B, G, . . . et une dernière L, 
si autour d'un point fxe p on Jait tourner une transversale qui 
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rencontre ces droites en des points a, b, c, . . M, on aura les deux 
relations (k) et (1), dans chacune desquelles toutes les constantes , 
tnoins deux, peus^ent être prises arbitrairement, 

448. Et réciproquement : 

hUant données plusieurs droites A, B, G» ..., si autour d un 
point fixe p on fait tourner une transversale qui les rencontre en 
des points a, b, c, . . . , et qu'on prenne sur cette droite un point INI 
déterminé par l'une ou l'autre des deux équations (A ) et (/), le 
lieu de ce point sera une ligne droite ( ^ ). 

449. Dans ce théorème on fléterinine immédiatement, soit par 
l 'équation (A), soit par la seconde (/), chaque point M situé sur 
une transversale issue du point p,. et, comme on passe de l’équa- 
tion (c) du théorème (439) à l’une ou à l’autre des équations (A) 
cl (/), dont les cocflicients dépendent de ceux de l’équation (c), le 
point ^ pouvant être pris arbitrairement, on voit qu’on pourra se 
servir de l’une des équations (A ) et (/) pour déterminerles points M 
(pii satisfont à l’équation (c), et meme pour déterminer en parti- 
culier le point situé sur une droite donnée. 

450. Observation, — Tous les théorèmes compris dans hr 
deuxième et le troisième paragraphe de ce Chapitre, qui ont été 
des conséquences immédiates de l’un ou de l’autre des deux théo- 
rèmes généraux (437) et (443), comportent la meme généralité 
que ceux-là; car on peut remonter de tous ces théorèmes aux 
deux (437) et (443) ; et, comme on passe aussi de l’un à l’autre de 
CCS deux-là, nous pouvons dire que tous les théorèmes ont une égale 
généralité et cju’ils ne sont que des expressions différentes d’une 
meme propriété relative à tous les points d’une ligne droite. De 
CCS expressions, la plus simple est celle-ci : Les distances de 
chaque point d'une ligne droite à plusieurs axes Jîxes ont entre 
elles une relation du premier degré, soit homogène, soit corn- (*) 


(*) Ce théorème se trouve dans le Mémoire de Poncelet Sur les centres (le< 
moyennes harmoniques (voir Journal de Mathématiques de Crclle; t. III, p. 25 j; 
aimée 1828). 
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plète, dans laquelle tous les coejjîcients, moins deux, peuvent être 
pris arbitrairement. 

Tous les théorèmes n’expriment rien de plus que cette simple 
proposition; mais il est intéressant de voir qu’au moyen de la no- 
tion du rapport anharmonique on les déduit tous d’une proposi- 
tion élémentaire (129) et que l’on peut passer de l’un à l’autre. 
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CHAPITRE XXII. 

ÉQUATIONS d’un POINT, OU RELATIONS DE SEGMENTS SERVANT A DÉTERMINER 
UNE INFINITÉ DE DROITES ASSUJETTIES A PASSER TOUTES PAR UN MÊME 
POINT. — CENTRE DE GRAVITÉ d'üN SYSTÈME DE POINTS. ~ CENTRE DES 
MOYENNES HARMONIQUES. 


451. Nous appelons équation d'un point une équation entre 
certaines variables dont chaque système de valeurs détermine 
la position d’une droite de manière que toutes ces droites passent 
par un même point» On peut dire que l’équation représente ce 
point» 


§ I. — Équation entre les segments qu’une droite tournant autour d’un 
point fait sur deux axes fixes. 


452. Si sur deux axes SA, SB [Jig» loi), qui se coupent en S et 
sur lesquels A et B sont deux points fixes, on prend deux points 
variables ni, m' liés entre eux par la relation 


Km 

-f-e-— 
bm b ni 


dans laquelle a, S ei v sont des coefficients constants, la droite 
mm' passera toujours par un meme point p. 

En effet, eette équation exprime la division liomographique des 
deux droites SA, SB (129), et dans cette division deux points 
homologues coïncident en S. Par conséquent, la droite mm' passe 
toujours par un même point p (108). 

On peut dire que l’équation représente le point p ou qu’elle est 
l’équation de ce point, ou, en terme général, que c’est V équation 
d'un point. 
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Il est évident que, réciproquement, un point étant donné, on 
peut, en attribuant à l’un des trois coefficients a, ê et v une valeur 
arbitraire, déterminer les deux autres, de manière que l’équa- 
lion (a) représente ce point. 

453. Chacun des trois points S, A, B peut être à l’infini (129), 
ce qui donne lieu aux trois équations : 


a 1 

B ni' 

S//i 


a 

f; 

si7/ 

'' W 

a. Am -T- 

C.B/// 


Dans cette dernière, les deux axes SA, SH sont parallèles. 

454. Quand la constante v est nulle, le point représenté par 
Tune ou l’autre de ces équations est toujours situé sur la droite AH ; 
car alors l’équation générale se réduit à 

Am 

a - h e -* , . ü 

S/// Sw 

ou 

Am Bw' 

S/// ‘ S//e' 

et cette équation exprime que, dans la division liomograpliique des 
(leux droites SA, SH, les points A et H sont deux points iiomo- 
logues (120). Donc la droite AB est une des positions de la droih' 
mtn' y et par conséquent le point p se trouve sur cette droite. 

455. On peut encore prendre pour l’équation d’un point l'équa- 
tion générale 

( h ) Am . B/;/ .Am -h [x .B///' -I- v “ o, 

pourvu que l’on détermine l’un des trois coefficients de manière 
à exprimer que deux points homologues coïncident en S. La rela- 
tion qui exprime celte condition est 

AS . BS -f- \ , AS -f- . BS V rr.; O. 
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Küminant v, on aura, pour l’équation générale d’un polru, 

[()'] A/« . B m' -h / .km -i- y. , B m' AS . BS -4- 1 . AS H- y . BS, 

ou 

Am.B//i'-{- A. S/// y.Sin' =z AS. BS, 

dans laquelle les coefficients À (il fj. sont arbitraires. Réciproipie- 
incnt, un point étant donné, on pourra attribuer à ces coeffîcienls 
des valeurs telles que l’équation représente ce point. 


456. Quand les constantes X, a sont luilles, Técpiation se ré- 
duit à 


A///. B/;/ - ^ AS. BS. 


/Vinsi, toute droite /;/n/' déterminée par celte relation [lassera 
|)ar un point fixe. 

Et réciproquement : Un point étant donné, on peut déterminer 
sur les deux axes SX, SB 102 ) la position des deux points 
B et une constante X de manière que V équation du point soit 

km ^hni' 

l'm efl'et, celle équation, qui exprime la division liomographique 
des deux axes AS, BS, fait voir que le point A correspond à l’in- 
(ini de la seconde droite et le point B à l’infini de la première. 
Donc, si p^r le point p on mène une parallèle à l’axe SA, elle dé- 
terminera sur le second axe le point B, et pareillement la paral- 
lèle jO A au second axe détermine sur le premier Je point A. Quant 
à la constante X, elle est égale au rectangle SA. SB. 


II. — Équation entre les segments faits par une droite tournant au- 
tour d’un point fixe sur plusieurs droites concourantes en un même 
point. 

457. Étant données plusieurs droites SA, SB, . . . passant toutes 
par un même point S {fig- io3) et sur lesquelles sont pris arbi- 
trairement des points fixes A, B, G, ... , si autour d'un point p on 
fait tourner une transversale qui rencontre ces droites en des 
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points m, m', m 07Z aura la relation constante 


Am Cm" 

Sm Sm' S/n 


a, ê, . . . , V étant des coefficients constants qui tous, moins deux, 
peuvent être pris arbitrairement. 

La démonstration est absolument la même que pour le théo- 
rème (437). 

458. Pour que V équation (c) soit celle d* un point déterminé, 
il suffit quelle soit satisfaite pour deux transversales issues de ce 
point. 

En effet, pour que l’équation soit celle d’un point donné, on 
peut prendre arbitrairement tous les coefficients moins deux; et 
ceux-ci se détermineront par certaines relations dépendantes de la 
position particulière du point. Or deux transversales passant par 
le point donnent deux équations de condition entre tous les coef- 
ficients, savoir 

A//7, ^Brrî Am^ ^ B///., 

et a * 4- / -h • . . — v ; 

S/7ît S/zq Sm^ S//?^ 

et ces deux équations suffisent pour déterminer et déterminent 
nécessairement les deux coefficients inconnus-, de sorte que, quand 
elles sont satisfaites, l’équation (c) est celle du point donné, et par 
conséquent toute autre transversale menée par ce point satisfera 
aussi à l’équation. 


459. Quand une droite mobile rencontre les axes SA, SB, 
SC, ... en des points m, m', m''', . . . entre lesquels a lieu la re- 
lation 


km 

S/7Z 


B/w' Cm" 


ou et, ê, 7 , . . . , V sont des coefficients constants, cette droite passe 
toujours par un même point. 

En effet, si l’on considère le point d’intersection de deux des 
droites qui donnent lieu à cette équation, il résulte de ce qui pré- 
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cède que l’équation aura lieu pour toute autre droite menée par 
ce point; mais elle ne peut pas avoir lieu pour une droite qui ne 
passerait pas parce point, car cette droite rencontrerait celles qui 
passent par le point en des points par chacun desquels on pourrait 
mener une infinité de droites satisfaisant à l’équation; d’où l’on 
conclut que toute droite quelconque satisferait à l’équation, ce qui 
n’est pas possible. Donc, etc. 

Observation. — Ce tliédrème peut être considéré comme la 
réciproque de la proposition (457); de sorte que les diverses pro- 
positions que nous déduirons de celle-ci admettront une pareille 
réciproque. 


460. Dans l’équation (c), le point S ou bien les points A, B, . . . 
peuvent être pris à l’infini, et l’équation subsiste comme si les seg- 
ments infinis devenaient des constantes. Gela résulte de ce qui a 
lieu dans le cas de deux axes (453) ; mais il est très-facile de le dé- 
montrer directement. En effet, prenons sur chacune des droites SA, 
SB, ... un point fixe, R sur la première, R' sur la seconde, etc.; 
on pourra écrire l’équation sous la forme 


Km ^ AR ^ ^ BR^ 

S/« * SR Sm' ' SR' 


car on considérera les quantités « ê -^"5 • • • comme formant 

les coefficients des différents termes. Ainsi : Les points A, R; B, 
R'; ... étant pris arbitrairement sur les droites SA, SB, . . . res~ 
pectivement, on pourra prendre arbitrairement toutes les con- 
stantes a, 6, ..., y, moins deux, et déterminer ces deux- ci de 
manière que cette équation ait lieu pour toutes les positions de la 
droite mm'm". . . tournant autour d'un point fixe donné. 

SR SR^ 

Si le point S est à l’infini, les rapports — î ••• sont égaux 
à l’unité, et l’équation devient 


a 

AR 


Km - 


BR' 


’ Bm' 


ou simplement 


(rf) 


a. K ni 


Ghasles. — G CO ni. sup. 


7.0 
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Si ce sont les points A, B, . . . qu’on suppose à l’infini, les rap- 

A ni B ni' , , i » • , n i i 

ports gg 7 >«-'Sont égaux a 1 unité et 1 équation prend la 

forme 


« 6 y • 

S ni S m' S m" 


V. 


§ ni. — Relation constante entre les perpendiculaires abaissées de plu- 
sieurs points sur une droite qui tourne autour d’un point fixe. ~ 
Centre de gravité d’un système de points. 

461. L’équation (c) donne lieu à des théorèmes d’un énoncé 
différent, dans lesquels ce ne sont plus des segments faits sur des 
droites fixes qui servent à déterminer la position d’une droite 
mobile, mais bien les distances de cette droite à des points fixes. 

En effet, le terme est égal au rapport des perpendiculaires 

abaissées des deux points A, S sur la droite pm. Pareillement, le 

terme est égal au rapport des perpendiculaires abaissées des 

deux points B et S sur la même droite, et ainsi des autres. Soient 
donc p\ p", ... et <7 les distances des points A, B, C, . . ., S à 
la droite pm \ l’équation deviendra 

(/) . a./J + y. . -V.^irro; 

ce qui exprime ce théorème : 

Quand une droite tourne autour d'un point, ses distances à 
plusieurs autres points fixes quelcompies ont entre elles une rela- 
tion homogène du premier degré dont tous les coefficients, moins 
deux, poussent être pris à volonté. 

Et réciproquement : Quand les distances d'une droite variable 
de position à plusieurs points fixes conservent entre elles une 
relation homogène du premier degré, cette droite passe toujours 
par un même point, 

La détermination des signes dans ce théorème est évidente. 
Pour tous les points situés d’un même côté de la transversale les 
distances de ces points à cette droite seront positives, et pour tous 
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les points situés de l’autre côté les distances seront négatives; 
car chaque rapport tel que “ même signe que le rapport cor- 
respondant 6t ce signe est -f- ou — selon que les deux 

points A et S sont du même côté du point m, et par conséquent de 
la transversale, ou de côtés différents. Donc, en donnant un signe 
arbitraire à la distance <7, on donnera aux distances p, p'y . .. des 
signes semblables ou contraires, suivant que les points A, B, . . . 
seront du même côté de la transversale que le point S ou de 
l'autre côté. 

462 . Etant donnés des points A, B, G, . . . et des constantes a, 
ê, 7, . . ., on peut mener une infinité de droites telles, que leurs 
distances à ces points, multipliées respectivement par les con- 
stantes, donnent des sommes milles. En effet, si de ces points on 
abaisse sur une même droite des perpendiculaires dont les pieds 
seront nt, c, . . . , il suffira de prendre sur cette droite le point p, 
déterminé par l’équation 

U, a pi - 4 - (^,bpi -h y.CjO, -4- . . . nrr O, 

et de mener par le point pi une parallèle aux perpendiculaires; 
cette parallèle satisfera à la question, c’est-à-dire qu’en appe- 
lant /J, . . . scs distances aux points A, B, . . ., on aura 

« .p -h ^i.p -4- 7 .p” =1 O. 

Or, d’après le théorème précédent, toutes les droites ainsi déter- 
minées passent par un même point p. On peut donc dire que : 

Etant donnés des points quelconques A, B, C, . . . et des coeffi- 
cients OL^ 7, . . ., il existe toujours un certain point p tel, que, si 
Von mène par ce point une droite quelconque, la somme de ses 
distances aux points A, B, ... multipliées respectivement par les 
constantes ol, , sera toujours nulle. 

Le point p est ce qu’on appelle le centré de gravité des points A, 
B, G, . . ., supposés matériels et ayant pour masses respectivement 
les constantes «, ê, 7, 


t20. 
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463. Quand les points A, B, C, . . . sont en ligne droite, leur 
centre de gravité est évidemment le point p de cette droite, déter- 
miné par l’équation 

«.Ap 4 - C.Bo 4^ . . . o; 

car les distances />, //, . . . des points A, B, ... à une droite quel- 
conque menée par le point p seront proportionnelles aux seg- 
ments Ap, Bp, . . . et auront, par conséquent, entre elles la relation 

a. P -f- ^j.j/ 4- O, 

qui caractérise le cenlrc de gravité. 

404, Considérons un système de points quelconques A, B, 
C, . . . et leur centre de gravité p; concevons qu’on les projette 
tous sur une droite par des obliques parallèles entre elles, et soient 
hj c, pi leurs [)rojections. Les segments /ip, , ^pj, ... seront 
proportionnels aux distances des points A, B, (], ... à l’oblique 
menée par le |)oinl p; on aura donc la relation 

a.ap, -f- C./>p, -f- y.cp, 'h ... "O. 

Or cette équation exprime que le point p< est le centre de gravité 
des points a, è>, . . ., supposés doués des masses a, 6, .... Donc : Si 
ion projette sur une droite (juelcouijue des points matériels h j 
B, (L, ... et leur centre de gravité, la projection de ce dernier 
point sera le cemtre de gravité des points en projection. 

463. D’après cela, pour déterminer le centre de gravité d’un 
système de points A, B, C, . . ., il suffit de projeter ces points sur 
deux droites et de prendre les centres de gravité des deux séries de 
points en projection ; les deux points ainsi déterminés seront les 
projections du centre de gravité cherché. 

Les deux projections peuvent aussi se faire sur une meme droite 
par des obliques différentes. 

466. Qu’on mène une droite quelconque ne passant plus par 
le point p, et soient P, P', P", ... ses distances aux points A, 
B, C, ..., et G sa distance au point p; on aura = P — G, 
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f/ =z P ' — G, ... et réquation 


deviendra 


a ./? -4- 4- 7 ./>" -h ... — O 


a. P 4- P' -1- 7 . P" -1 . . . ;« 4- ç 4- 7 4- . . . )G. 

D’après cela, on peut dire que : 

J^e centre de gra\^ité d' un système de points matériels est un 
point dont la distance à une droite quelconque, multipliée par la 
somme des masses de tous les points, est égale à la somme des 
distances de ces points à la meme droite, multipliées respeetwe- 
meiit par les masses de ces points. 

Quand tous les eoeflicienls a, o, . . . sont égaux à l’unité, on 
appelle le point p le centre des moyennes distances des points A, 
B, C, ..., parce que la distance de ce point à une droite quel- 
conque est la valeur moyenne des distances de tous les points à 
cette droite; c'est-à-dire que l’on a 

[> P' P" H- . . 

G r:" , 

// 

n étant le nombre des points A, B, .... 

Quand la droite passe par le centre des moyennes distances, la 
somme de scs distances à tous les points est nulle. 


§ IV. — Centre des moyennes harmoniques d’un système de points. 

1. 

467. Reprenons l’équation (c') (460); supposons que les points 
R, R', . .. {^fig- io4)y qiii sont arbitraires, soient pris tous sur une 
même droite L, et par le point O, où la droite qui tourne autour 
d’un point fixe rencontre cette droite L, menons d’autres droites 
aux points A, B, . . . , S ; puis concevons une transversale qui coupe 
ces droites en des points b, . . ., .y, la droite mnd en un point pt 
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et la droite L en r; on aura 

Am ^ AEl 

Sm ’ SR s pi ‘ sr 
Rm' , BR' __ hpi ^ hr 
Sm' * SR' .vpi * sr 


de sorte que Téqualion (c') devient 


0 , , hox 

‘^L _4- 

/ir or 


'!h 

Sf 


Or les droites SA, SB, . . . n’entrent plus que par leurs points 
fixes A, B, . . . dans la manière de former celle équation; ce sont 
les droites issues d’un même point O variable sur la droite fixe L 
qui, en tournant autour des points A, B,..., S et p, déterminent 
sur la transversale menée arbitrairement les points a, ,v etp, . 

L’équation exprime donc ce théorème : 

Etant donnés plusieurs points fixes A, B, . . p e/ une droite L, 
si de chaque point de cette droite on conduit des rajons à ces points, 
et quon mène une transversale qui rencontre ces rajons en des 
points a, b, . . ., pi et la droite L en un point r, il existera entre 
les segments Jormés parles points a, b, . . . , r/ partir de l’un d 'eux p , 
et du point r, la relation 




>0 

a — h ^ 

ar 



: O, 


dans laquelle toutes les constantes, moins deux, peuvent être 
prises arbitrairement. 

Et toutes ces constantes, j compris ces deux-là, resteront les 
mêmes quelle que soit la transversale. 


468. Réciproquement : 

Étant donnes des points A, B, G, . . ., des constantes a, 6, y, . . . 
et une droite L, si par chaque point O de cette droite on conduit 
à ces points les raj ons OA, OB, OC, . . . qui rencontreront une 
transversale en des points a, b, c,..., et quon prenne sur cette 
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transversale le point p^ déterminé par V équation 


[h] 


ar or 




: 0 , 


3ll 


dans laquelle r est le point de rencontre de la transversale et de, 
la droite L, la droite Op^ passera toujours par un point fixe. 

Et ce point sera le même quelle que soit la position de la 
transversale. 

Le point p< déterminé sur la transversale par l’équation [Ji) a 
été appelé par M. Poncelet le centre des moyennes harmoniques 
des points h, ... relatif au point r, et le point p par lequel 
passent toutes les droites Opi \e centre des moyennes harmoniques 
des points A, B, G, . . . relatif à la droite L ( ^ ). 


469. D’après ces définitions; le théorème exprime que : 

Étant donné un système de points A, B, . . . ei leur centre des 
moyennes harmoniques p relatif à une droite L, si d\in point de 
cette droite on mène des rayons à tous ces points, et que Von tire 
une transversale qui rencontre ces rayons en des points a, b,. . .,p, 
et la droite L en un point r, le point pj sera le centre des moyennes 
harmoniques des points a, b, ... relatif au point r. 


470. L’équation [h), qui détermine le centre des moyennes har- 
moniques pi des points a, h, . , . par rapport au point se met 
sous une autre l’orme. Qu’on y fasse 


elle devient 


ou 

(^•) 


a Pi — rpi — ra, 
bpizr:zrpi—rb. 


( a Ç - 4 - . . . ) _4_ ^ 

rpi ra rb 

a 6 

1 — ^ . 

I ra 7'b 

rpi a -h 6 H- . . . (*) 


(*) Voir le Mémoire sur les centres des înoyennes harmoniques, art. 29 (p. a/j'i du 
Journal de Mathématiques do M. Crellc, t. III; année 1828). 
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Quand tous les coefficients a, 6, • . . sont égaux à Tunilé, le 
segment rp^ est ce que Maclaurin a appelé la moyenne harmo- 
nique entre les distances m, rh^ ... (66). 

Il est à remarquer que Téqualion (Â) peut se mettre sous la 
forme 


(0 






ta 

c -- ■ 

m 




i étant un point quelconque pris sur la meme droite que les points 

h, .... 


En effet, si Ton divise les deux membres par — ^ l’équation ne 


contiendra que des rapports anharmoniques, et par conséquent 
elle aura lieu pour toute position du point i si elle a Heu pour un<' 
seule. Or, quand le point i est à l’infini, l’équation redevient l’é- 
quation (A ). Donc elle a lieu quel que soit le point i. 


471. Si le point r de l’équation [h) est à finfini, le point pt de- 
vient le centre de gravité des points a^ hy . . ., supjiosés matériels 
et a^ant pour masses les coefficients a, 6, .... car ré(|ualion 
s’écrit 

/O / 

c^.ao. 'j.hrj. y .co. j- . . . o, 

* 'ar (tr 


OU, parce que les rapports — ? sont égaux à funité, 

U. . a fjy -f- O . -f- y . C ... O ; 

ce qui exprime que le point pi est le centre de f^ravitc des points a y 
/>>, c. . . . , dont les masses seraient a, 6, y, . . . (464). 

472. Quand la droite L est à l’infini, Hî centre des moyennes 
harmoniques des points A, B, ... devient le centre de 
de CCS points, supposés doués de masses a, 6, . . . . (^ar toutes les 
droites menées d’un point O de la droite L à ces points sont 
parallèles entre elles, le point r sur une transversale est à rinfinl 
et le point pi déterminé sur celte droite est le centre de gravité des 
points «, Z»,. . . ; d’où il suit que le point p est le centre de gravité 
des points A, B, .... 
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473. D'après ces considérations, on pourrait croire que les pro- 
priétés du centre des moyennes harmoniques d’un système de 
points impliquent une notion plus générale que celle du contre de 
gravité. Mais cette plus grande généralité n’est qu’apparente et 
n’existe pas au fond. On peut le concevoir a priori, car les pro- 
priétés du centre de gravité et celles du centre des moyennes har- 
moniques d’un système de points sont, sous une forme différente, 
des expressions générales d’un meme théorème exprimé par l’équa- 
tion (e, 4o7); elles n’expriment donc rien de plus ni moins que 
cette équation et rien de plus ni moins l’une que l’autre. Et, en 
(‘ffet, nous allons voir qu’on peut conclure les propriétés du centre 
(les moyennes harmoniques de celles du centre de gravité. 

Soient des points A, B, G, . . . io5) ; que /?, p\ . . . repré- 

sentent leurs distances à une droite L et -9 4’ “'î leurs masses, 

P P 

et soient P, P', ... les distances de ces memes points à une autre 
droite K menée par leur centre de gravité; on aura (462) 

|) !>' 

a h ^ -7 -4- ... ~ O. 

P P 


Soit O le point où la droite K rencontre la droite fixe L; on a 


P _ sinKO A P' sin KOR 

P sin LOA ’ // sin lob’ ’ 


et l’équation devient 


sin KO A 
sin LOA 


t 


sin ROB 
sin LOB 


Or, si l’on mène une transversale qui rencontre les droites OA, 
OB, ... en des points or, . . ., la droite OK en p, et la droite L 
en J'y on peut substituer aux rapports de sinus qui entrent dans 
l'équation les rapports de segments correspondants, de sorte que 
l’équation devient 
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Cela est évident; car, si l’on divise tous les termes de l’équation 

par le rapport du premier terme, on forme dans tous les 

autres des rapports anharmoniques de sinus auxquels on peut 
substituer les rapports anharmoniques des segments correspon- 
dants; d’où résulte l’équation que nous venons de poser. 

Or cette équation exprime le théorème (468) sur le centre des 
moyennes harmoniques, de sorte qu’on peut dire que : Le point, 
appelé centre des moyennes harmoniques d* un système de points 
matériels A, B, C, . . . , relatif à une droite L, est le centre de 
gravité de ces mêmes points, qui auraient d* autres masses égales 
respectivement aux premières divisées par les distances des points 
à la droite L. 


474. Observation, — Les divers théorèmes contenus dans les 
trois paragraphes II, III et IV de ce Chapitre pouvant tous se dé- 
duire les uns des autres, d’une manière lacile et directe, au moyen 
du rapport anharmonique qui forme leur lien commun, on peut 
les considérer comme exprimant tous, sous des énoncés dilférents, 
une même propriété relative à un système de droites passant par 
un même point. L’expression la plus simple de cette propriété 
est la suivante : 

Quand une droite tourne autour d'un point, ses distances p, 
p', ... à plusieurs points fixes quelconques ont entre elles une 
relation homogène du premier degré 

rj. .p H- ^ .p' -f- y ,p" -I- . . . : O, 

dont tous les coeff dents, moins deux, peuvent être pris arbitrai- 
rement. 

Et réciproquement, quand plusieurs droites satisfont à cette 
relation constante, elles passent toutes par un même point. 
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TROISIÈME SECTION. 

SYSTÈMES DE COORDONNÉES SERVANT A DÉTERMINER DES POINTS OU DES 
DROITES. - FIGURES HOMOGRAPHIQUES, ET MÉTHODE GÉNÉRALE DE 
DÉFORMATION D’UNE FIGURE. — FIGURES CORRÉLATIVES, ET MÉTHODE 
GÉNÉRALE DE TRANSFORMATION DES FIGURES EN D’AUTRES DE GENRE 
DIFFÉRENT. 


CHAPITRE XXIII. 

SYSTÈMES DE COORDONNÉES SERVANT A REPRÉSENTER PAR UNE ÉQUATION 
TOUS LES POINTS D*ÜNE COURBE. 


I. 


‘i7o. Nous avons vu (430) qu’étant donnés deux, axes AC, BD 
{fig* io6) et deux points fixes P, Q situés sur la droite AB, si au- 
lour de ces deux points on fait tourner deux rayons dont le point 
de concours m décrive une ligne droite, les segments que ces deux 
rayons feront respectivement sur les deux axes AG, BD auront 
entre eux la relation constante 




Et réciproquement. 

De sorte qu’une telle relation forme Véqualion d’une ligne 
droite dont chaipic point se trouve déterminé par les deux rap- 
ports Ces rapports peuvent s’appeler les coordonnées du 

[)oint ///, (ihscisse et ordonnée ; et, en les représentant par deux 
simples lettres x, jy on dira que Véquation du premier degré 
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476. Il s’ensuit qu’une équation du degré m entre les deux 
memes coordonnées représentera une courbe jouissant de la pro- 
priété d’étre coupée, par une droite quelconque, en /w points réels 
ou imaginaires ; ce qu’on appelle une courbe géométrique du degré 
ou de V ordre m. 

Car celte équation étant 

F [-c, y] ~~ O, 

les ordonnées des points d’inlerseclion de la courbe par la droite ( i') 
seront les racines de l’équation 

F ; y. - - " O, 

laquelle est du degré m. 

Ainsi, dans ce système de coordonnées, comme dans le système 
en usage, toute courbe géouiétrique de V ordre m est représentée 
par une équation du degré m. 

477. On peut, comme nous l'avons vu (431), faire diverses 
hypothèses sur la position des axes AC, BD et colle des deux points 
fixes G, D, qu’on peut placera l’infini. Les deux pôles P, Q peuvent 
aussi être à l’infini, auquel cas les deux points A, B s’y trouvent 
eux-mémes. Dans tous les cas, ceux des segments Art, ... dont 
les origines sont à l’infini disparaissent de l’équation, comme s’ils 
étaient devenus égaux à l'unité. Nous avons donné (431 ) les équa- 
tions qui résultent de ces diverses hypothèses; nous n’y revien- 
drons pas ici. Nous examinerons en particuli(*r un seul des sys- 
tèmes de coordonnées qui ré|)ondent aux jiositions différentes des 
axes et des pôles, celui qui a h* plus d’analogie avec le système en 
usage dans la Géométrie anaf) tique, 

478. Prenons pour les pôles P et ( fig. 107 ) les deux points B 
et A respectivement, et pour les points C et D le j)oint de con- 
cours S des deux axes; les d(‘ux coordonnées JCy y d’un point m 

seront les rapports — que les deux rayons Wrn et hm forment 

sur les deux axes SA, SB. 

Si l’on suppose les deux points A et B à l’infini, ce système de 
coordonnées deviendra précisément celui de la Géométrie analy- 



COORDONNÉES d’uN POINT. 


lique, imaginé par Descartes, puisque les deux segments infinis aA, 
disparaîtront de l’équation, comme nous l’avons vu précédem- 
ment (433). 

Considérons le cas général où les deux points A et B sont à dis- 
tance finie. 

Le rapport des coordonnées d’un point ^ ou ^ ~ est 

égal au rapport des segments que la droite menée de ce point 
à l’origine S fai t sur la base AB, ce rapport étant pris avec le signe — ; 


En eflet, on a dans le triangle ASB 

(-/S r A __ 
fl A h S t ’ 

d’où 

7\ " ~~ a\ ‘ 

2 ® La somme des deux coordonnées d’un point in est égale à 


7 *, car on a, dans le quadrilatère aSbniy 


S a S h S ni 


wS 

T,- 

///(. 


3® Les coordonnées de chaque point de la base AB sont infinies; 

car pour ces points on a aA = o, Z>B = o, et par conséquent 

S I , , 

X =■ — = - = oc et de meme i = oo . 
rt A O 

479. Trouver les points oit la droite représentée par l'éipia- 


.r -4- ~ CA 

rencontre les axes SA, SB et la base AB [fig^ io8). 
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Les deux coordonnées y d’un point m sont les deux rapports 
^ • Si ce point coïncide avec le point a, où la droite proposée 

rencontre l’axe SA, le point h coïncide avec S, et l’on a ^ ^ o; 

, . aS 

il s ensuit X ~ — — u,, 
a A 

6 s 

Pour le point ê sur l’axe SB, on a o cl j — ~ y* 

Le point y, où la droite perce la base AB, se détermine par la 
relation qui a lieu dans le triangle ASB coupé par la droite aS, 
savoir : 

y A a A Ç s y A i 

•7b ~ 7s êfi 'TÏÏ ~ ï ■ 

Ainsi, on peut dire que, dans l’équation d’une droite 

-f- / )* zrr t/,, 

les deux paramètres [x cl 'k déterminent respectivement les points 
où la droite rencontre l’axe des x et la base; et leur rapport, \c 
point où la droite rencontre l’axe des y. 

11 est clair que, réciproquement, deux des trois points où une 
droite rencontre les deux axes SA, SB et la base AB font connaître 
immédiatement les deux coefficients de l’équation de la droite. 

480. Discussion de V équation (i). — Au moyen des expres- 
sions géométriques des deux coefficients k cl (x que nous venons 
de donner, on discute, sans difficulté, les différents cas que peut 
présenter l’équation de la droite. Voici le résultat de cette dis- 
cussion : 

l« IX -Z O, .r-4-) j==zo, 

droite passant par l’origine S. 

2 ® > = o, X — 

droite passant par le pôle B. 

30 ). ™ CO , 

droite passant par le pôle A. 


X z= const., 
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> = I, = 

droite parallèle à la base AB. 

5° /Jt — I, J7-f- 

droite parallèle à l’axe des a: ou SA. 

()« y — I , y .r -h jr ~ , 
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droite parallèle à l’axe des 

•y" — I et p:=r:l, — I , 

droite située à l’infini; 

Car, pour chaque point m de la droite représentée par l’équa- 
tion a- -f -7 ~ I , on a — I (478, 2 ®) ; ce qui prouve que le point 

//I Ci 

m est à l’infini. 

On peut encore dire que, d’après 4^^ 5® et 6 *^, la droite est pa- 
rallèle tout à la fois aux deux axes SA, SB et à la base; ce qui ne 
peut avoir lieu que si elle est à l’infini. 


481. Tl 'Oliver les points oii une courbe représentée par une 
éijuation F (a:, y) =: o rencontre les axes et la base. 


On détermine les abscisses des points où la courbe rencontre 
l’axe SA, en faisant j = o dans l’équation ; et de même les ordon- 
nées des points où elle rencontre l’axe SB, en faisant x = o. 

Quant aux points où la courbe rencontre la base AB, une diffi- 
culté semble se présenter, car pour chacun de ces points les deux 
(coordonnées sont infinies (478, 3®); mais leur rapport va suffire 
pour déterminer chaque point. En effet, le rapport des deux coor- 

données d’un point m est égal à (478, 1 ®). Quand les deux 


coordonnées sont infiniment grandes, le point approche indéfini- 
ment de la hase et le rapport des deux coordonnées exprime tou- 
jours le rapport — à la limite, le point m se trouve sur la base 
môme, coïncidant avec le point c ; donc le rapport des deux coor- 
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données infinies exprime le rapport — ^ qui détermine ce point c. 

Il faut donc trouver dans l’équation ) —o les valeurs du 

rapport ^ quand x et j sont supposés infinis. 

Prenons une courbe géométrique du degré m, et soit 
-i- (« -4- h -h ... -h Ej'" -h F : - O, 

son équation. Écrivons, en divisant par j '", 

j./M — 1 * l F 

A” + +-£ + '— = "• 

y" y"' Y r 

Faisons y iniini; l’équation se réduit à 

' ... 

C’est cette équation qui donnera les valeurs du rapport ~ ou 

— lesquelles déterminent les points d’intersection de la courbe 
et de la base A13. 


482. Remarquons que dans cette équation le terme c.onstant F 
de l’équation de la courbe n’entre pas. 11 s’ensuit que deux équa- 
tions qui ne dilTèrent que jiar le terme constant représentent deux 
courbes qui coupent la base AR dans les memes points. Dans le 
système de coordonnées en usage, les deux équations représentent 
deux courbes liomothctuiues (c’est-à-dire semblables et sembla- 
b lement placées), et, eomme ce système diffère de celui dont il est 
ici question en ce que la base AR y est à l’infini, on en eon- 
clut que : 

Deux courbes homolhétùiues sont deux courbes qui ont les 
memes points, réels ou imaginaires, à l'injini. 

Cela se vérifie du reste tout naturellement en cherchant les di- 
rections des asymptotes (réelles ou imaginaires) des deux courbes. 

483. Équation de la tangente en un point d'une courbe. — 
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L’équation d’une droite qui doit passer par deux points (x', y') 
et est évidemment 



On en conclut, comme dans le système de coordonnées en usage, 
que la tangente en un point (.r', jy') d’une courbe F(x, y) = o a 
pour équation 


J -~y= 



ou 


./K 

^Ijc' 


X — æ> 


dV 


[y~x' 


— O. 


II. — Autres expressions des coordonnées d’un point. 

484. L’équation (i) exprime que les deux points a, h forment 
sur les deux axes AG, BD io6) deux divisions homogra- 

phiques, dans lesquelles les points A et B sont deux points homo- 
logues. On peut prendre, pour exprimer ces deux divisions, l’é- 
quation 

, . sin^PC siii/>QT) 

^ ^ ' siii r/ PA ^ si II h Qli ' “ 

qui signifie que les deux rayons tournants Pa, forment deux 
faisceaux homographiques (152); de sorte qu’on peut considérer 
cette équation comme étant celle d’une ligne droite, et les deux 
rapports de sinus seront les deux coordonnées d’un point. 


485. Soient /;, //et q les distances de ce point aux trois droites 
PC, QD et PQ; l’équation se change en celle-ci, 



ou 

(3) 


c’est-à-dire qu’on peut prendre pour l’équation d’une droite une 
relation homogène du premier degré entre les distances de chaque 

point de la droite à trois axes fixes. Les rapports^» de deux de 
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ces distances à la troisième seront regardes comme les coordonnées 
d’un point. 

Il s’ensuit que l’équation d’une courbe de l’ordre in sera une 
relation homogène du degré ni entre les distances de chaque point 
de la courbe aux trois axes fixes. 

Si le troisième axe auquel se rapporte la distance q est à l'infini, 
cette variable disparaît de l’équation (3) comme si elle devenait 
égale à l’unité, ainsi que nous l’avons vu souvent ; et alors on re- 
trouve le système de coordonnées en usage. 


III. — Applications des systèmes de coordonnées précédents , 


486. Proposons-nous de démontrer ce théorème : 

Quand une courbe géométrique de V ordre m rencontre les côtés d*un 
triangle ASB en des points a, a', . . . AS, b, b', . . . sur SB et c, c', . . . 
sur BA, on a la relation 

. ak a' k ^ ^ ^ rB c'B 

^/S ^/S />B />»'B ck c'a ’ 


les points pouvant être réels ou imaginaires, en totalité ou en partie, sur 
chacun des cotés du triangle. 

En effet, soit 

A./»' -4- (a -f- ^ Ej'" 4- F — o 


l’équation de la courbe, rapportée aux deux axes SA, SB comme précef- 
demment (481). 

On détermine les abscisses des points a, a\ . . ., c’est-à-dire les rapports 

^9 -^5 •'•5 en faisant J O dans l’équation de la courbe. L’équation 

ak a A 

devient 


Ax"' 4- • 


-O, 


et par conséquent on a 


akcék" ."~À* 


Pareillement, en faisant .r=:o dans l’équation de la courbe, on trouve, 
pour le produit des ordonnées des points b\ , . . où la courbe rencontre 
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Taxe SB, 


ÙS //S , F 

ÏB ¥b ë‘ 


\ f , , ^ B 

Mais, d’après l’équation qui donne les rapports - ou — — relatifs aux 

y cA 

points de la courbe situés sur la base AB (4-81), on a 


çB ^ K 

c A c'a A 


De ces expressions des trois produits de rapports on conclut l’équation 
qu’il s’agissait de démontrer. 


487. Corollaires. — On peut donner au théorème une autre expression 
et dire que : Si pat' deux points fixes A, B on mène deux droites quelconques 
se coupant en un point S et rencontrant la courbe en deux séries de points a, 
a', ... b, b', . . . , on aura la relation 


\t>) 


a A a' A 
rtS rt'S 


//S 


(juelle que soit ln*direction des deux droites. 

Car cette équation devient l’équation [a) si l’on y met, pour la constante 

cA c'a 

qui forme le second membre, le produit-— qui reste constant 

6*B c B * 

d’après l’hypothèse. 


488. Dans ce théorème, on peut supposer que le point S ou bien l’un 
des deux points A, B, ou tous les deux à la fois, soient à l’infini, et l’équa- 
tion subsistera, comme si les segments infinis étaient devenus égaux à 
l’unité. En effet, dans le premier cas, où le point S est à l’infini, les rap- 
ports, tels que de deux segments infinis comptés sur deux droites pa- 


rallèles a partir de deux points déterminés sont égaux à l’unité ; ainsi les 
segments infinis disparaissent et l’équation devient 


c 

C’est-à-dire que : 


Aa .Aa' . . . 

BÙ.BÙ'... 


const. 


Si par deux points fixes A, B pris dans le plan d'une courbe géomé~‘ 
trique on mène deux transversales parallèles entre elles, les produits des seg* 

21 . 
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ments [réels ou imaginaires) compris sur ces droites entre la courbe et les 
deux points A cf B respectivement, seront entre eux dans un rapport con- 
stant, quelle que soit la direction commune des deux transversales, 

489. Si c’est le point B que Ton suppose à l’infini, les segments bh, ... 
formeront avec cB, . . ., qui se trouvent dans l’expression de la constante 
qui constitue le second membre, des rapports égaux à Tunité, de sorte que 
l’équation deviendra 

/ .\ «A n'X , 

(d) — — ...X ^S.^»'S. . . const. 

490. Pareillement, si le point A passe à l’infini, cette équation devient 

— ; — — = const., 

aS.a S. . . 

ce qui exprime que : 

Si par un point S on mène dans le plan d’une courbe géométrique deux 
transversales parallèles a deux axes fixes, les produits des segments (réels 
ou imaginaires ) formés sur ces deux dr oites entr e le point S et la courbe ont 
un rapport constant, quel que soit le point S. 

491# Ohstr\'ation, — Cette propriété des courbes géométriques se [)ré- 
sente si naturellement dans la Géométrie analytique, qu’on pourrait en 
faire remonter la connaissance au moment où Descartes a mis au jour son 
immortel Ouvrage. Toutefois, on la désigne assez souvent sous le nom do 
théorème de Newton, parce qu’on la trouve dans l’Ouvrage intitulé Énu- 
mération des courbes du troisième ordre (De ratione contentorurn sub parai- 
îelarurn segmentis). 

Le théorème général relatif aux segments faits sur les trois côtés d’un 
triangle est dû à Carnot, qui l’a donné dans sa Géométrie de position 
(p. 291 et 436 ). 

On peut le conclure très-facilement du théorème de Newton. En effet, 
que l’on mène par un point O trois droites parallèles aux trois côtés du 
triangle, les produits des segments faits par la courbé sur ces trois droites 
à partir du point O auront, deux à deux, des rapports égaux aux rapports 
4les segments faits sur les trois côtés du triangle. Il résulte de là trois égalités 
qui, multipliées membre à membre, produisent l’équation de Carnot. 

Le théorème s’applique à un polygone quelconque et se démontre soit 
en partant du cas du triangle, soit par le mode de démonstration même 
que nous venons d’indiquer pour le cas du triangle. 
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IV. — Autre application. 

492. Théorème. — Si autour d'un point fixe on fait tourner une trans- 
versale qui rencontre une courbe de l*ordre n en n points [réels ou imagi^ 
naires) dont on prend le centre des moyennes harmoniques M relatif au 
point fixe y le lieu de ce point M est une ligne droite. 

Soit 

A.r'" -h [a -h by)x"^~'‘^ . =z o 

l’équation de la courbe, rapportée à deux axes coordonnés SA, SB; et 
prenons le sommet A pour le point fixe autour duquel tourne la trans- 
versale. 

Soitj' l’ordonnée du point où cette droite, dans l’une de ses positions, 
rencontre l’axe SB; l’équation de la droite sera y —y\ et les abscisses des 
points m, m', . . . où elle rencontre la courbe seront données par l’équation 

A .r'" -f- (rt! H- -4- . , . -f- -4- F= O. 

Leur somme est donc 


fl S fl S fl -4- hy' 

f-- 7 — H — 

a A a A A 


Or la droite menée du point B au centre des moyennes harmoniques 
des points /w, m', . . relatif à l’origine A, passe par le centre des moyennes 
harmoniques des points fl, a', ... (469), lequel se détermine par la re- 
lation 


MiS__flS fl'S 
M 1 A fl A fl' A 


(4701. 


On a donc 


M,S h y 

à ’ 


. /. MiS 

ou, en appelant x le rapport 

• Ml A 


, a -h h y* 
n.d o. 


C’est une relation entre les deux coordonnées x\ y' du point M, centre des 
moyennes harmoniques des points d’intersection de la courbe par la trans- 
versale. Cette relation du premier degré est l’équation d’une ligne droite. 
Donc le lieu du point M est une ligne droite. c. q. f. p. 
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^i93. CoROTXAiRE. — Nous Rvoiis VU quc, quaud rorigine par rapport 
à laquelle on prend le centre des moyennes harmoniques d'un système de 
points est à l’infini, ce point devient le centre des moyennes distances du 
système de points (4<71). Par conséquent, si le point A, autour duquel on 
a fait tourner la transversale, est à l’infini, on a ce théorème ; 

Si dans le plan d*une courbe géométrique on mène une série de transver- 
sales parallèles entre elles , et qu*on prenne sur chacune le centre des moyennes 
distances des points où elle rencontre la courbe, le lieu de ce point est une 
ligne droite. 

On a appelé cette droite le diamètre conjugué à la direction des trans- 
versales. 

Cette propriété des courbes géométriques est due à Newton et se trouve 
dans V Enumération des courbes du troisième ordre (Z)e cnivarum dia~ 
metris, etc.); celle relative aux centres des moyennes harmoniques est due 
à Cotes et a été démontrée par Maclaurin dans son Traité des propriétés 
des courbes géométriques (§ 27, Théor. IV), cité précédemment, p. 4i* 
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CHAPITRE XXIV. 


SYSTÈMES DE COORDONNÉES SERVANT A REPRÉSENTER PAR UNE ÉQUATION 
TOUTES LES TANGENTES D*UNE COURBE. 


1 . 


494. Nous avons vu (452) qu’en déterminant la position d’une 
droite par les rapports de segments qu’elle fait sur deux axes 
fixes SA, SB [fig, 109), s’il existe entre ces rapports la relation 
du premier degré 

il) = 


la droite, dans toutes ses positions, passe toujours par un même 
point; et nous avons appelé cette relation V équation de ce point. 

On peut dire que les deux rapports ^ et — sont les coordonnées 

de la droite, abscisse et ordonnée. Nous les représenterons, pour 
abréger, par x etj^. Ainsi l’équation d’un point sera 

(l') 


495. Une équation F {Xj j) zz=z o représentera une infinité de 
droites dont chacune sera déterminée par un système de valeurs 
de a: et J- satisfaisant à l’équation, de sorte qu’on pourra dire 
que l’équation est celle de la courbe enveloppe de toutes ces 
droites. 

Si l’équation est algébrique et du degré la courbe qu’elle 
représente jouira de la propriété que par un point quelconque on 
pourra lui mener m tangentes, réelles ou imaginaires. 

En effet, on détermine les tangentes qui passent par le point 
dont l’équation est x -t- = fx en remplaçant x par ^ — 'kj dans 
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l’équation proposée, laquelle devient 

F(p— j) = o. 

Les m racines de cette équation Jont les ordonnées des m tan- 
gentes cherchées. Donc la courbe admet m tangentes, réelles ou 
imaginaires, passant par un même point. 

496 . On peut, dans ce système de coordonnées, prendre le 
point S à l’infini {Jig- no) ; alors les deux axes AS, BS sont paral- 
lèles, et les deux coordonnées d’une droite ab sont deux simples 
segments a: = Aa, j) = BZ>, comme dans la Géométrie de Des- 
cartes, mais formés différemment. 

On peut aussi, en conservant le point S à distance finie 
{fig- 109)) supposer les deux points A, B à l’infini; on a alors 

JC = 7^-1 r = 7^) c’est-à-dire que les deux coordonnées d’une 

droite ah sont les valeurs inverses des deux segments que cette 
droite fait sur deux axes fixes à partir de leur point de rencontre. 
Considérons le cas général d’un triangle ABS. 

497 . Etant donnée V équation d 'un point, déterminer les droites 
qui vont de ce point aux trois sommets du triangle ASB ( fig, 1 1 1). 

L’équation d’un point ni est 

.r 4- >4- “ fx. 

X et y représentent les rapports qu’une droite quelconque, 

menée par le point /w, forme sur les deux axes SA, SB. Pour dé- 
terminer le point a où la droite Bm rencontre l’axe SA, il faut 

faire j = o, c’est-à-dire ~ = o ; on a 


.r 


«A 

aS 


Pareillement, faisant jc o, on a 
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On détermine le point y où la droite Sm rencontre la base AB 
parla relation 

Vl{ aS eB ^ 

^Vinsi, dans Téquation d’un point 

:r -4- y >• — a, 

les deux paramètres X et p. déterminent respectivement les deux 
droites menées de ce point à l’origine S et au point B ; et leur rap- 
port ^ détermine la droite menée du même point au point A. 


498. liapport des deux coordonnées d’une droite. — On a 

{f‘S- 

nX cX r c\ 

a S * eB ** r cB’ 

c’est-à-dire que : Le rapport des coordonnées d\ine droite est 
égal au rapport des segments que la droite fait sur la base. 

499. Discussioîi de V équation d\in point. — i® Si le point m 
est situé sur la base AB, on a o, et l’équation du point est 

.r -h ).j — O. 


Car la droite Bm rencontre l’axe SA en un point a pour lequel 
on a = U = O. La position du point est déterminée par le rap- 


port 

2^’ 


mB 

Si le point m est sur l’axe AS, on a X = o; et l’équation du 


point est x — p. Car alors le rapport 


es 


= ^ est infini. Donc X = o. 


3® Toute droite passant par Foriginc S a ses coordonnées in- 
finies. 

Car pour une telle droite on a aS = o, ^S = o, et par consé- 

aX I 1 . 

quent x = = - = cjo , et de inemejy^ = oo . 
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500. Etant donnée V équation d*une courbe, trouver celles de 
ses tangentes qui passent par les sommets à la base. A, B, et par 
V origine S. 

Soit F(a:, J-) = o l’équation de la courbe ; si l’on y fait = o, 
l’cquation donnera les abscisses des tangentes issues du point B. 

El de même, en faisant x = o, on aura les ordonnées des tan- 
gentes issues du point A. 

Les tangentes qui passent par l’origine S ont leurs coor- 
données Infinies (499, 3°); mais on détermine leur direction par 
le rapport de leurs coordonnées, lequel a une valeur finie. En effet, 
supposons que la droite que l’on considère passe infiniment près 
du point S {fig- 112 ) et coupe les deux axes SA, SB en b^ et 
la base AB en c, on a 

(' a \ X 

cH rtS * èS ) 

A fa limite, où les segments «S, ^S deviennent nuis, et les deux 

coordonnées de la droite infinies, le rapport — qui détermine la 

direction de la droite est toujours égal à celui de ces deux coor- 
données. Il faut donc, pour déterminer les tangentes à la courbe 

qui passent par le point S, prendre le rapport - dans l’équation de 

la courbe et y faire x cl y infinis. Soit 

A.r"' 4- J a 4- 4-* . . . -f- Eji’"* 4- F — o 


cette équation ; celle qui donne les rapports - = — quand x et y 
sont infinis, est 


ck 



Remarque, — Le terme connu F n’entre pas dans cette équa- 
tion. Il en résulte que : Deux courbes dont les équations ne diffè- 
rent que par le terme connu ont les memes tangentes issues de 
V origine S. 


501 . On distingue les courbes ainsi représentées par une équa- 
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lion entre les coordonnées de leurs tangentes, parle degré de cetlo 
équation, et l’on appelle courbe de seconde ou de troisième, etc., 
classe les courbes dont l’équation est du second, ou troisième, etc., 
degré. 

On peut dire aussi que la classe d’une courbe indique le nombre 
de tangentes réelles ou imaginaires, qu’on peut lui mener par un 
point. 

502. Trouver V équation du point d'intersection de deux 
droites déterminées par leurs coordonnées. 

Soient x', y les coordonnées de la première droite, et 
celles de la seconde; l’équation du point sera évidemment 



S03. Trouver l'équation du point de contact d'une courbe et 
d'une de ses tangentes. 

Soit ¥ [x, j)=^ O l’équation de la courbe, et x\ Ÿ les coordon- 
nées de la tangente dont on veut trouver le point de contact. 
L’équation de ce point sera 


IL — Autres expressions des coordonnées d 'une droite. 


504. L’équation (i), qui représente un point, exprime que la 
droite mobile ab {Jig- ii3) fait sur les deux axes SA, SB deux 
divisions homographiques qui ont deux points homologues coïn- 
cidents en S. Or on exprime encore l’homographie des deux divi- 
sions par l’équation 


sinaBA 

sinaBS 


sin^ AB 
sin^ À S 


■■IL (152). 


On peut donc prendre cette relation pour l’équation d’un point, et 

regarder les deux rapports comme les coordonnées 

^ sin«BS smé»AS 
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de la droite ah. En représentant ces deux rapports par x et y, 
l’équation d’un point sera 

— /X, 

et celle d’une courbe do classe, 

H- ( fl -f- /> J ) 4- ... 4- 4- F = O. 

505. L’équation (i) donne lieu encore à une autre interpréta- 

et A • • • • 

tion. Le rapport — est égal à celui des p(‘rpendiculaires abaissées 

des points A et S sur la droite ah\ et de même du rapport^* 

Soient donc /V et q les distances de la droite ah aux trois points 
A, B, S, on aura la relation 


“ 4 - ) — “ fx ou ü 4 - ). .// ™ U . fl. 
q q ' 

C’est-à-dire que l’on peut prendre pour V équation d’un point une 
relation homogène du premier degré entre trois variables repré- 
sentant les distances d’une même droite à trois points fixes. Cette 
droite passera toujours par un meme point qui sera le point re- 
présenté par l’équation homogène. 

Les deux rapports ^ peuvent être considérés comme les coor- 
données de la droite ah, puisqu’ils déterminent la position de 
cette droite. 

On conclut de là que, en général, une équation homogène du 
degré m entre les distances d’une droite à trois points fixes repré- 
sentera une courbe géométrique de la classe, c’est-à-dire une 
courbe à laquelle on pourra mener par un même point m tangentes, 
réelles ou imaginaires. 


III. — Applications du système de coordonnées . 

506. Théorème. — Si l*on conçoit toutes les tangentes, réelles ou imagi- 
naires, menées a une courbe géométrique, par un point pris sur une droite 
fixe L, le centre des moyennes harmoniques de leurs points de contact, 
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relatif à la droite (4-68), sera un point fixcy de quelque point de la 
droite L qu*on ait mené les tangentes » 

Soit 

Ax'" -h ( fl -+- by] -1- ... -h H- F ™ o 

réquation de la courbe rapportée, comme précédemment (495), à deux 
axes SA, SB, et supposons que la droite L coïncide avec SB. Les tangentes 
menées par un point O de cet axe, dont l’ordonnée est j', rencontreront 

a A 

Taxe SA en des points ... dont les abscisses — -y • • • seront données 

par l’équation de la courbe, dans laquelle on mettra y' à la place de . 
L’équation devient 

4- ( a -f- -f- . . . -h Ey'"‘ -f- F = o; 


de sorte que la somme de ces abscisses est 

a A fl'A a h y' 

— — ' " * 4“ • • • — • 

«S fl'S A 


Soit pi le centre des moyennes harmoniques des points a, a', , relatif 

au point S, lequel sera déterminé par l’équation 


A Oj 

‘s Pi 


A a 
Sa 


A a' 


[470), 


A Pt 

Spi 


by' 


Nous avons vu (468) que la droite Op, passe par le centre des moyennes 
harmoniques d’un système de points pris sur les droites Ofl, Oa', . . . , les- 
quelles sont les tangentes à la courbe ; par conséquent, cette droite passe 
par le centre des moyennes harmoniques des points de contact de ces tan- 
gentes. 

Représentons par x' le rapport l’équation précédente devient 




a -f- b y' 


O; 


équation du premier degré entre x' et j-', et, par conséquent, équation d'un 
point. C’est-à-dire que la droite Opi, dont x' etj' sont les coordonnées, passe 
toujours par un même point ûxe. Je dis que ce point est le centre des 
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moyennes harmoniques des points de contact du faisceau dé tangentes 
issues de chaque point O de la droite SB, En effet, si l’on conçoit deux 
faisceaux de tangentes issues de deux points O, O', chaque tangente du se- 
cond faisceau pourra être considérée comme étant la position qu’a prise 
une tangente du premier faisceau, quand on a fait glisser le point O en O' ; 
de sorte que les tangentes des deux faisceaux se correspondront deux à deux ; 
si Ton prend les m points d’intersection des tangentes correspondantes, le 
point fixe par lequel passent les deux droites Opi, 0'p\ est le centre des 
moyennes harmoniques de ces m jmints ( 468). Or, si le point O' est infini- 
ment voisin de O, ces m points seront les points de contact des m tan- 
gentes issues du point 0. Donc le centre des moyennes harmoniques de ces 
m points de contact reste un point fixe, quelle que soit la position du 
point O sur l’axe SB, Le théorème est donc démontré. 

Corollaire. — Quand la droite L est à l’infini, le centre des moyennes 
harmoniques des points de contact des tangentes devient leur centre des 
moyennes distances (472). On a donc cette propriété des courbes géonu'*- 
triques : 

SI Von mène a une courbe géométrique toutes ses tangentes [réelles on 
imaginaires), parallèles à une meme droite, leurs points de contact [réels ou 
imaginaires) auront pour centre des moyennes distances un point Ji,te, 
quelle que soit la direction commune de toutes ces tangentes. 

507. Pour donner un exemple de l’usage des rapports de sinus pris |)Our 
coordonnées d’une droite (504), démontrons la propriété suivante des courbes 
géométriques. 

Théorème. — Etant pris dans le plan d'une courbe géométrique un 
triangle dont les trois cotés sont A, B, C; si par ses sommets on mène toutes 
les tangentes à la courbe [réelles ou imaginaires), et qu'on représente pat 

U , ... les tangentes issues du sommet opposé au côté K \ et par (j, 6', ... 
ctq, ... les groupes de tangentes issues des sommets opposés aux deux 
côtés B, C, on aura V équation 

sin(«, B).sin(a^ B)...sin (g, C).sin(^^ C).., sin(7, A).sin (y', A )... ^ 

sin(«, C).sin(a', C)...sin (6, A).-sin(e', A)... sin(y, B).sin(y', B)... ' ’ 

le signe étant ou — suivant que le nombre des tangentes ( réelles ou 
imaginaires ) menées eVun même point à la courbe est pair ou impair. 

Prenons les deux côtés A, B pour les deux axes coordonnés, et des 
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rapports de sinus pour coordonnées comme précédemment (504-). Soit 
+ ( rt 4- hy ) 4- ... H- E 4- 4- F — o 

l’équation de la courhe. 

Les tangentes a, . . . , issues du sommet du triangle opposé au côté A, 
i cncontrcnt ce côté en des points dont les abscisses sont données par l’équa- 
tion d(i la courbe, dans laquelle on fait y — o, 

A.r-"' 4- ... 4- F == O. 

F 

Le produit des abscisses est donc nz ~ • 

F 

Pareillement, le produit des ordonnées est riz g* 

, slnfv, A) ,, . , ,, , 

Les rapr)orts — 4 — , , . . . sont détermines par 1 équation 
sin(7, BJ 

a(î)-+,,(î)-'*...h-E==o (500), 

E 

et, par conséquent, leur produit est égal à zh — • Ces expressions des trois 
produits donnent l’équation qu’il s’agit de démontrer. 

508. Remarque, — Si l’on suppose que .r, dans l’équation de la 
courbe, représentent des rapports de segments, au lieu de rapports de sinus, 
la démonstration reste la même, et le théorème prend cet énoncé : 

Si des sommets d*un triangle ABC on mène les tangentes ( réelles ou ima-- 
ginaircs ) à une courbe géométrique, lesquelles rencontrent les côtés opposés 
en des points a, a', . . . , b, b', ... et c, on a, entre les segments 

que ces points font sur les côtés, la relation 

ûB.rt'B... ^C.ô'C... ck*dK,,. 
aC.a’C. . . bA.b'jL^r. cB.c'B. . . ~ — 

le signe du second membre étant h- ou — , selon que le nombre des tan- 
gentes [réelles ou imaginaires) qu'on peut mener a la courbe, par un 
même point, est pair ou impair, 

509. Observation. — Quoique nous ayons exposé, dans ce Chapitre et 
dans le précédent, les systèmes de coordonnées qui servent ou peuvent 
servir à déterminer par une équation tous les points ou toutes les tangentes 
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d’une courbe, nous n’aurons point à faire usage de ces méthodes* dont les 
applications constituent la Gtométrie analytique. Mais, comme les bases sur 
lesquelles elles reposent n’impliquent que des considérations de pure Géo- 
métrie, nous avons cru devoir ne pas les passer sous silence, d’autant plus 
qu’elles se présentaient ici naturellement et dans un degré d’extension nou- 
veau à plusieurs égards. 
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CHAPITRE XXV. 


THÉORIE DES FIGURES HOMOGRAPHIQUES. 


^ I - Définition et construction générale des figures homographiques. 

rilO. J’appcllo figures homographiques deux figures dans ies- 
quelJes à des points et à des droites de Tune correspondent, res- 
pectivement, des points et des droites dans l’autre, de manière que 
quatre points en ligne droite dans une figure aient leur rapport 
anharmonique égal à celui des quatre points correspondants de la 
seconde figure, et que quatre droites issues d’un même point dans 
la première figure aient leur rapport anharmonique égal à celui des 
quatre droites correspondantes de la seconde figure. 

Doux ligures planes, dont l’iine a été formée par la perspective d<‘ 
Taulrc, sont évidemment deux figures homographiques ; car elles 
ont entre elles les relations que comporte notre définition 

(16 et 19). 


I. — ('onstmetion générale des figures homographiques , 

511 . Etant pris un triangle ABC ^jig> 1 14) le plan d'une 

figure, si de ses sommets A, B on mène à chaque point m de la 

figure deux droites qui forment sur les côtés opposés les deux 

J hC aC . , . 

rapports de segments puis, qu on prenne un second. 

triangle quelconque K! W (éà' et deux constantes À, p, etqu on déter- 
mine dans ce triangle un point m' tel, que les rapports des seg- 
ments faits par les droites A'm', B'm' sur les côtés opposés aient, 
avec les premiers rapports, les relations 


nC _ . a*C 
nA a' a' 


i'.iiASLES. — Géom. .'oip. 


hc b' a 




et 
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le point w! appartiendra à une figure homo graphique à la pro- 
posée, 

G'esl-à-dire que : quand des points w de la première figure 

seront en ligne droite, les points m' de la seconde figure seront 
aussi en ligne droite; 2 ® quand des droites de la première figure 
passeront par un même point, les droites correspondantes de la se- 
conde figure passeront aussi par un môme point; 3® quatre points 
en ligne droite dans la seconde figure auront leur rapport anhar- 
moniquc égal à celui des quatre points de la première ligure; et 
4® quatre droites passant par un même point dans la seconde figure 
auront leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites 
de la première ligure. 

Démonstration, — i® Je dis que des points m en ligne droite 
donnent lieu à des points /n' également en ligne droite. 

En elï'et, puisque le point m décrit une droite, on a entre les 

deux rapports ^ ^ relation du premier degré (430). 

Donc il existe aussi, en vertu des équations (a), une relation du 

. , , I . n'a b'C 1 • . 

premier degre entre les deux rapports * Donc le point ru 

décrit une droite. 

2 ® Quand des droites passent par un meme point dans la pre- 
mière figure, les droites correspondantes dans la seconde figure 
passent aussi par un même point. Cela est évident, car chacune 
de ces droites passe par le point correspondant au point d’inter- 
section commun aux droites de la première figure. 

3® Quatre points ui pris en ligne droite dans la première ligurt' 
ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points m' de 
la seconde ligure, car les quatre points rn ont leur rapport anhar- 
monique égal à celui des quatre points «, et les quatre points m' 
ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points a'. 

Mais, d’après la relation quatre points a' ont leur 

rapport anharmonique égal à celui des quatre points a (120). Donc 
les quatre points m' ont leur rapport anharmonique égal à celui 
des quatre points m, 

4° Enfin quatre droites L' de la seconde figure passant par un 
même point ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre 
droites L de la première figure. 
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En effet, une droite L de la première figure rencontre les deux 
côtés AG, BG en deux points a, b, et Ton détermine la droite 
correspondante L' dans la seconde figure en prenant les points a\ 
b' liés h aj b par les relations (æ). Or les quatre droites L passent 
par un même point, et par conséquent leur rapport anharmonique 
est égal à celui des quatre points a; celui-ci est égal à celui des 
quatre points a' y en vertu des équations («), et ce dernier est égal 
à celui des quatre droites L', parce qu’elles passent par un même 
point. Donc, etc. 

Ainsi le théorème est démontré. 


II. — Des points situés h V infini. 


B12. Aux points d'une figure situés à V infini correspondent 
dans la figure homo graphique des points situés en ligne droite. 


Car, quand un point m de la première figure se meut à l’infini, 
les deux rayons parallèles menés des deux sommets A, B à et' 
point forment deux faisceaux lioinographlques et par conséquent 
déterminent sur les deux côtés opposés BG, AG deux rapports de 


segments ^ entre lesquels a lieu la relation du premici' 

degré = ^ (480, 7 ®). Donc le point correspondant 

dans la seconde figure a pour lieu la droite représentée par l’équa- 
tion 


, «T/ //r/ 


Ainsi, à l’infini d’une figure correspond une ligne droite dans la 
figure homographique, de même que dans la perspective des figures 
planes. 


513, Appelons I la droite de la première figure qui correspond 
à l’infini de la seconde, et E la droite de la seconde figure qui cor- 
respond à l’infini de la première. Tout point de la droite I a son 
homologue à l’infini dans la seconde figure, de sorte qu’à deux 
droites parallèles dans la seconde figure correspondent dans la 
première deux droites concourantes en un point de la drpite I. 

22 . 



3i<> TRUTK 1)1- (ÎKOMÊTIIIE SIJPKRIEÜRK. — CHAPITRE XXV. 

Il s’ensuit que : Le point situé à Linjini sur la droite J' de la 
seconde jigiire a pour homologue le point situé à V infini sur la 
droite ï de la première. Car ce point situé à l’infini sur J' est à 
rinterseclion de deux droites, J' et l’infini; donc son homologue 
dans la première figure est à l’intersection des deux droites cor- 
respondantes, qui sont l’infini et I; donc c’est le point de cett(‘ 
droite I situé à l’infini. 

Il suit de là que : Une droite parallèle à la droite I dans la 
première fl gure a pour homologue dans la seconde une droite 
parallèle à la droite J^ 

Ces deux droites homologues, parallèles respectivement aux 
deux I et J', jouissent de celte propriété cpé elles sont divisées sem- 
blablement y c’est-à-dire en parties proportionnelles, par leurs 
points homologues. Cela résulte (124) de ce que leurs points à 
l’infini sont deux points homologues. 

Nous verrons plus loin (579) qu’il existe toujours un système 
de deux droites homologues qui sont divisées en parties égales p'àv 
leurs points homologues. 


III. — Observations relatives à la construction dci Ji taures homographiques. 


514. Dans les relations (a), chaque rapport sert à dét(*rniiner la 
position d'une droite issue d’un des points fixes A, B, A', B'. !.<• 

'‘^rapport par exemple, détermine la direction de la droite A///. 

On peiitencon* déterminer cette direction par un rapport de sinus, 

. sin/wA(] , . 

savoir et nrenore, au lieu de la relation 

suimAB ‘ 

hi\ l/r: 
bü~^7ÿW 

celle-ci 


sinAAC //('/ 

sin ^ AB ‘ * b' B' 


Cela est évident; car cetti; équation exprime que les deux droiti's 
Ab et A' b' forment deux faisceaux homographiques, de même que 
la première; de sorte que les deux équations sont équivalentes. 

Chacun des autres rapports de segments pourra scmblablemcnl 
être remplacé par un rapport de sinus. 
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Cette remarque permettra de supposer que l’une des droites GA, 
CB ou C'A', C'B' soit à l’infini. 

Les formules [a) s’appliquent d’elles-mêmes au cas où l’une des 
deux bases Afi, A'B', ou toutes deux seraient à l’infini, ainsi qu’au 
cas où l’un des sommets dans chaque triangle serait a l’infini. 

515. Ces formules ne s’appliquent pas explicitement à deux 

points correspondants c, c', situés sur les deux bases AB, A' B' 
LfS' on en déduit la relation qui a lieu entre ces deux 

points, laquelle est 

cA tx c' 

c ïï “ X ‘ 

En effet, que par les points c, c' on mène deux droites homo- 
logues quelconques ca, on a dans les deux triangles les rela- 

tions 

cA nC 

TÏÏ'^ZTc'—'' 

d’où l’on conclut, en ayant égard aux équations (/'ï), la relation 
qu’il s’agit de démontrer. 

516. Après avoir pris arbitrairement les trois points A', B', G' 
(jui doivent correspondre, dans la seconde figure, aux trois points A, 
B, G de la première, on peut prendre arbitrairement un quatrième 
point D' pour correspondre à un point D de la première figure; ce 
sera la position de ce point D' qui déterminera les valeurs des deux 
(constantes X et p., parles relations 

Ainsi : Pour former une figure homo graphique à une figure 
donnée, on peut prendre arhitrairement les quatre points qui 
correspondront à quatre points désignés de la figure donnée. 

Toutefois, il faut que des quatre points désignés il n’y en ait 
pas trois en ligne droite; car, si les points D, D' étaient sur les 
droites AG, A'G' respectivement ils feraient connaître la seule 
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constante parla relation 

DG D 

DÂ “ ^ D'A' ’ 

et la seconde /a resterait indéterminée. 

. ol7. On peut se donner, dans la seconde figure, soit trois poinLs 
V', B', G' et une droite L', soit quatre droites L', pour correspondre 
dans le premier cas à trois points A, B, G et une droite L de la 
première figure, et dans le second cas à quatre droites L. 

Mais les données ne peuvent pas être deux points A', B' et deux 
droites L', M', devant correspondre à deux points A, B et deux 
droites L, M; car les deux droites L, M rencontrent la droite AB 
en deux points E, F, et les deux droites L', M' rencontrent la 
droite A'B' en deux points E^, F' qui correspondent aux deux pre- 
miers. Donc les quatre points A', B', E', F' devraient avoir leur 
rapport anharmonique égal à celui des quatre points A, B, E, F, 
ce qui n’aurait pas lieu si A', IF, IJ et M' étaient pris arbitraire- 
ment; et, dans le cas où cette égalité aurait lieu, les données 
équivaudraient à quatre points, dont trois en ligne droite, savoir 
le point G', intersection des deux droites 17, M', et les trois points A', 
B', E'; ce qui est insuffisant. 

518. Puisque deux ligures planes perspectives l’une de l’autre 
sont deux figures liomographiques (510), on pourra, pour faire la 
perspective d’une ligure, ne déterminer directement, en se servant 
de la position de l’œil, que quatre points en perspective, dont on 
se servira ensuite pour construire complètement la perspective de 
la figure, sans conserver aucune trace de la position de l’œil. 


§ II. — Développements relatifs aux propriétés métriques des figures 
homographiques. — Nouvelles définitions de ces figures. 

I. 

519. Les relations métriques ou de grandeur de deux figures 
homographiques dérivent de l’égalité des rapports anharmoniques 
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qui a lieu soit entre deux séries de quatre points correspondants, 
soit entre deux faisceaux de quatre droites correspondantes. 

Remarquons d’abord que cette égalité donne lieu aux deux pro- 
positions suivantes, qui en sont des conséquences immédiates ; 

I® Deux droites correspondantes dans les deux figures sont 
dwisées liomo graphiquement par leurs points correspondants, 

2 ° Deux faisceaux correspondants dans les deux figures sont 
homo graphiques. 

Gela résulte de la définition meme des divisions homographiqucs 
et des faiseeaux liomographiques. 

D’après la première de ces deux propositions, si l’on considère 
sur une même droite dans la première figure deux points fixes a, 
h et un point variable /w, et dans la seconde figure les deux points 
fixes h' elle point variable m' qui correspondent aux trois pre- 
miers, on aura la relation 

am . dm 

hni ^ dm' ’ 


dans laquelle X est une constante qui ne dépend que de la posi- 
tion des deux points < 2 , b, c’est-à-dire que, ces deux points étant 
fixes ainsi que a' et Z>', si ni et m' sont deux points correspondants 


variables sur les deux droites ab et les deux rapports — et 


d ni 
h' rd 


sont entre eux dans une raison constante (120). 


520. On sait que, dans l’équation chacun des 

points fixes «, Z>, a\ b' peut être pris à l’infini et que l’équation 
subsiste, comme si les segments comptés à partir de points situés 
à l’infini étaient égaux à l’unité (125). 

Si donc le point b est pris à l’infini, on aura 


am 



Si le point a' de la seconde figure est aussi à l’infini, il vient 
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am — OU, suivant notre notation habituelle, 
b ni 

im rzz 1, 

c’est-à-dire que : Dans deux figures horno graphiques, si Von 
prend sur deux droites correspondantes les points i et y dont les 
homologues sont à Vinfîni, le produit des distances de deux 
points homologues quelconques de ces deux droites aux deux 
points i et respeetwement, sera constant. 


II. 


521. Concevons deux droites homologues (c’est-à-dire corres- 
pondantes) L, L' passant respectivement par les deux points ni, m’ ; 

le rapport ^ est égal au rapport des distances de la première 


droite aux deux points a, Z>, et de même ^ 7 ^ est égal au rapport 


des distances de la droite L' aux deux points Par consé- 
quent, on conclut de la relation générale cette pro- 


priété fort importante : 


Étant pris deux points fixes dans une figure et les deux points 
homologues dans la figure homographique , si Von mène deux 
droites homologues quelconques, le rapport des distances de la 
première aux deux points fixes de la première figure sera au 
rapport des distances de la seconde aux deux points fixes de la 
seconde figure dans une raison constante, quelles que soient ces 
deux droites. 


III. 

522. Soient A, B deux droites fixes quelconques de la pre- 
mière figure et A', B' les deux droites homologues dans la seconde 
ligure; si, autour du point d’intersection des deux premières, on 
fait tourner une droite M, et autour du point d’intersection des 
deux autres la droite homologue M', ces deux droites M et M' for- 
meront deux faisceaux homographiques (519), et par conséquent 
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on aura la relation 


sin (A, M ) 


^ ^n(A',M') 


siii(B, M) sin (B', JM') 

1 étant line constante qui ne dépend que de la position des deux 
droites fixes A, B (149). 

Considérons sur les deux droites M, M' deux points Iiomo- 
logiies m, le rapport des distances du premier aux deux 

droites A, B est et le rapport des distances du second 

sm{B,M) 

aux deux droites A', B', Donc : Quand deux figures 

sont homo graphiques, si Von prend dans la première deux droites 
fixes et dans la seconde les deux droites corr es pondantes, les 
rapports des distances de deux points homologues quelconques à 
ces deux couples de droites, respectivement, seront entre eux dans 
une raison constante . 

Ainsi, soient q les distances du point m aux deux droites A, 
B, et p', </' les distances du point nV aux deux droites A', B'; on 
aura 

H <1 

À étant une constante qui ne dépend que de la position des deux 
droites A, B. 


523. Chacune des quatre droites peut être prise à rinfini, et la 
distance qui se rapporte à cette droite disparaît de l’équation, 
comme si cette distance devenait égale à l’imité. 

Ainsi, supposons que la droite B de la première figure soit à 
rinfini ; je dis que l’on aura 


^j) - 



En effet, dans ce cas, l’homographie des deux faisceaux formés 
par les deux droites M, M' s’exprime par l’équation 


ani 


^ sin (A', M') 

‘ shi (B',li^ ’ 



TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. — CHAPITRE XXV. 


:^i6 

am étant le segment compris sur une transversale lîxe entre les 
deux droites A et M (156). Or, si l’on considère sur les deux 
droites M et M' deux points homologues m, m', la distance p du 
premier à la droite A est proportionnelle au segment «m, et le 
rapport des distances du second aux deux droites A', B' est tou- 

-- - - ^7 : de sorte qu on a la relation 

sin B\M' ’ ^ 




On peut donc énoncer ce théorème : 

Dans deux figures hoino graphiques^ la distance de chaque 
point de V une à une droite fixe A est au rapport des distances 
du point homologue de la seconde figure aux deux droites 
IV, qui correspondent respectivement à la droite A et à V infini de 
la première fgure, dans une raison constante. 


524. On peut prendre la droite A' de la seconde figure à l’inlini ; 
la distance disparaîtra de l’équation, et l’on aura 


À 



car, dans ce cas, les deux droites M, M' forment deux faisceaux 
de droites parallèles aux deux A et B' respectivement. L’homo- 
graphie des deux faisceaux s’exprimera par celle des deux séries 
de points qu’ils marqueront sur deux transversales fixes quelcon- 
ques, et par conséquent par l’équation = ain et h'in 

étant les segments compris sur ces deux transversales entre les 
deux droites A et M d’une part et les deux droites B' et M' d’autre 
part, puisque a et h' sont les points qui, dans les divisions homo- 
graphiques faites sur les deux transversales, ont leurs homologues 
à l’infini. Or, si sur les deux droites M, M' on considère deux 
points homologues, leurs distances py q^ aux deux droites A et B' 
respectivement sont proportionnelles aux segments am, h'm' . On 
a donc l’équation 

\ 
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ce qui prouve que : 

Etant données deux figures homo graphiques, si Von prend 
dans la première la droite qui correspond à V infini de la seconde 
et dans celle-ci la droite qui correspond à V infini de la première, 
les distances de deux points homologues quelconques des deux 
figures à ces deux droites, respectivement, ont leur produit con- 
stant, 

525. Toutes les relations précédentes dérivant de l’égalité de 
(leux rapports anharmoniques dans les deux ligures, et cette égalité 
ayant lieu dans une figure plane et sa perspective, on en conclut 
({ue toutes ces relations s’appliquent à deux figures perspectives 
l’une de l’autre. 

IV. — Nouvelles définitions des figures homo^raphiques, 

526. D’après le théorème (522), on peut donner cette nouvelle 
définition des figures homographiques, aussi simple que précise : 

Deux figures homographiques sont celles dans lesquelles les 
points se correspondent deux à deux, de manière que les rapports 
des distances de chaque point de la première figure à trois droites 
fixes soient aux rapports des distances du point correspondant 
de la seconde figure à trois autres droites fixes dans des raisons 
constantes . 

527. On peut encore dire que : 

Deux figures sont homographiques quand des droites dans 
Viine correspondent à des droites dans Vautre, de manière que 
les rapports des distances de chaque droite de la première figure 
à trois points fixes soient, aux rapports des distances de la droite 
correspondante dans la seconde figure à trois autres points fixes, 
dans des raisons constantes. 

Gela résulte du théorème (521). 

De l’une ou de l’autre de ces deux définitions, on remonte sans 
difficulté aux relations (a) et à toutes les propriétés des figures 
homographiques. 
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§ III. — Figures homologiques. 

I. — Manières de former deux figures homologiques, 

528. Quand deux figures sont la perspective Tune de l’autre 
dans l’espace, telles que deux triangles ABC, abc, les droites qui 
joignent leurs points homologues concourent en un môme point 
de l’espace, qui est la position de l’œil; et les droites homologues 
concourent en des points situés sur la droite d’intersection des 
plans des deux figures, qu’on appelle la ligne de terre. Si l’on 
fait tourner le plan de la seconde figure autour de cette ligne, les 
droites ab, bc, cd tournent autour de trois points fixes de cette 
ligne, et les droites Ce concourent toujours en un mém(‘ 

point qui forme une nouvelle position de l’œil, de sorte que les 
deux figures sont toujours en perspective (378); et, si le plan de 
la seconde figure abc s’applique sur le plan de la première ABC, 
il n’y a plus perspective proprement dite, mais les droites A/7, 
B^, Ce concourent encore en un même point, parce que les droites 
AB, BC, CA rencontrent respectivement leurs homologues aby bcy 
ca en des points situés en ligne droite (375). 

Ces figures, dont les points homologues sont sur des droites 
concourantes en un même point et dont les lignes homologues 
se rencontrent sur une même base, sont celles que Poncelet a 
appelées figures homologiques. Le point de concours est leur 
centre dfiomologie, et la base «6 leur axe de concours ou d'hoino- 
logie ('). 

Toutefois, ce n’est pas précisément par cette considération du 
rabattement du plan d’une figure sur le plan de sa perspective qm*. 
le célèbre auteur a formé des figures homologiques : c’est d’une 
autre manière, également simple, savoir par la perspective sur un 
plan de deux figures semblables et semblablement placées, ou ho- 
mothétiques, contenues dans un autre plan. La perspective produit 
deux figures homologiques dont \c centre d/homologie est la 
perspective du centre de similitude des deux ligures homothé- 
tiques et dont Vaxe de concours ou d'homologie est la perspec- 


(‘) Traité des Propriétés projectives des figures, p. iGo. 
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live de Ja droite située à l’infini dans le plan de ces deux figures. 
Cela est évident, et les propriétés des deux figures homothétiques 
donnent lieu naturellement à celles des deux figures homolo- 
giques ( ^ ). 

II. — Construction graphique d*une Jigine homologique a une 
figure donnée, 

529. Quand le centre et l’axe d’homologie sont donnés, il suffit, 
pour construire la figure homologique à une figure donnée, de 
connaître le point a qui correspond à un point donné A de la 
figure proposée; car le point h correspondant à un autre point 
quelconque B sera à l’intersection de la droite SB et de la droite 
menée du point a au point y où la droite AB rencontre l’axe d’ho- 
mologie. Ainsi, étant donné le seul point a de la nouvelle figun», 
on déterminera, par de simples intersections de lignes droites, 
tous les autres points de la figure. La droite correspondant à une 
droite donnée se déterminera par deux de scs points, dont l’un 
pourra être celui où la droite donnée rencontre l’axe d’homologie. 

Si l’on donne l’axe d’homologie avec les deux points a', U de la 
seconde figure, qui doivent correspondre aux deux <?, h de la pre- 
mière, on peut construire la seconde figure sans se servir du centre 
d’homologie, en déterminant chaque point ///' correspondant à 
chaque point in par l’intersection de deux droites tournant autour 
des deux points a', V et rencontrant les deux droites ma, m^, res- 
pectivement, sur l’axe d’homologie. 

On peut, par une construction analogue, construire la seconde 
ligure en connaissant seulement le centre d’homologie et deux 
droites de cette figure correspondant à deux droites de la pre- 
mière figure. 

C’est ainsi, par des intersections de lignes droites, que M. Pon- 
celet a construit les figures homologiques dans son Traité des 
propriétés projectives Ouvrage dans lequel se trouvent de très- 
heureuses applications de cette théorie, comme nous le verrons en 
traitant des sections coniques. 


(*) Traita des propriétés projectives des figures, p. 1 59-161». 
(*) Voir p. i 62 -i 6 /|, arl. 302-304. 
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III. — Autre manière de former les figures homologiques . 


530. Etant pris dans le plan d*une figure un point fixe S et 
un axe fixe X, si sur le rayon mené de ce point à chaque 
point m de la figure on détermine un second point m' par la re- 
lation 


{’>) 


S /H ^ tLtn 
S ni' am'^ 


fx étant le point oit le ray^on Sm rencontre V axe fixe IL et X une 
constante, le point m' appartiendra à une figure homo logique à 
la proposée ; le point S et V axe X seront le centre et l'axe d'ho- 
mologie des deux figures. 

En eflet, les deux figures satisfont à Tune des deux conditions 




\a 

/ 

/ 


1 


'/ 

s 


de construction des figures homologiques, savoir, que les points 
homologues soient sur des droites concourantes en un même point; 
il suffit donc de prouver que deux droites homologues se rencon- 
trent sur Taxe fixe. Or, pour deux couples de points correspon- 
dants a, a' cl 111 , iii', on a 

S <7 ^ ^ 

ua' Sm' 7.///’ 

et par conséquent 

Stf ^ ua Sm ^ ^m 
Sa' 'au' Sm' * ^m' 

Cette relation prouve que les deux séries de points S, a, a, a^ et 
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S, ///, P, ont le même rapport anharmonique, et par consé- 
quent que les deux droites am^ a'm! concourent sur l’axe fixe 
«fx (^2); ce qu’il fallait prouver. 

On peut appeler la constante \ le coefficient d* homologie des 
deux figures. 

Quand on donne un points' de la figure que l’on veut construire, 
correspondant à un point a de la figure proposée, cette constante 
se trouve déterminée par la relation 

Srt ^ art , 

Srt^ * v.a’ 

531. Cas particuliers. — I. Si l’on suppose l’axe d’homologie 
à l’infini, le rapport devient égal à l’unité, et la relation se 
réduit à 

S/rt 

Alors les deux figures sont semblables et semblablement placées 
ou homothétiques. Leur centre et leur rapport de similitude sont 
le point S et la constante X. 

II. Le centre d’homologie de deux figures peut être à l’infini; 
alors le rapport est égal à l’unité, et la relation se réduit à 

ij Dl 

Il rn I 
A 

On peut dire que la seconde figure est formée par l’accroisse- 
riient des ordonnées de la première dans un rapport constant. 

IV. — CojistrHctlüJi des figures hornologiques dérivée de la construction 
générale des figures homographiques, 

532. Supposons que dans la construction générale des figures 
homographiques (511) on prenne pour les points A', B', C' de la 
seconde figure les trois points A, B, C de la première ; les rela- 
tions [a] deviennent 

^ . rt/G ^ _ //C 

«A ^ a fL 
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Si X et fA ont des valeurs quelconques, les deux figures n’ont rien 
de particulier dans leur position relative ; seulement, trois points 
de l’une coïncident avec leurs homologues respectifs dans l’autre, 
ce qui a lieu en général, comme nous le verrons (572), quelle que 
soit la position de deux figures homographiques. Mais, si Les deux 
constantes X et sont égales, alors les deux figures sont hornolo- 
gitfues; le point C {/ig> ii6) est leur centre ddiomologie et la 
base AB leur axe dliomologie. 

En effet, les deux constantes étant égales, les deux équations 
donnent celle-ci 

nV, n' C hC, ^ //{] 

;7Â * ‘ 17h' 


qui prouve que les deux séries de points A, n, a', C et B, 

C ont le meme rapport anharmonique, et par conséquent aussi 
les deux faisceaux de quatre droites qui ont leurs centres en B et 
A et dont les rayons passent par ces deux séries de quatre points, 
respectivement. 

De là on conclut, d’abord que les deux droites a'b'^ cpii 
sont deux droites homologues dans les deux figures, concourent 
en un même point de la base AB (42), et en second lieu que les 
deux points nd sont en ligne droite avec le point C (47). 

Ainsi les deux ligures satisfont aux deux conditions de con- 
struction des ligures homologiqiies ; ce qu’il fallait prouver. 

La relation caractéristique des figures homologiques 

(_] in rj. m 

— 7 : ; COIlSt. 

Lrn [xm 

dérive aussi de ces considérations. 

Car, les trois points C, m, nd étant en ligne droite, on a 


Cm 
Cm' ' 


Cft ^ An 
Ca' ’ Art' 


: const. 


V. — Relations métriques des figures homologiques, 

533. Quand on considère deux figures homologiques comme 
deux figures qui ont été la perspective l’une de l’autre, on en con- 
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dut que toutes les relations métriques des figures homograpliiqucs, 
démontrées dans le paragraphe précédent, s’appliquent d’elles- 
mêmes aux figures homologiques. Toutefois, la position particu- 
lière de ces figures donne lieu à quelques relations spéciales fort 
importantes que nous verrons plus loin (VI). 

534. Quand on décrit les figures homologiques sur le j)lan, soit 
par des intersections de lignes (529), soit par la relation [h), la dé- 
monstration directe de leurs deux propriétés métriques fondamen- 
tales, d’où loulcs les autres se déduisent, est extrêmement facile; 
clic dérive immédiatement des conditions de position des deux 
figures. Ces propriétés consistent en ce que quatre points en ligne 
droite ou quatre droites concourantes en un même point dans 
la première figure ont leur rapport anharmonique égal à celui 
des quatre points ou des quatre droites correspondantes dans la 
seconde figure. 

Or, dans deux figures homologiques : i"' les droites qui joignent 
quatre points de la première a, h, c, d à leurs homologues a', U , 
c', respectivement passent par un même point (le centre d’ho- 
mologie); donc, si les deux séries de quatre points sont sur deux 
droites, leurs rapports anharmoniques sont égaux (14) ; 2 " quatre 
droites concourantes en un même point dans la première figure 
rencontrent respectivement les quatre droites correspondantes en 
quatre points situés en ligne droite (sur l’axe d’homologie); donc 
les rapports anharmoniques des deux faisceaux de quatre droites 
sont égaux (13). 

Ainsi les relations métriques qui font le caractère des figures 
homograpliiqucs en général se trouvent démontrées directement 
pour les figures homologiques. 

535. Considérons les deux droites I et J' qui, dans chaque figure 
respectivement, correspondent à l’infini de l’autre figure. Ces 
deux droites sont évidemment parallèles à l’axe d’homologie, car 
la droite à l’infini dans la seconde figure et la droite 1 qui lui cor- 
respond dans la première rencontrent l’axe d’homologie au même 
point, et ce point est à l’infini; donc la droite I est parallèle à l’axe 
d’homologie. 

. Les distances des deux droites I et J' soit au centre, soit à l’axe 

CnASLis. — Géo/Ji. sup. 23 
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d’homologie dépendent de la constante A dans la relation 


S w ^ [JL rn 
S fn' [JL m 


Soient i, j' et x les points où le rajon S/n rencontre les deux 


droites I et J' et Taxe d’homologie. Faisant infini, on a 


S/ 




s/' 

et, faisant S/n infini, — - : 

•V 


Ainsi l’on a 


S i _ .r/' 


ou S/. S/: 


Cette relation montre cjiie le milieu des deux points i et y' coïn- 
eide avec celui des deux points S et x, ou, ce qui revient au meme, 
que la distance de la droite I au point S est égale, mais en sens 
contraire, à celle de la droite J' à l’axe d’homologie. En cfl’et, la 

proportion ~ donne 

^ i .r/ hf 


S/ 

S i — ■ X i 


XJ 


æj 


-S/' 


S/ 


s / - : — xj' . 


Ce résultat pouvait être prévu, car les points in et ///' des deux 
figures situés sur un même rayon forment deux divisions homo- 
graphiques dont les points doubles sont Set.r; par conséquent, 
le point milieu de ces deux points coïncide avec celui des deux i et 

/(I58). 


VI. -* Développements relatifs aux propiictés métriques des figures homo- 
logiques, — Diverses manières de former la figure homologlquc à une 
figure donnée. 

536. Considérons dans une figure deux droites fixes, et dans la 
figure homologique les deux droites correspondantes. Soient /////, 
mq les perpendiculaires abaissées d’un point in de la première 
figure sur les deux premières droites, et in' q' les perpendi- 

culaires abaissées du point tif sur les deux autres droites; les deux 
mp m'p' 

rapports — » — 7-7 seront entre eux dans une raison constante, 
^ * mq m q * 
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quels que soient les deux points liomoîo«ues /?/, car celle rela- 
tion dérive, comme nous l’avons vu (5î22), de l’égalité des rapports 
anliarmoniques de deux faisceaux homologues. Ecrivons donc 

^ ' mq tnq' 

Cette équation donne lieu à plusieurs autres relations. 


537. Supposons que la première droite de la première figure 
passe par le centre d’homologie; elle coïncidera avec son liorno- 
logue, et l’on aura 

tnp S m 
m'p' S ///' ’ 

et par conséquent 


('0 


S//? _ . mq 
S m' m' q' 


Ainsi : Dans deux figures honiologiques, si Von prend deux droites 
fixes homologues L, L', le rapport des distances de deux points 
homologues quelconques au centre dhoinologie sera au rapport 
des distances de ces deux points aux deux droites L, L', respccii- 
i>enient, dans une raison constante. 


538. Si l’on prend pour la droite L l’axe d’homologie, L' coïn- 


cidera aussi avec cet axe, et le rapport 
résulte 


nKj 

mq' 


sera 


' 1 ' P' ^ 

ce al a — 


S m ^ U m 
Sm' y.m' ’ 


il on 


ce qui est la relation déjà démontrée (532). 

Nous n’aurions pas besoin de dire que, dans ces diverses rela- 
tions, de même que dans celles qui suivent, la constante Ti ne con- 
serve pas la meme valeur. 


539. Supposons que la droite L soit à l’infini; le segment mq 
disparaît de l’équation (d) et l'on a 
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est la distance du point m' à la droite J', qui dans la seconde 
figure correspond à l’infini de la première (535). 

Cette relation entre deux figures homologiques sera très utile 
pour transporter à une figure les propriétés d’une autre. On voit, 
par exemple, que, si la première est un cercle ayant son centre en S, 
on aura dans la seconde 

Sm' 

—J—, Const.; 

m q 

ce qui montre que celle-ci est une conique ayant son foyer en S et 
pour directrice la droite fixe J'. 

540. Supposons dans l’équation générale (c) que la première 
droite, à laquelle se rapportent les perpendiculaires m/7, soit à 
l’infini, et que la seconde soit la droite 1 qui correspond à l’infini 
de la seconde figure; les deux segments m/;, ni' disparaîtront, et 
l’on aura 

■ — " / . m P . 

wq 

Ainsi, les deux droites T et J', qui correspondent, dans chaque 
figure respectivement, à l’infini de l’autre figure, jouissent de celte 
propriété que le produit des distances de deux points homologues 
à ces deux droites, respectivement, est constant. 

Par conséquent : E tarit données deux droites paralVeles dans 
le plan d'une figure, si d'un point Jixe on mène un rayon à 
chaque point m de la figui e, et que sur ce l ayon on prenne un 
point m' tel que le produit des distances des deux points m, m' 
aux deux droites, respectivement, soit constant, le point m^ dé- 
crira une figure honiologique à la proposée. 


§ IV. — Expression analytique des figures homographiques. 

I. 

541. Rapportons les points de la première figure à deux axes 
coordonnés OX, OY, et ceux de la seconde figure à deux autres 
axes coordonnés ox, oy pris arbitrairement. 
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La propriété des deux figures, exprimée parle théorème (522), 
fournit immédiatement l’expression des coordonnées de cha(|ue 
point de la seconde, en fonction des coordonnées du point homo- 
logue de la première. 

En effet, soient 

AX -f- BY -f- T = o, X -h B^ Y -h I o, A^^X -1- B^^ Y -f- t ~ o 

les équations de trois droites de la première figure (433, Corol- 
laire), et 

a.v -h b y -h I =r o, a' .T b' y -f- i ~ o, a" x H- b" y 4- i — o 

celles des trois droites correspondantes dans la seconde ligure. 

SoientX, Y les coordonnées d’un point M de la première figure 
et X, J celles du point homologue m de la seconde figure; le rap- 
port des distances du point M à deux des droites de la première 
figure sera au rapport des distances du point ni aux deux di’oites 
correspondantes de la seconde figure dans une raison con- 
stante (522). On aura donc les deux équations 

/ AX -f- BY H- I _ a.vy-by-yi 
) Â''X 4- B" Y H- V a"x^ b"y^ V 

] A'X-f-B'Y-hr _ a'x-yb'y-hi 
( ŸÔC 4- B" Y -i- I “ ^ ^,r -h b" y -h i ’ 

d’où l’on tire les valeurs de .r etj^ en fonction des coordonnées X, 
Y, lesquelles sont de la forme 

, . _ «x + eY-hi _ «'X4-e'Y-i-i 

t ^ ^ ' ' a" X -h r/ Y Vf’ a"X Y + 1 ' 

542. On peut démontrer a priori que les expressions de x et y 
sont de cette forme. Pour cela, considérons les axes oj et ox 
comme deux droites faisant partie de la seconde figure; soient 

«X4-eY4-i = o et a'X4-CY-f-i = o 

les équations des deux droites qui correspondent dans la première 
figure à ces deux-là, et 


cc"X -h 6" Y -f 1 = o 



358 


TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. — CHAPITRE XXV. 


celle de la droite qui correspond dans cette figure à l’infini de la 
seconde. 

La distance d’un point m de la seconde figure à l’axe oy sera 
au rapport des distances du point homologue M de la première 
figure aux deux droites correspondant à l’axe oj et à l’infini de 
la seconde dans une raison constante (523). On a donc 


_ aX-f-éY-f-ï 

et pareillement 

C. Q. F. D. 


11 . 

543. Les trois équations 

«X-f-^Y-f- I — O, a'XM-^'Y-H irrzo, «"X -f-C"Y-f- I r-r o 


représentent les trois droites de la première figure qui ont pour 
homologues dans la seconde l’axe l’axe ox et l’infini. 

Les axes OX, O Y de la première figure sont arbitraires, ainsi 
que les deux ox^ oy de la seconde figure. On peut, en disposant 
convenablement de ces quatre axes, donner aux formules des 
expressions plus simples, que voici : 

i” Les deux axes OX, O Y sont quelconques, et les deux ox^ oy 
sont les droites qui leur correspondent dans la seconde figure : 


(3) 


eX . _ ^Y 

+ “«"x-t- ry + 1 ' 


2 ° OY est parallèle à la droite I qui, dans la première figure, 
correspond à l’infini de la seconde; OX est quelconque; oy et ox 
correspondent respectivement à OY et OX; [oy est parallèle à la 
droite J', qui, dans la seconde figure, correspond à l’infini de la pre- 
mière (513) ] : 

sX 


( 4 ) 


X 


X — \ 
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3® OY est la droite I ; OX quelconque ; ox, oy quelconques : 


( 5 ) 


aX-f-eY-^ï 


-, J — ç, - 


«'X- 4 - ê'Y+i 


X 


4‘* OY est la droite I; OX est quelconque; oæ correspond à 
OX, et oy est quelconque : 


(<5) 


aX- 4 -éY- 4 -i ^Y 


OY est la droite I; OX ([uelconqiie ; ox est la droite J', et 


oy quelconque : 


[1] 


« X -4- 6 y I Ÿ 

a:T=z , J- 


X 


6'* OY est la droite T ; OX quelconque ; ox est la droite .1', et oy 
correspond à OX ; 


(8) 





f 

X 


7 ° OY est la droite I ; OX quelconque; oy est la droite J', elox 
correspond à OX : 


( 9 ) 


e 





ïl 

X ' 


Ces differentes relations s'appliquent aux figures lioniogra- 
phiques dans toute leur généralité, et sont indépendantes de la 
position relative des deux figures. 


§ V. — Figures homographiques ayant deux droites homologues 
coïncidentes à l’infini. 

I. — Conditions de construction des figures, 

S44. Si, dans les formules [a) qui nous ont servi à construire une 
figure homographique à une figure donnée, on prend les deux 
constantes X et /jl égales à -f- 1 , les deux figures présenteront cette cir- 
constance particulière, que la droite à l'infini dans V une aura 
son homologue également à V infini dans Vautre. 
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En effet, ab a'h’ [fig. ii4) étant deux droites correspon- 
dantes dans les deux figures, on a, par hypothèse, 


«C aTJ hC __ (/a 

a A rt'A' h\S 


zG hC 


^ Si la première droite est à l’infini, les deux rapports —5 ^ sont 
égaux à l’unitc, et, par conséquent, on a aussi 


a'C 

Ta' 


et 


Viî' 


ce qui exige que les points T et b' soient à l’infini. De sorte que 
la droite Tb' est à l’infini. Ce qui démontre la proposition 
énoncée. 

On peut dire que tout point à l’infini dans la première figure a 
son homologue, dans la seconde, pareillement àTinfini. 

11 s’ensuit que : Doux droifrs parallèles, dans la première fi- 
gure, ont pour homologues dans la seconde deux droites paral- 
lèles. 

De sorte que : ud un parallélogramme dans la première figure, 
correspond un parallélogramme dans la seconde figure. 


II. — Relations métriques. 

S45. Dans ces figures, les relations métriques se simplifient ; 
elles dérivent de cette propriété principale : 

Deux droites homologues, dans les deux figures, sont divisées 
semblablement par leurs points homologues. 

En effet, a, h, e, d étant quatre points en ligne droite dans la 
première figure, et a\ b', c', c/' les quatre points correspondants 
dans la seconde, on a 


ah 

dh a' h* 

^ d’h' 

ac 

de a‘ d 

• Te' 


Les points à l’infini sur les deux droites étant deux points cor- 
respondants (544), on peut prendre ces points pour d et df et 
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cette relation devient 

ah a' b' 

UC a c 

ce qni exprime ([iie les deux droites sont divisées en parties pro- 
portionnelles ou semhlahleriicnt . 

De là vont résulter d’autres relations importantes. 


5i6. Deux segments pris sur deux droites pnrnlleles, dans la 
première figure, sont entre eux dans le meme rapport ipie les 
deux segments homologues dans la seconde figure. 


En elTct, soient, dans la première figure, les deux segments AB, 
ah {fg. 117 ) sur deux droites parallèles, et dans la seconde figure 
leurs homologues A'IV, lesquels sont aussi parallèles (5il). 
On a 

AB 


U G €i' // a'C' 




AB 
a b 


a b' ’ 


ce qu’il fallait prouver. 


517. Etant prises, dans les deux figures, deux droites fxes ho- 
mologues, les distances de deux points homologues quelcoiKpies 
à ces deux droites, respectivement, sont entre elles dans un rapport 
constant. 


En effet, Téquation précédente s’écrit 

_ ab 
A B' a' b' 


Or, les deux segments AB, ah sont entre eux comme les dis- 
tances des deux points A, a à la droite fixe BC; et pareillement, 
les deux segments A'B', a'h' sont entre eux comme les distances 
des deux points A', a' à la ligne droite fixe B'G'. On peut donc 
dire que le rapport des distances des deux points homologues A, 
A' aux deux droites BC, B'C', respectivement, est égal au rapport 
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des distances des deux points <7, a' aux deux memes droites. Ce 
qui démontre la proposition énoncée. 


III. — Relation entre les aires des figures. 


548. Considérons, dans la première figure, deux parallélo- 
grammes ABGD, nhcd, ayant leurs côtés respectivement parallèles ; 
soient Q, q leurs surfaces, on a 


Q AB. AD 
([ ah . ad 


A ces deux parallélogrammes correspondent, dans la seconde 
figure, deux autres parallélogrammes A'B'G'D', a'idc^ (V ayant 
aussi leurs côtés respectivement parallèles. Soient Q', (( leurs sur- 
faces, on a 

Q' _ A^IV. A^D^ 

(f a! ()' . a' d! 

Or 


ai) a' b' ad 


a a' 


( 54G / . 


Donc 

Q Q (1 

<1 ^ Q 7 

(7cst-à-dire ([uc : 


Si Vo7i prend , dans la première figure, un parallélogramme 
(juelconque ayant ses côtés parallèles à deux axes fixes, l'aire de 
ce parallélogramme sera à V aire du parallélogramme correspon- 
dant dans la seconde figure dans une raison constante. 


549. L’espace compris dans un périmètre de forme quelconque 
peut être considéré comme composé d’une infinité de parallélo- 
grammes infiniment petits, ayant leurs côtés parallèles à deux 
axes fixes. Les aires de ces parallélogrammes seront aux aires des 
parallélogrammes homologues dans la seconde figure dans une 
raison constante. On en conclut que : 

Si, dans les deux figures, on considère deux courbes homo- 
logues, leurs aires seront entre elles dans une raison constante, 
quelles que soient ces deux courbes. 
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Ces propriétés des figures homograpliiques qui ont dcu\ droites 
homologues coïncidentes à Tinfini sont les memes que celles dtî 
deux figures dont Tune est la projection de l’autre. 

IV. — Constnictton analytique des figures. 

5o0. Ayant pris deux systèmes quelconques d’axes coordonnés 
OX, OY et o.r, oj, dans les deux figures respectivement, soient 

AX4-BY4-I“0 et A' X H- B' Y - 1 - i o 

les équations des deux droites de la première figure, et 

ax y- b y y- i o, a' x y~ b' y -y \ r ^ o 

celles des deux droites correspondantes dans la seconde figure. 

Soient X, Y et y les coordonnées de deux points correspon- 
dants des deux figures; les distances de ces deux points à deux 
droites correspondantes, respectivement, sont entre elles dans un 
rapport constant (oi7); de sorte qu’on a les deux équations 

AX -f- BY -f- I — l{ax H- by -f- i), 

A' X -1 - B' Y + I rr_: U ( a\v y. /// H- I ) ; 

d’où l’on tire pour x et j des expressions de la forme 

j:—s(y,X-h^Y y- l), yrr:=^^(y/Xy- S'Y -f- I ) . 

Ces expressions se peuvent déterminera priori. Soient 

aX+^Y-}-I=rO et «'X-h^'Y +1 n::0 

les équations des deux droites qui correspondent, dans la première 
figure, aux axes o.r, oj de la seconde; les distances d’un point iti 
de la seconde figure aux deux axes oy, ox sont proportionnelles 
aux distances du point correspondant, dans la première figure, 
aux deux droites qui correspondent à ces axes. On a donc les deux 
équations 

.r — 3 (aX H- ( 5 Y-t- i), y:=:z^[y!X y- 6 ' Y -h i). 

On simplifie ces formules en prenant pour les axes OX, OY 
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les droites correspondantes aux deux axes oXy On a alors 

§ VI. — Propriétés relatives au système de deux figures homo graphiques 
placées d’une manière quelconque l’une par rapport à l’autre. 

I. — De la courbe (Vintersection des rayons homologues de deux faisceaux 
h omogt a P h iq ues . 

551. La courbe lieu des points d'intersection des rayons homologues de 
deux faisceaux homographiques passe par les centres des deux faisceaux. 

Construction des tangentes à la courbe en ces points. 

Soient O, O' [fig- Ii8) les centres des deux faisceaux; O w, O'tn deux 
rayons honiologucs. Le rayon 00' du premier faisceau rencontre son ho- 
mologue O'il'aii point O'; de sorte que la courbe passe par ce point. 

La tangcnle à la courbe en ce point est précisément le rayon O'ü' ; car, 
si l’on conçoit le rayon du premier fiisrcau Ow infiniment pou incliné 
sur 00', son homologue O'w sera infiniment peu incliné sur 0'Ll\ et le 
point w, intersection de ces deux rayons homologues Ow, O'w, sera le point 
de la courbe infiniment voisin du point O'. La droite O'n', limite de la 
droite O'w, sera donc la tangente à la courbe. c. q. f. p. 

552. La courbe lieu des points d'intersection des rayons homologues de 
deux faisceaux homographiques ne peut ctre rencontrée par une droite 
qu’en deux points réels ou imaginaires. 

Déterminer ces points. 

Les rayons du premier faisceau [fig, 1 19) rencontrent une droite L en 
des points /», c, . . . , et les rayons homologues du second faisceau en 
des points c\ ... ; ces deux séries de points forment deux divisions 

homographiques, et il est évident que les points d’intersection de la courbe 
en question par la droite L sont les points doubles de ces deux divisions. 
Ce qui prouve que la courbe n’est rencontrée par la droite qu’en deux points, 
réels ou imaginaires. 

Ces deux points se déterminent par la construction générale des points 
doubles de deux divisions homographiques (161 et 271). 

553 . 11 résulte de là que l’équation de la courbe, exprimée dans Tun des 
systèmes de coordonnées du Chapitre XXIII, sera du second degré. 
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Réciproquement : Toute équation du second degré repjx^sente une courbe 
lieu des points d’intersection des rayons homologues de deux faisceaux 
h omogra ph iq ues . 

Car, par cinq points de la courbe représentée par l’équation du second 
degré, on pourra faire passer une courbe lieu des points d’intersection des 
rayons homologues de deux, faisceaux homographiques, ayant leurs centres 
en deux des cinq points, et l’équation de cette courbe sera du second degré. 
On aura donc deux équations représentant deux courbes se coupant en cinq 
points, ce qui prouve que les deux courbes coïncident, parce que deux 
courbes du second degré dilfércrites ne peuvent avoir plus de quatre points 
d’intersection . 

Observation, — Si le système de coordonnées est celui dans lequel les 
deux coordonnées d’un point sont les rapports des distances de ce j)oint à 
trois axes fixes (^r85), on en conclut que la courbe lieu des points d’inter- 
section des rayons homologues de deux faisceaux homographiques est le 
lieu d'un point dont les distances a trois axes fixes ont entre elles une relu» 
tion homogène du second degré, 

554-. La courbe lieu des points d'intersection des rayons homologues de 
deux faisceaux homographiques jouit de la propriété que, si autour de 
deux quelconques de ses points on fait tourner deux rayons se coupant 
sut La courbe, ces deux rayons décrivent deux faisceaux homographiques. 

Cela résulte immédiatcincnt du théorème ( V25), relatif à Tliexagone. 

555. Puisque les deux rayons Am, Bm, qui tournent autour de deux 
points fixes quelconques de la courbe, forment deux faisceaux homogra- 
pliiques, les quatre rayons menés du point A à quatre points de la courbe 
ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre rayons menés du 
point B aux quatre mêmes points, et cette égalité a lieu quel que suit le 
point B; de là résulte ce théorème : 

La courbe lieu des points d'intersection des rayons homologues de deux 
faisceaux homographiques jouit de la propriété que les quatre droites 
menées de quatre points fixes de la courbe, à un cinquième point quel- 
conque de la courbe, ont toujours le même rapport anharmonique . 

Réciproquement : Etant donnés quatre poittts fixes non situés en ligne 
droite, si Von demande le lieu d*un point tel, que les quatre droites menées 
des quatre points fixes à ce point xariable aient leur rapport anharmonique 
égal à une quantité constante, le lieu de ce point sera le lieu des points 
d'intersection des rayons homologues de deux faisceaux homographiques. 
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En effet, soient A, B, C, D 120 ) les quatre points fixes donnés, et M 
l’un des poinis qui satisfont à la question; c’est-à-dire que les quatre droites 
MA, MB, MC, MD ont leur rapport anharmonique égal à une quantité 
donnée >. Soient w, /«' les points où les deux droites CM, DM rencontrent 
la droite BC; les quatre points A, B, w, m' ont leur rapport anharmonique 
('gai à > ; on a donc 

km k m . km k m' 

Bm * Bm' Bw Bm' 

Celte équation jirouve que les deux points m, ;// forment deux divisions 
homographiques ; donc les deux droites Cw, Jim' forment deux faisceaux 
honiographiques. Ce qui démontre le théorème énoncé, 

556. Deux courbes dont c/taciirie est le lieu des points d* in ter section des 
rayons homologues de deux faisceaux homographiques peuvent être cou- 
sidérées comme deux figures homographiques dans lesquelles trois points 
quelconques de l'une correspondront respectivement h trois points de Vautre. 

Soient A, B, C [fig^ 121 ) les trois ])oints de la première courbe qui 
doivent correspondre aux trois points A', B', C' de la seconde. Prenons les 
points A et B i)our les centres de deux faisceaux homographiques dont 
les rayons homologues se coupent sur la première courbe; AC et BC seront 
deux rayons homologues, et la relation entre deux autres rayons homologues 
km, Bm sera de la forme 

sium AB ^sinmBA 

a - , — I ^152 . 

sin///AC sinmBC 

Soient pareillement A', B' les centres des deux faisceaux relatifs à la se- 
conde courbe; A'C', B'G' seront deux rayons homologues fixes, et la rela- 
tion entre deux autres rayons homologues A'm', M' m' sera 

, sinm'A'B' sinm'B'A' 

sinm'A'C' sinm'B'C' 

Le point m étant pris arbitrairement sur la première courbe, on peut 
déterminer un point m' de la seconde par les relations 

sinmAB sinm'A'B^ ^sinmBA sin77i'B'A' 

« -7, ~ a ; * C = 

smmAC sinm'A'C' siiimBC sinm'B'C' 

Car les rapports de segments qui déterminent ce point m' satisfont à l’équa- 
tion de la seconde courbe, en vertu de l’équation de la première. Mais ces 
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relations établissent que les deux courbes sont liomograpliiqucs (51^i Le 
théorème est donc démontré. 

557. Nous verrons (580) que deux figures liomograpliiqucs peuvciil 
être jdacces de manière à être la pers[)ectivc Tune de l’autre; par consé- 
quent : 

Deux courbes, dont chacune est le lieu des points d’intersection des rayons 
honm^o^ucs de deux faisceaux homo^raphiques, peuvent être placées de 
manière a être la perspective l’une de V autre; trois points de la première 
devant correspondre à trois points désignés de la seconde. 


558. Les rayons menés de deux points fixes d’un cercle a un troisième 
])oint de la circonférence forment deux faisceaux homographiqiics, ])arce 
que les angles de run sont égaux respectivement aux angles de l’autre; de 
sorte qu’un cercle est une des courbes lieux des points d’intersection des 
layons homologues de deux faisceaux homographiques. Il résulte donc du 
théorème précédent que : 

La courbe lieu des points d'intersection des rayons homologues de deux 
faisceaux homographiques peut toujours être considérée comme la section 
plane d'un cône a base circulaire ; c’est-h-dirc que cette courbe est une sec- 
tion conique, 

Jutre démonstration, — Concevons une droite quelconque L qui ne 
rencontre pas la courbe; et soient a, a' les points où les deux rayons ho- 
mologues km, l^ln rencontrent cette droite. Ces points forment deux divi- 
sions liomograpliiqucs dont les points doubles sont imaginaires, |)uis(|uo la 
droite ne rencontre pas la courbe (552). Donc il existe deux points P et P' 
situés de part et d’autre de la droite, d’où l’on voit tous les segments, tels 
que aaj sous des angles égaux ( 177 ). Concevons un cercle décrit sur PP' 
comme diamètre, dans un plan perpendiculaire à la droite L; d’un point 
(juclconque S de ce cercle, on verra les segments aa! sous des angles égaux. 
Que l’œil reste placé en ce point et que l’on fasse la jierspective de la figure 
sur un j)lan parallèle au plan mené par ce point et la droite L; les deux 
rayons ka,, B a' auront pour perspective deux droites parallèles aux deux 
S <7, Sa', et par conséquent faisant entre elles un angle de grandeur con- 
stante. Donc ces deux droites qui tournent autour de deux points fixes, 
perspectives des deux A, B, se coupent sur un cercle. Donc, la perspective 
de la courbe en question est un cercle. Ce qui démontre le théorème. 
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II. — De la courbe enveloppe des droites qui joignent deux à deux 
les points homologues de deux divisions homogrnphiques, 

559. Quand deux droites L, iJ sont divisées honiographiquernent en deux 
séries de points a, b, c, ... et a', c', . . . \Jig. 122 ) la courbe enve- 

loppe des droites aa', bb', . . . qui joignent, deux h deux, les points homo- 
logues, est tangente aux deux droites \J . 

Trouver les points de contact. 

Soit A le point d'intersection des deux droites L, V; considérons ce 
point comme appartenant à la première division, son homologue A' dans 
la seconde division sera sur la droite L' ; par conséquent, cette droite L' 
ou AA' est une des tangentes à la courbe. 

Son point de contact est le point A'. En effet, si le point a est pris infi- 
niment voisin de A, le j)oint a! est infiniment voisin de A! et la droite aa! 
est la tangente à la courbe, infiniment voisine de la tangente L'. Le point a\ 
intersection de ces deux tangentes, est le point de contact de Tune d’elles. 
A la limite où a coïncide avec A, a! coïncide avec A'. Donc c’est en ce point A' 
qu'a lieu le contact de la droite L'. 

500. Par un point on peut mener^ en général, deux tangentes réelles 
ou imaginaires, à la courbe enveloppe des droites qui joignent deux à deux 
les points homologues de deux divisions homographiques. 

Trouver ces deux tangentes. 

Les droites menées d’un point fixe aux deux séries de points <'/, b, c, ... 
et tt', y , c\ ... des deux divisions forment deux faisceaux liomogra- 
pliiqnes, dont les rayons doubles sont deux tangentes à la courbe; car 
chacun de ces rayons passe par deux jioints homologues dos deux divisions; 
ce qui est la propriété des tangentes à la courbe. 

On conclut de là ([ii’on ne peut mener à la courbe, jiar un point donné, 
que deux tangentes, lesquelles se détermineront comme rayons doubles de 
deux faisceaux homographiques. Ces rayons, et par conséquent les deux 
tangentes, pourront être imaginaires. 

561. Puisque par un point donné on ne peut mener que deux tangentes, 
réelles ou imaginaires, à la courbe envelojipe des droites qui divisent ho- 
mographiquement deux droites fixes, on en conclut que cette courbe est 
de deuxième classe (501); et que son équation exprimée dans le système 
des coordonnées d'une droite est du second degré, c’est-à-dire qu’il existe 
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une équation du second degré entre les rapports des segments — et 

flS 


bS 


[fig. 109) que chaque tangente à la courbe fait sur deux axes fixes SA, 
SB ; OU bien qu’il existe une relation homogène du second degn* entre les 
distances de chacune des tangentes à la courbe à trois points fixes quel- 
conques S, A, B (505). 


Réciproquement : V équation générale du second degié entre les dcu.r 
aKbh 

rapports de segments — > -j-^ jaits sur deux a.r€S jires, représente une 

courbe dont toutes les tangentes forment y sur deu.r tangentes fiæeSy deux 
divi si on s h om ograph i que s. 


Car trois tangentes et les deux tangentes fixes déterminent une courbe 
enveloppe de toutes les droites qui divisent hoinographiquement ces deux tan- 
gentes fixes. Cette courbe aura une équation du second degré (5fil); dom; 
on aura deux courbes représentées rune et l’autre par une équation du se- 
cond degré et ayant cinq tangentes conjmunes. Donc les deux courbes 
coïncident, parce que deux courbes de seconde classe ne peuvent avoir 
plus de quatre tangentes communes. 

Ohscjvatlon, — Si au rapport de segments on substitue coordonnées 
d’une droite les rapports des distances de cette droite à trois points fixes 
(505), on en conclut que : Les droites qui divisent Jioniographiqjiement deux, 
droites fixes Jouissent de la propriété que les dista/iccs de chacune de ces 
di'oitcs à trois points fixes ont entre elles une relation homogène du second 
degré. 


5C2. La courbe enveloppe des droites qui Joignent les points homologues 
de dciir. divisions homographiques Jouit de la propriété que deux quel- 
conques de CCS tangentes sont divisées homographiquement par toutes les 
autres. 

Cela se conclut sans difficulté du théorème (/i-SS) relatif à six droites, 
dont quatre divisent homographiquement les deux autres. 


563. Il suit de là que : La courbe enveloppe des droites qui Joignent deux 
à deux les points homologues des deux divisions homographiques peut être 
considérée comme Venvcloppe d’une droite mobile quiy dans chacune de ses 
positions y détermine sur quatre dtoites fixes quatre points ayant un rapport 
anharrnonique constant. 


Réciproquement : La courbe enveloppe d’une droite mobile qui, dans 
Chasles. — Géom. sup. ^4 
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chacune de ses positions^ rencontre quatre droites fixes en quatre points 
ayant un rapport anharmonique constant , peut être considérée comme l* en- 
veloppe d*unc série de droites qui divisent homographiquement deux droites 

fixes. 

Soient quatre droites fixes A, B, C, D [fig. 123) rencontrées par une 
cinquième M en quatre points a^ h, c, d. Que du ])oint d'intersection O 
des deux droites A, B on mène les deux Or, 0d\ les quatre droites 
A, B, Or, Od auront leur rapport anharmonique constant, quelle que soit 
la droite M, parce que ce rapport est égal à celui des quatre points a, 
h, r, <'/, lequel est constant, par hypothèse: on aura donc 

sin<^Or^ sin^Or ^ sin^Or^ ^ sin<7 0^ 

sin aOd * sin bOd sin ^ O c sin 0 /'Z ’ 

ce qui prouve que les deux rayons Oc, O^Z forment deux fiiisceaux homo- 
graphiques (H9). Par conséquent, les deux points c, d forment sur les 
deux droites fixes C, D deux divisions homographiques ; ce qui démontre le 
théorème énoncé. 


564-, Deux courbes f dont chacune est V enveloppe des droites qui joignent 
les points homologues de deux divisions homographiques, peuvent être con- 
sidérées comme deux figures homographiques, dans lesquelles trois tan- 
gentes quelconques de lUine correspondent h trois tangentes désignées dans 
r autre. 

En effet, soient AB, BG, (]A les trois tangentes de la première courbe, 
et A/ B', B'C', C'A' celles de la seconde courbe qui doivent leur corres- 
pondre. Une quatrième tangente M à la première courbe rencontrera les 
deux AC, BG en deux points a, b qui formeront deux divisions homogra- 
phiques expi imées par la relation 


« !- Ç : 

a A. Z» B 


(129). 


On aura de même, pour la seconde courbe, une équation 

,a^a Jéa 

“ «'A' ^ 


Les deux tangentes a! b' aux deux courbes, respectivement, peuvent 
être liées par les relations 
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car, en vertu de l’équation de la première courbe, les valeurs des rapports 

fl' Cj 

— T’ 77177 données par ces équations satisfont à l’équation de la seconde. 
a A 0 la 

Or ces relations établissent que les deux droites ab, a’ b' enveloppent deux 
courbes homographiques dans lesquelles les trois droites A’ B', B'C', C'A' 
de la seconde correspondent aux trois AB, BC, CA de la première (511). 
Le théorème est donc démontré. 

565. Deux figures homographiques peuvent être placées de manière à 
être la perspective l’une de l’autre (580). Donc : 

Deux courbes dont chacune est V enveloppe des droites qui joignent les 
points homologues de deux divisions homographiques peuvent toujours être 
considérées comme étant la perspective Vune de Vautre^ de manière que 
trois tangentes de la première correspondent respectivement à trois tangentes 
désignées de la seconde, 

566. Les tangentes à un cercle forment sur deux tangentes fixes deux 
divisions homographiques (^). On conclut donc du théorème précédent 
celui-ci : 

La courbe enveloppe des droites qui joignent les points homologues de 
deux divisions homographiques peut être placée sur un cône h base circu- 
laire et est, par conséquent, une section conique. 

Autre démonstration, — Soient a, b, c, ... et a', b\ d , . . . [fig, 124) 
les points des deux divisions formées sur deux droites L, L'. Deux droites 
telles que ab' et cé h se coiqient en un point dont le lieu est une ligne 
droite A (113), et les points où cette droite rencontre les deux L, 1/ sont 
précisément les points de contact de ces deux droites avec la courbe (559). 
J.a droite A rencontre la courbe en ces deux points, de sorte (ju’une partie 
de cette droite est au dehors de la courbe et l’autre dans son intérieur. 
Prenons sur cette droite un jioint O dans l’intérieur de la courbe, de ma- 
nière que les tangentes que l’on voudrait mener par ce point soient imagi- 
naires. 

Cela posé, les droites menées du point O aux deux séries de points 
c, ... et a\ b\ c', ... forment deux faisceaux h()mographiques, et ces 
deux faisceaux sont en invol ution, parce que, si l’on considère le rayon Oa 
du premier, qui a pour homologue dans le second Oa\ comme appartenant 


(*) Cette propriété du cercle sera démontrée dans la IV* Section, Chap. XXVIll, 

§ n. 


24. 
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au second faisceau et étant Qb\ son homologue dans le premier fais- 
ceau coïncide avec Oa'; ce qui suffit pour que les deux faisceaux soient 
en involution (259). Par conse'quent, les intersections des deux faisceaux 
par une même transversale seront deux divisions homographiques en invo- 
lution. Supposons que cette transversale passe par le point A, intersection 
des deux droites L, L', et par le point intersection des deux droites aa' , 
bh' \ et soient y, y' les points où elle rencontre deux rayons homologues Oc, 
Oc' des deux faisceaux. Ce sont ces deux points y, y' qui forment deux divi- 
sions en involution ; et ces deux divisions ont leurs points doubles imagi- 
naires, parce que les deux rayons doubles des deux faisceaux, qui seraient 
les deux tangentes à la courbe issues du point O (560), sont, par hypo- 
thèse, imaginaires. 

Donc il existe deux points P, P', situés de part et d’autre de la trans- 
versale, de chacun desquels on voit chaque segment yy' sous un angle 
droit (210). Que sur PP' comme diamètre on décrive une circonférence 
de cercle dans un plan perpendiculaire à la transversale, et qu’en prenant 
pour lieu de l’œil un point S de cette circonférence on fasse la perspective 
de la figure sur un [dan parallèle au plan mené par le point S et la trans- 
versale, on aura en perspective une courbe (/?g. 125) inscrite dans un lo- 
sange (parallélogramme à diagonales rectangulaires) dont toutes les tan- 
gentes cc' seront vues du p(*int de croisement des deux diagonales sous 
des angles droits. Or on sait que cette courbe est un cercle. Donc, la 
perspective de notre courbe est un cercle; ce qui démontre le théorème. 

567. Il résulte des propositions (558 et 566) que la courbe lieu des 
points d’intersection des rayons homologues de deux faisceaux homogra- 
phiques, et la courbe enveloppe des droites qui joignent deux à deux les 
points homologues de deux divisions homographiques sont identiques, 
puisque ces Jeux courbes sont l’une et l’autre des sections du cône à base 
circulaire, c’est-à-dire des sections coniques. Nous aurions peu de mots à 
ajouter pour prouver que réciproquement toute section conique peut être 
considérée comme étant tout à la fois le lieu des points d’intersection des 
rayons homologues de deux faisceaux homographiques et l’enveloppe des 
droites qui divisent homographiquement deux droites fixes. Mais nous vou- 
lons éviter d’anticiper ici sur la théorie des sections coniques, qui doit faire 
le sujet d’une étude spéciale; par cette raison, nous passons sous silence 
diverses propriétés générales de ces courbes, telles que celles de l’hexagone 
inscrit ou circonscrit, et toute la théorie des pôles, qui se présenteraient ici 
d’elles-mêmes, comme conséquences naturelles et immédiates de nos théo- 
ries du rapport anharmonique et de l’homographie soit de deux séries de 
points, soit de deux faisceaux. 
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III. — Propriétés relatives h deux figures homographîques. 

5G8. Quelle que soit la position de deux, fi gures homographîques, toutes 
les droites de Viine qui passent par un meme point rencontrent respective-- 
ment les droites homologues dans l*autre figure en des points situés sur une 
conique. 

Car ces droites des deux figures forment deux faisceaux homogra- 
phiques (519); donc elles se rencontrent deux à deux sur une conique 

(558). 

569. Quelle que soit la position de deux figures homo graphiques y si l'on 
joint un à un respectivement par des droites des points de la première situés 
en ligne droite aux points homologues de la seconde, toutes ces droites en- 
velopperont une conique. 

Car les points de la première figure étant en ligne droite, leurs homo- 
logues sont sur une seconde droite et les deux droites sont divisées homo- 
grapliiquement. Donc (566), etc. 

570. Dans deux figures homographiques placées d'une manière quel- 
conque, les points de la première qui satisfont a la condition que les droites 
qui les joignent h leurs homologues respectifs, dans la seconde figure, 
passent toutes par un meme point donné, sont situés sur une section co- 
nique, 

La courbe lieu des points en question ne peut être rencontrée par une 
droite L qu’en deux points, parce que, cette droite étant considére'e comme 
appartenant à la première figure, les droites qui joindront ses differents 
points à leurs homologues respectifs envelopperont une conique (560) à 
laquelle on ne pourra mener que deux tangentes par le point donné; de 
sorte qu’il n’existe sur la droite L que deux points qui, étant joints «à leurs 
homologues, donnent deux droites passant par le point donné. Par consé- 
quent, cette droite ne rencontre la courbe en question qu’en deux points, 
réels ou imaginaires; par suite, cette courbe est du second degré ; c’est 
donc le lieu des points d’intersection des rayons homologues de deux fais- 
ceaux homographiques (553) ou enfin une conique (558). 

C. Q. F. D. 

571. Dans deux figures homographiques , les droites de la première 
figure qui jouissent de la propriété de rencontrer leurs homologues respec- 
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tives en des points situés sur une droite fixe donnée sont toutes tangentes à 
une meme section conique. 

La courbe enveloppe des droites en question n’admet que deux tangentes, 
réelles ou imaginaires, issues dVin même point. En effet, les droites de la 
première figure issues d’un même point O rencontrent leurs homologues 
respectives en des points situés sur une conique qui ne rencontre la droite 
donnée L qu’en deux points; il n’existe donc que deux droites de la pre- 
mière figure passant par le point O qui rencontrent leurs homologues res- 
pectives sur la droite L; conséquemment, la courbe en question n’a que 
deux tangentes issues du point O. Il s'ensuit que cette courbe est de seconde 
classe, et, par conséquent, l’enveloppe des droites qui joignent les points 
homologues de deux divisions homographiques ( 561 ), c’est-à-dire une 
conique ( 566 ). c. q. r. n. 

572 . Deux figures hotnographiques étant placées d*une manière quel- 
conque, il existe en général trois points qui, considérés comme apparte- 
nnnt a la première figure^ sont eux-mémes leurs homologues dans ta se- 
conde. 

Deux de ces trois points peuvent être imaginaires, mais le troisième est 
toujours réel. 

En effet, considérons dans les deux figures deux faisceaux homologues 
autour de deux points 0, 0' ; leurs rayons homologues se couperont en des 
points situés sur une conique passant par les deux points O, 0 ' (551 et 
558 ) ; et cette courbe passera évidemment par tout point A où coïncideront 
deux points homologues des deux figures, car les deux droites OA, O' A 
seront deux rayons homologues des deux faisceaux. 

Considérons deux autres faisceaux homologues autour des deux points P, 
P' ; les rayons homologues se couperont encore sur une conique qui passera 
par les points tels que A. Cette conique et la première se couperont en 
général en quatre points, dont l’un est le point d’intersection des deux 
droites OP et O' P', qui sont deux rayons homologues dans chacun des deux 
systèmes de faisceaux homologues. Chacun des trois autres points d’inter- 
section des deux coniques jouit de la propriété d’étre le lieu de coïncidence 
de deux points homologues des deux figures; car, soit w un de ces points 
d’intersection, les droites Om, O'w des deux figures, respectivement, sont 
homologues, parce qu’elles se coupent sur la première conique, et pareille- 
ment les deux droites Pw, P'w sont aussi homologues, parce qu’elles se 
coupent sur la seconde conique. Par conséquent, le point w, considéré 
comme intersection des deux droites Ow, Pw de la première figure, a pour 
homologue le point w lui-même, considéré comme l’intersection des deux 
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droites homologues O'w, P'w dans la seconde figure. Ainsi il est démontré 
qu’il existe en général trois points jouissant de la propriété en question et 
qu’il n’en existe pas un quatrième. Or, quand deux coniques se coujienten 
un point, elles ont nécessairement un second point d’intersection réel; donc 
Tun des trois points en question est toujours réel, les deux autres pouvant 
être imaginaires. Le théorème est donc démontré. 


573. Dam deux figures hoinographiques il existe en général trois droites 
qui, considérées comme appartenant h la première figure, sont elles-nivmes 
leurs homologues dans la seconde figure. 

Deux de ces droites peuvent être imaginaires, mais la troisième est tou- 
jours réelle. 

En effet, prenons deux droites homologues L, L'; les droites qui joignent 
deux à deux leurs points homologues enveloppent une conique (066). 
Cette courbe est tangente à toute droite D suivant laquelle coïncideront 
deux droites homologues; car il est clair que celte droite D rencontre les 
deux L, L' en deux points homologues, ce qui prouve qu’elle est une des 
tangentes à la conique. 

Considérons deux antres droites homologues M, M'; les droites qui 
joignent leurs points homologues enveloppent une seconde conique. Ces 
deux courbes ont pour tangente commune la droite qui joint le point d’in- 
tersection des deux droites L, M au point d’intersection des deux droitesi/, 
M', car ces deux points sont deux points homologues sur L et L', de meme 
que sur Hl et M'. Les deux courbes ont trois autres tangentes communes, 
dont deux peuvent etie imaginaires, mais dont la troisième est toujours 
réelle. Chacune de ces tangentes, étant considérée comme appartenant à la 
première figure, est elle-mcme son homologue dans la seconde figure ; car 
les deux points où une de ces tangentes rencontre les deux droites L, M 
sont les homologues des deux points où cette même tangente rencontre les 
deux droites L', M'. Par conséquent, le théorème est démontré. 


IV. — Où l’on démontre que deux figures homo graphique s quelconques 
peuvent être placées de manière h être homologiques ou perspectives dune 
de l* autre. 

574. Quand, dans deux figures hornographiques, trois points de la pre- 
mière situés sur une même droite coïncident avec leurs homologues res- 
pectifs, U en est de même de tous les autres points de cette droite, et les 
deux figures sont homologiques. 



376 TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. — CHAPITRE XXV. 

Soient a, b, c les trois points de la première figure, situés su • une même 
droite X, qui coïncident avec leurs homologues respectifs a\ //, c'. Il est 
évident qu’un quatrième point quelconque r/, pris sur la même droite, 
coïncide avec son homologue d', puisque les deux séries de quatre points 
ont le même rapport anharmonique (519). 

Il résulte de là que deux droites homologues quelconques dans les deux 
figures se rencontrent sur la droite X. Par conséquent, })our que les deux 
figures soient homologiques, il suffit que les points homologues soient deux 
à deux sur des droites concourantes en un meme point (528). 

Soient a, «' deux points homologues; la droite aa' rencontre Taxe X en 
un point a dans lequel coïncident deux points homologues, comme il vient 
d’être dit. Par conséquent, les deux droites et «'a sont deux droites 
homologues coïncidentes. Soient pareillement 1/ deux autres ]M)ints ho- 
mologues et 6 le phint où la droite bf/ rencontre l’axe X; les deux droites 
Cb, tb' sont deux droites homologues coïncidentes. Le point S, intersec- 
tion des deux droites aa\ />//, est un lieu de coïncidence de deux points 
homologues , car, comme appartenant à la ï)remière figure, il est l’inter- 
section des deux droites et, considéré comme appartenant à la se- 

conde figure, il est rintersection des deux droites homologues a' «, U Le 
point S jouissant ainsi, de meme que chacun des points de la droite X, de 
la projiriélé d’être un lieu de coïncidence de deux jioints homologues des 
deux figures, il s’ensuit que toute droite menée jiar ce ])oint dans Tune 
des deux figures est elle-même son homologue dans Pautre; en d’autres 
termes, la droite qui joint deux points homologues passe par le point vS. 
Donc les deux figures sont homologiques. 

Observation. — Le théorème et la démonstration s’appliquent au cas 
où le centre d’homologie S est à rinfini. 

575. Quand deux figures sont homologiques, si Von fait tourner V une 
d* elles autour de l’axe d* homologie de manière à faire coïncider de nou~ 
veau son plan avec celui de Vautre figure, les deux figures, dans leur nou^ 
velle position relative, seront encore homologiques, mais leur centre d'ho- 
mologie sera diffèrent. 

Cela résulte évidemment du théorème précédent. 

576. Quand, dans deux figures hornographiques, trois droites de la pre- 
mièt'e passant par un même point coïncident avec leurs homologues res- 
pectives, il en est de même de toutes les autr es droites menées par ce même 
point, et les deux figures sont homologiques. 

En effet, soient SA, SB, SC les trois droites de la première figure, pas- 
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sant par un même poinl S, qui coïncident avec leurs homologues SA', SB', 
SC/ dans la seconde figure. Une quatrième droite SD coïncidera évidem- 
ment avec son homologue SD', [)uisqiie les deux séries de quatre droites 
oîit le même rapport anharmonique (510). Ainsi les deux ligures sont 
telles, que leurs points homologues sont d (411 x à deux sur des droites con- 
courantes toutes au nictne point S. Il faut f.iire voir que leurs droites ho- 
mologues se coupent deux à deux sur une même droite qui sera Taxe d’ho- 
mologie des deux figures. 

Soient A, A' deux droites homologues, « leur point d’intersection. C(‘ 
point, considéré comme appartenant à la jiremiêre droite, est lui-ménu' 
son homologue sur la seconde, jiuisque deux points homologues sont en 
ligne droite avec le point fixe S. 

ConsidoTons deux auti'cs <Iroitcs homologues B, B'; leur point d’inter- 
section fjy considéré comme appartenant a la première, est hii-iuémc son 
homologue sur la seconde. Donc la droite aÇ, considéi’éc comme apparte- 
nant à la première figure, est cllc-mcrne son homologue dans la seconde; et, 
puisque deux points homologues sont toujours en ligne droite avec le 
point S, on eu conclut que tous les jioints de la droite c/.C sont eux -mêmes 
leurs homologues. Il s’ensuit fpje deux droites homologues (jueleompu's 
rencontrent cette droite «Ç aux mêmes points; ce qu’il fallait prouve)*. 

577. Q’ia?/d deux Jî^urcs sont hoimdo<^i(incSy si l'on fait tourner Vunc 
d* elles dans son plan autour du rentre ddioniolo^iey ajnvs une rotation 
de \ 8 o‘' les deuæ figures seront cneorc lioniolo^iques, niais avec un n.re d'ho- 
mologie difféi en t . 

Gela ix'sulte immédiatement du théorème précédent. 

578. Deu.r figures homographiques de construction generale peuvent 
toujours être plaeées de manière à former deux figures homologiques. 

Nous disons que les deux figures sont de construction généi’ale, pour 
exclure le cas où elles auraient un système de deux droites homologues 
coïncidentes à l’infini, comme nous l’avons vu ( ). Ce cas, en ce qui 

concerne la question actuelle, sera traité plus loin (SSlit). 

Démonstration, — Qu’on détermine dans la juemicrc figure la droite I 
correspondante à l’infini de la seconde, et dans la seconde la droite J' cor- 
i*espondante à l’infini de la première (513) ; concevons que les deux figures 
soient placées de manière que ces deux droites soient parallèles. 

Un point quelconque e de la droite I a son homologue dans la seconde 
figure situé à l’infini ; par conséquent, toutes les droites passant par le 
point e ont leurs homologues parallèles entre elles, et l’on peut déterminer 
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leur direction. Que Ton mène par le point c, dans la première ligure, une 
droite E parallèle à cette direction, et soit E' la droite correspondante dans 
la seconde figure; les deux droites E et E' sont jiarallèles entre elles. 

Par un autre point / de la droite I, on mènera de meme une autre 
droite V parallèle à son lK)mologue F'. Soient S le j)oint d’intersection des 
deux droites E, F, et S' celui des deux droites E', F'; on placera la seconde 
figure de manière que les deux |)oints S, S' coïncident, ainsi que les deux 
droites E, E' et les deux F, F'. Alors les deux figures seront homologiques 
(‘t leur centre d’homologie sera le point S. 

En effet, la droite menée par le point S parallèlement aux deux droites I 
et J', considérée comme a))partcnant à la première figure, est elle-même 
son homologue dans la seconde figure, parce que deux points homologues 
coïncident en S, et que le point situé à l’infini sur la droite est aussi lui- 
nicme la réunion de deux points homologues dans les deux figures (513). 
Mais les deux droites homologues E, E' coineïdent, et de même les deux F, F'. 
lOonc, d’après le théorème (57()), les deux figures sont homologiques. 


C. Q. F. U. 

Autrement. Après avoir déterminé dans les deux figures les deux droites 
I et J', que l’on mène par deux points homologues a' des droites ()aral- 
lèles à ces deux-là respectivement, lesquelles seront homologues (513), et 
qu’on prenne sur ces droites deux points homologues h, //. Puis, que l’on 
détermine les deux droites homologues «S, «'S' qui font des angles égaux 
avec les deux ah.^ a' b' rcs])ectivenient (153), et sur ces deux droites les 

deux points homologues S, S' tels que le rapport soit égal à (^)j 


qu’on superpose les deux droites aS, «'S' en faisant coïncider les points S, 
S', les deux figures seront homologiques. 

Si l’on veut déterminer directement dans chaque figure la position de la 
droite qui devient l’axe d’homologie, on cherche sur les droites a S, a S' 
les points homologues «, a' tels que S« — S'a' (133). Ces deux points 
appartiennent aux droites cherchées. 

Ainsi l’on peut, sans déplacer les figures, déterminer dans chacune le 
j)oint et la droite qui deviennent le centre et Taxe d’homologie. 


579. Remarque. — Ces deux droites homologues qui, superposées, 


(‘j Soient i et j' les points où les deux droites a S, a' S' rencontrent les deux I et 
J' respectivement; les deux points S, S' seront déterminés par les deux relations 



FIGURES HOMOGRAPHIQUES. 


^79 

forment Taxe d’homologie sont divisées par leurs points homologues en 
parties égales. Ainsi se trouve démontrée cette proposition énoncée précé- 
demment (513), savoir que : Dans deux figures homographiques [de con- 
struction générale] il existe toujours deux droites homologues qui sent 
divisées en parties égales par leurs points homologues. 

Si l’on considère les deux points S, S' des deux figures qui, superpos(*os_, 
forment le centre d’homologie, on peut dire qu*// existe toujours dans les 
deux figures deux faisceaux homologues égau.r et superposables. 

580. Deux figures homographiques étant rendues liomologiques, si Tou 
fait tourner l’une d’elles autour de l’axe d’homologie, elles deviendront on 
perspective (528). Ainsi : 

Deux figures homographiques de construction générale peuvent toujours 
être placées de manière à être la perspective Vane de Vautre, 

581. Nous avons vu que deux quadrilatères dont les sommets se cor- 
respondent deux à deux peuvent être considérés comme appartenant à deux 
figures homographiques (516); par conséquent, le problème que nous 
venons de résoudre relativement à deux figures homographiques doit s’en- 
tendre de deux quadrilatères. Ainsi : 

Deux quadrilatères quelconques [qui ne so/tt pas tous deu.r des para lié- 
logrammes ) dont les sommets se correspondent deux à deux peuvent tou- 
jours être placés, dans leur plan commun, de manière h être homologiques ; 
c'est-à-dire de manière que leurs sommets soient deux à deux sur quatre, 
droites concourantes en un même point, et que leurs côtés homologues se 
coupent deux à deux en quatre points en ligne droite. 

Et les deux quadrilatères peuvent toujours être placés de manière h être 
la perspective Vun de Vautre. 

Nous disons que les deux quadrilatères ne doivent pas être tous deux 
des parallélogrammes, parce que dans ce cas ils appartiendraient à deux 
figures homographiques de construction particulière dont il va être ques- 
tion ci-dessous. 

582. Puisque deux figures perspectives l’une de l’autre sont deux figures 
homographiques et que, réciproquement, deux figures homographiques 
peuvent être mises en perspective, on en conclut que, quand on fait diverses 
perspectives A', A", . . . d’une même figure A sur des plans differents et 
avec des positions de l’œil différentes, deux quelconques de ces figures 
peuvent être placées en perspective. 
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V. — Figures homograpliiqiies dans lesquelles il existe deux droites 
homologues a V infini, 

583. Quand les droites h Vinfini, dans deux figures homo graphique s y sont 
homologues, par ehaque point de Vune des deux figures on peut mener en 
général deux droites telles, que chacune d'elles et son homologue dans 
Vautre figure seront divisées en parties égales par leurs points homologues. 

Ces deux droites peuvent être imaginaires. 

En effet, prenons deux points liomologues O, O' et considérons dans la 
première figure un cercle ayant le point O pour centre. Aux points de ce 
cercle correspondront dans la seconde figure les ])oints d’une ellipse. Cette 
ellipse aura deux demi-diamètres O' b' égaux au rayon du cercle. On 
cliercliera les deux points a, h du cercle corres])ondant aux deux points 
// de l’ellipse. Les deux droites Oa, 0' a' satisferont à la condition de- 
mandée, savoir d’ètre divisées en parties égales par leurs points liomologues 
(545). Il en est de meme des deux droites Oé, 0’ 1/ , Ainsi le théorème est 
démontré. 

Il est clair fpie les droites menées par deux points homologues quel- 
conques P, P' parallèlement soit aux deux 0^7, 0' a' respectivement, soit 
aux deux 0/>>, O' h' , seront aussi divisées en jiarties égales (54G). 

Mais il faut observer que les deux demi-diamètres O'// de l’ellipse 
jieuvent être imagina irCvS, et alors les deux systèmes de droites divisées en 
parties égales n’existent pas. 


584. Étant données deux figures homo graphique s dans lesquelles deux 
droites homologues coïncident a Vinfini, placer ces deux figures de manière 
qiV elles soient hornologiqucs. 

Soient O, O' deux points homologues; on cherchera les deux droites Oa, 
Oh auxquelles coriespondent deux droites O' a', O' V telles que les deux 
O a, O' a' soient divisées en parties égales par leurs points homologues, 
ainsi que les deux Ob, O' h' . On fera coïncider les deux droites Oc/, 0'//'; 
et, dans cette position, les deux figures satisferont à la question , c’est-à-dire 
que toutes les droites qui joindront les points de la première à leurs homo- 
logues respectifs concourront en un même point, lequel sera situé à l’infini. 
Cela résulte du théorème (574). 

Si l’on veut déterminer a priori la direction de ces droites parallèles, il 
suffit de chercher les deux droites homologues qui, menées par les deux 
points O, O', font des angles égaux avec les deux Oa, O' a' (153). 

Ce que nous disons des deux droites O a, O' a! doit s’entendre des deux 
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O b, O' b’ \ de sorte que la question admet en general deux solutions, les- 
quelles peuvent être imaginaires. 

585. Quand deux figures homologiqucs ont leur centre d’homologie à 

l’infini, si Ton fait tourner l’une d’elles autour de Taxe d’homologie, les 
droites qui joignent ses points aux points homologues de la ligure fixe res- 
teront toutes parallèles entre elles. Car, deux droites aa\ bb' [fig, 12 G) (jui 
joignent deux points de la première figure à leurs homologues étant paral- 
lèles, les deux triangles b y b' ont leurs côto's j)roportionnels, et con- 

séquemment, quand la droite '/a' b' tourne autour de l’axe d’homologie yX 
et prend la position y a" b" dans l’espace, les deux triangles uyu", byb” 
sont semblables et leurs côtés aa'\ bb" sont parallèles. Dans cette position, 
les tleux figures sont la projection l’une de l’autre. 

586. Quand deux figures liomograj)hiques ont deux droites homologues 
à rinfini, un parallélogramme dans Tune a pour homologue un parallélo- 
gramme dans l’autre (5^4*4). La question précédente comprend donc la so- 
lution de celle-ci ; 

Étant donnés deux parallélogrammes y les placer de manière que i*un 
soit la projection de l’autre. 

Cela pourra ii’ètre pas possible (584*), mais la question suivante sera tou- 
jours résoluble : 

Étant donnés deux parallélogrammes , en projeter un sur un plan de 
manière que sa projection .soit semblable ci l’autre. 

Au lieu de deux parallélogrammes, on peut ne considérer que les deux 
triangles homologues retranchés par deux diagonales correspondantes. Alors 
011 résout ce problème : 

Étant donnés deux triangles, en projeter un de manière que sa projection 
soit semblable au second. 
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CHAPITRE XXVJ. 


THÉORIE DES FIGURES CORRÉLATIVES. 


§ I. — Définition et construction des figures corrélatives. 

I. 

587. J’appelle figures corrélatives deux figures dans lesquelles 
à des points de Tune correspondent des droites dans l’autre, de 
manière qu’à des points en ligne droite correspondent des droites 
passant par un même point, avec cette condition que le rapport 
anharmonique de quatre points soit égal à celui des quatre droites 
correspondantes. 

Puisque, à des points situés en ligne droite dans la première 
figure correspondent des droites passant par un même point dans 
la seconde, ce point correspond à la droite lieu des points de la 
première figure ; de sorte qu’on peut dire que les deux figures sont 
telles, qu’à un point et à une droite dans l’une correspondent 
respectivement une droite et un point dans l’autre. 

588. Les figures supplémentaires tracées sur la sphère ont des 
relations de construction analogues à celles des figures corréla-- 
tives ; car à un point de l’une correspond un arc de grand cercle 
dans l’autre, de manière qu’à des points situés sur un arc de grand 
cercle correspondent des arcs de grand cercle passant par un 
même point; et le rapport anharmonique de quatre de ces points 
est égal à celui des quatre arcs de grands cercles correspondants. 

Avec ces figures sphériques on forme immédiatement des figures 
planes corrélatives , car il suffit de faire passer par deux figures 
supplémentaires deux cônes ayant pour sommet commun le centre 
de la sphère ; les sections des deux cônes par un plan ou par deux 
plans différents sont évidemment deux figures corrélatives. 
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II. — Construction des figures corrélatives, 

589. Étant pris un triangle ABC {/ig» 127 ) dans le plan d’ une 
Jigiire, si de ses deux sommets A, B on mène à chaque point ni 
de la figure les droites Am, Bm qui forment sur les côtés op~ 

posés les deux rapports de segments puis que Von déter- 

mine sur les côtés Æ'C', B'C' d\in second triangle quelconque 
A'B'C' deux points a', b' formant deux rapports de segments 
tels que Von ait les relations 

. . rtA . a' a va 


X et P étant deux constantes, la droite a' b' appartiendra à une 
figure corrélative de la proposée et correspondra dans cette fi- 
gure au point m de la première. 


Démonstration, — Il s’agilde prouver : i® que, quand des points 
m sont en ligne droite, les droites correspondantes a’b' passent 
par un meme point; 2 ® que quand des droites passent par un meme 
point, dans la première figure, les points auxquels elles donnent 
lieu, dans la seconde, sont situés en ligne droite; 3® que qualr(‘ 
points en ligne droite, dans la première figure, ont leur rapport 
anliarmonique égal à celui des quatre droites correspondantes; et 
4 ® enfin, que quatre droites passant par un meme point dans la 
première figure ont leur rapport anliarmonique égal à celui des 
quatre points qui leur correspondent dans la seconde figure. 

T. Quand des points m sont en ligne droite, on a, entre les deux 

rapports ^9 ^9 la relation du premier degré 


aC 
a A 


-4-e 




(430). 


On a donc entre les deux rapports et ^ 7 ^. la relation 

^ ^ « A b a 


« __ 

À iL Fc”'’ 

équation qui prouve que la droite a' b* passe par un point fixe (452). 
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II. Une droite L étant donnée dans la première figure , le 
point V qui lui correspond dans la seconde est le point par lequel 
passent les droites correspondant aux points de la droite L. 

Donc quand plusieurs droites L passent par un meme point, les 
points qui leur correspondent se trouvent sur une même droite, 
laquelle est la droite correspondante à ce point. 

III. Quand quatre points m sont en ligne droite, leur rapport 
anharmonique est égal à celui des quatre droites qui leur corres- 
pondent. En ellct, les quatre points ni étant en ligne droite, leur 
rapport anharmonique est égal à celui des quatre points a\ or, 
d’après la première des relations (i), celui-ci est égal à celui des 
quatre points mais ce dernier est égal à celui des quatre droites 
a'b^y puisqu’elles passent par un même point. 

IV. Quatre droites L de la première figure, passant par un même 
point, ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points 
qui leur correspondent dans la seconde. En clFet, les quatre droites 
ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points a où 
elles rencontrent le côté AC; celui-ci est égal à celui des quatre 
points a! ^ lequel est égal à celui des quatre points V qui corres- 
pondent aux quatre droites. 

Ainsi la proposition est démontrée dans toutes ses parties. 

Observalions. — Au point a de la première figure correspond, 
dans la seconde, la droite Wa'. Gela résulte des équations (i);car, 
si le point ni est en a sur AG, on a ôG = o, et par conséquent 
ô'B'= o, de sorte que la droite a' b’ passe par le point B'. Pareil- 
lement, au point b correspond la droite A! b' ] par conséquent, à la 
droite ab correspond le point intersection des deux droites B'a', 

Mb\ 

11 s’ensuit qu’aux deux droites Kb, Ba correspondent les deux 
points Z>' et a'] et Ton en conclut qu’aux trois droites AC, BG 
et AB correspondent les trois points B', A! et G', et, par consé- 
quent, qu’aux trois points A, B, G correspondent les trois droites 
B'G', A'G', A'B'. 

Puisque, à la droite ab correspond le point nous pouvons dire 
que la droite qui, dans la première figure, correspond à un point 
de la seconde, se construit par les équations (i), qu’on peut écrire 

aC bC 

aC b'C 
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C’est-à-dire que la droite corrélative d’un point se construit par 
des formules semblables, et avec les mêmes coefficients, dans les 
deux figures. 


590. JL tous les points situés à l'infini, dans une des deux fi- 
gures, correspondent des droites passant toutes par un même 
point. 

En d’autres termes : yi V infini, dans une figure, correspond un 
point dans l'autre figure. 

En effet, si un point m est à l’infini, les deux droites B//^ 
sont parallèles, et l’on a 


et, par suite, 


— 
a A 


bC 


(480, 


I fê i b'W 


équation qui prouve que la droite a'//, correspondant au point 
situé à l’infini, passe par un point fixe (452). Donc, etc. 


591. Aux [)oints situés sur la base AB dans la première figure, 
eorrespondent dos droites passant par le point G' dans la seconde 
figure. Ainsi, à un point g [fig- 128 ) correspond une droite C'^^', 
et, réciproquement, au point de la seconde figure correspond la 
droite Q^g dans la première. Il existe entre les deux points^*', g' la 
relation 

En effet, à un point m situé sur la droite Cg correspond une 
droite a'// qui passe par le point puisque celui-ci correspond 
à la droite Cg. 

Les trois droites qui passent par le point m, dans le triangle 
ABC, donnent la relation 


CUASLES. 


g A aC b b 
g B a A bC 

Géom. suf. 


{3U6). 


25 
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qui devient, en vertu des équations (i), 


rA I ak’ 


1/a 


I a a ‘ b' h' 

Mais, les trois points a', V étant en ligne droite, on a, dans le 
triangle A'B'C', 

= , (sen. 

rt'A' b'C '■ 

Donc 

rA 


ou 

ÿB ^ B' > 




C. Q. V. D. 


592. Les deux constantes X et jtx seront déterminées si Ton 
donne, dans la seconde figure, la droite ou le point qui doit cor- 
respondre à un point ou une droite de la première figure. Cela est 
évident. 

Il s’ensuit que la proposition (589) implique le mode de con~ 
struction des figures corrélatives dans les deux cas où Ton donne, 
dans la figure que l’on veut former, les quatre points qui doivent 
correspondre à quatre droites de la proposée, ou trois points et 
une droite devant correspondre à trois droites et à un point de la 
figure proposée. 


III. — Discussion relative aux équations (i). 

593. Le mode de construction précédent des figures corréla- 
tives repose sur la considération des deux triangles ABC, A'B'C' 
qui appartiennent, respectivement, aux deux figures et dont les 
sommets de ruii correspondent aux cotés de l’autre. On prend pour 
les sommets de l’un des triangles trois points quelconques de la 
figure à laquelle il appartient. On peut choisir ces points de ma- 
nière que dans chacun des deux triangles un sommet ou un côté 
soit à l’infini; ce qui donne lieu à plusieurs cas dans lesquels un 
ou plusieurs segments disparaissent des équations. 

1 ® Si le point G est à l’infini, les équations deviennent 
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Alors la base A'B', dans la seconde figure, passe par le point qui 
dans cette figure correspond à l’infini de la première. 

2 ° Le point G' correspond à la droite AB de la première figure; 
si cette droite passe par le point auquel correspond l’infini de la 
seconde figure, le point G' sera à l’infini et les équations seront 


ak = 





b'B'' 


3° Si les deux points A, B sont à l’infini, les équations devien- 
nent 


J_ ^ ^ 1 _ b'C 

aC~ a fi!' hC~'^b'W' 


Le point G' est le point de la seconde figure qui correspond à l’in- 
fini de la première. 

4° Si le point G est lui-méme le point de la première figure cor- 
respondant à l’infini de la seconde, A'B' sera à l’infini, et les équa- 
tions deviennent 


I 


lut’ a, 


bC 


^:zu,b'a. 


5® Le point G peut être à l’infini, ainsi que la base A'B'. On a 
alors 

ak-z\.a'C\ bBz=z^,b'C\ 

Ges difi’érentes formules s’appliquent à deux figures corrélatives 
quelconques. 


594. Dans les équations (i), on peut remplacer un rapport de 
deux segments par un rapport de sinus, par exemple le rapport ^ 

U Cj 


, sinrtBA ,, • 1 

par le rapport > comme nous 1 avons vu au sujet des ligures 

homographiques (514). Il s’ensuit que l’on peut supposer la droite 
AG à l’infini, et de même de BG et des deux droites A'G', B'G' de 
la seconde figure. 


IV. — Cas particulier, 

595. Si le point de la seconde figure qui correspond à l’infini 
de la première est lui-même à l’infini, on peut prendre ce point 

25. 
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pour le sommet C' {Jig- 129) ; la base AB du premier triangle sera 
à l’infini, et l’on aura 

\ F 

Considérons la première relation, et remplaçons-y le segment a G 
par la distance du point m à l’axe CB; on aura 

nip rzz V . a' A ! , 

ce qui exprime que : 

Quand le point de la seconde Jîguve qui correspond à V infini 
de la première est lui~méme à l infini, si Von prend dans la se- 
conde figure un axe dirigé 'vers ce point à l’infini et sur cet axe 
un point fxe A', puis dans la première figure la droite CB cor- 
respondante à ce point A', 

Le segment A' a' qu’une droite quelconque de la seconde figure 
fait sur l’ axe à partir du point A' est à la distance du point cor- 
respondant, dans la première figure, à la droite fixe CB corres- 
pondant au point A', dans une raison constante. 


§ II. — Développements relatifs aux propriétés métriques des figures 
corrélatives. Nouvelle définition de ces figures. 

I. 

596. La propriété fondamentale de laquelle dérivent toutes les 
relations métriques de deux figures corrélatives est celle que nous 
avons énoncée dans la définition de ces figures, savoir, que : Quatre 
points en ligne droite dans une figure ont leur rapport anhar- 
rnonique égal à celui des quatre droites corrélatives. 

Il résulte de là que : Quand des points sont en ligne droite dans 
une figure, les droites qui leur correspondent dans l'autre figure 
rencontrent cette droite en des points qui forment, avec les pre- 
miers, deux divisions homographiques. 

597. D’où l’on conclut que : 

Sur une droite il jr a, en général, deux points [réels ou irna- 



FIGURES CORRÉLATIVES. 


389 

ginaires) tels, que leurs droites corrélatives passent par ces points, 
eux-mêmes, respectivement. 

Et, par un point on peut mener, en général, deux droites 
{^réelles ou imaginaires) passant par leurs points corrélatifs res- 
pectifs, 

598. Considérons quatre points en ligne droite c, m dans 
la première figure et les quatre droites correspondantes A, B, C, 
M dans la seconde; on aura 

am ^ ac sin ( A,1M) ^ sin (A,C) 

bin * bc sin ( B, M ) * sin ( B, C ) 
ou 

am sin(A,M) ^ sin ( A, C) 

bm sin(B,M) [_^c * sin (B, G) 

La quantité entre parenthèses est constante quel que soit le point 
m\ écrivons donc 

am ^ sin ( A,M) 

bm sin(B,M) 

Si Ton conçoit dans la première ligure une droite passant par 
le point m, le point corrélatif dans la seconde figure sera sur la 

droite M, et sera le rapport des distances de ce point aux 

deux droites fixes A, B. L’équation exprime donc que : 

Etant pris deux points fixes a, b dans une figure et les deux 
droites correspondantes A, B dans la figure corrélative, le rap- 
port des segments faits par une droite quelconque de la première 
figure sur ab sera au rapport des distances du point qui corres- 
pond à cette droite aux deux droites A, B dans une raison con- 
stante. 

599. Le rapport des segments faits sur ah par une droite est 
égal au rapport des distances de cette droite aux deux points b. 
De sorte qu’on peut dire que : 

Étant pris deux points fxes dans une figure et les deux droites 
correspondantes dans la figure corrélative, le rapport des dis- 
tances d'une droite quelconque de la première figure à ces deux 



TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. — CHAPITRE XXVI. 


390 

points sera au rapport des distances du point cojTespondant de 
la seconde Jigure y aux deux droites fixes, dans une raison con- 
stante. 

600. Dans ce tliéorcine, Tune des deux droites fixes peut être à 
l’infini, et la distance d’un point à cette droite disparaît de l’équa- 
tion comme si elle devenait égale à l’unité, ainsi que nous l’avons 
vu souvent. Il en résulte que : 

Etant données deux figures corrélatwes, la distance d*un point 
quelconque de V une à U7ie droite fixe est au rapport des dis- 
tances de la droite correspondante dans Vautre, aux deux points 
fixes dont V un correspond à la droite fixe et Vautre à Vinfni de 
la première figure, dans une raison constante. 

601. Dans le théorème (S99), on peut supposer le point h à 
l’infini ; le segment hm disparaîtra et le premier membre de l’équa- 
tion sera simplement atn. Donc : 

Quand deux figures sont corrélatives, le segment qu une droite 
quelconque de la première fait sur un axe à partir d'un point 
fixe est au rapport des distances du point qui correspond à cette 
droite dans la seconde figure, aux deux droites correspojidant 
au point fixe et au point situé à Vinfni sur V axe de la premièî'e 
figure, dans une raison constante. 

602. On peut prendre pour le point fixe de la première figure 
le point qui correspond à l’infini de la seconde; la distance d’un 
point de la seconde figure à cette droite située à l’infini disparaît 
de l’équation, et l’on a ce théorème : 

Dans deux figures corrélatives, étant pris le point 1 de la pre^ 
miè/e qui correspond à V infini de la seconde, et étant mené par ce 
point un axe fixe, puis étant prise, dans la seconde, la droite qui 
correspond au point de la première situé à V infini sur cet axe, 
le segment quune droite quelconque de la première figure fera 
sur V axe fixe à partir du point I sera à la valeur inverse de la 
distance du point correspondant, dans la seconde figure, à la- 
droite fixe correspondant à V infini de V axe fixe, dans une 
raison constante. 
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II. — Nouvelle définition des figures corrélatives, 

603. D'après le théorème (599), on peut donner celte défini- 
tion des figures corrélatives : 

On appelle figures corrélatives deux figures telles, qu aux 
points de V une correspondent des droites dans Vautre, de inu’- 
nière que les rapports des distances de chaque point de la pre- 
mière figure à trois droites fxes soient aux rapports des dis- 
tances de la droite correspondante à trois points fixes dans des 
raisons constantes , 

Cette définition, qui a toute la précision mathématique dési- 
rable, puisqu’elle n’implique aucune condition superflue, se prête 
néanmoins sans grande difficulté à la démonstration des équa- 
tions ( 1 ) et des diverses propriétés des figures corrélatives. 

604. Cas divers, — On peut prendre l’une des deux droites 
fixes de la seconde figure à l’infini; la distance d’un point à cette 
droite disparaîtra des relations entre les deux figures, comme si 
cette distance était devenue égale à l’unité. 

De même, on peut supposer que l’un ou deux des trois points 
fixes dans la première figure soient à l’infini dans des directions 
données. Alors on substituera au rapport des distances d’une 
droite à deux points le rapport des segments que celte droite fait 
sur celle qui joint ces deux points, et, si l’un de ces points est à 
l’infini, le segment qui s’y rapporte disparaîtra de l’équation, 
comme s’il était devenu égal à l’unité. 

Ainsi, par exemple ; Si les distances d'un point à deux axes 
fixes sont proportionnelles respectivement aux segments faits 
par une droite sur deux autres axes fixes quelconques, à partir 
de leur point de rencontre, le point et la droite appartiendront à 
deux figures corrélatives , 

§ in. — Expression analytique des figures corrélatives. 

1 . — Équation de la droite correspondant a un point donné, 

605. Étant données les coordonnées d’un point d’une figure, 
nous nous proposons de trouver l’équation de la droite qui cor- 
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respond à ce point dans une figure corrélative. Pour cela, nous 
nous servirons des relations établies par le théorème (599) con- 
cernant les distances d’un point quelconque à deux axes fixes et 
celles de la droite corrélative aux deux points correspondant à 
ces axes. 

Soient 

ax -f- hy 4- I r— : O, 
a' X -h V y 4- 1 r-_ O, 
a" X H- b" y -f- 1 rr: o 

les équations de trois droites fixes dans la première figure, et j 
les coordonnées d’un point m de cette figure. Les rapports des 
distances de ce point aux trois droites sont 

nx + b y 4- T a X V y 4 - 1 

" a'\T 4- h" y 4- I ^ ^ d” X 4- b" y -4- l ' 

e et cp étant des constantes indépendantes des coordonnées du 
point w. 

Soient X', Y'; X", Y" et X'", Y"' les coordonnées des trois points 
fixes qui, dans la seconde figure, correspondent aux trois droites 
de la première, ces coordonnées se rapportant à deux axes quel- 
conques qui peuvent être différents des deux axes coordonnés de 
la première figure ou les mêmes; et soit 

AX 4- lîY 4- 1 — O 

l’équation de Ja droite correspondant dans la seconde figure au 
point m de la première. Il s’agit de déterminer les paramètres A 
et B pour que cette droite enveloppe une figure corrélative à la 
proposée. 

Les rapports des distances de cette droite aux trois points fixes 
sont 

AX' 4- BY' 4- 1 AX" 4- BY" 4 - t 
'‘aX"'+BY"'-+-i’ AX" -h BY'" 4- 1 ’ 

On a donc (599) 

ax -\-hy AX' 4 - BY' -f- i 

a» X 4- 4- 1 ~ ^ AX'"-f-BY'"-}- I ’ 

a' X 4- J 4- 1 _ AX" 4- BY" 4- 1 
a" X + b’’ y + I — AX'" 4 - BY" H- i ’ 

7. et jÂ étant deux constantes déterminées. 
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De ces deux équations on tirera les valeurs de A et B, et on 
les substituera dans l’équation de la droite. Ces valeurs sont de la 
forme 

__ 4 - -h 7 _ a'.r + g'j -h 7' 

4. 4- 7" ’ ~ a" .r -h 6" j 7" ‘ 

L’équation de la droite est donc 

a.r4-ej'4-7 ^ ^ e'j -f-7' ^ 

// ^ Êt 1 ft // * • ® • C3 

a .r -f- 6 -f- 7 « -+- 6 J' -h 7 

ou 

(a) [c.T -h ej -h y]X -h- {ce' .V -h e'j' -h y']Y -h {cc" -h fyy -h y" } = O. 

Ainsi : Quand deux figures sont corrélatives, r équation d'mie 
droite dans Vune des figures contient au premier degré les 
coordonnées du point correspondant à cette droite dans Vautre 
figure, 

606. Réciproquement : Quand V équation dé une droite contient 
au premier degré les coordonnées d'un point, si ce point est mo- 
bile et décrit une figure, la droite enveloppera une figure cor- 
rélative. 

En effet, soit 

(a.r -I- -f- 7 ) X - 4 - (a'.r H- 6'j -l- 7^) Y -f- (a".r -J- 6"^ 4- 7"] — o 

l’équation de la droite M dont les coordonnées courantes, rap- 
portées à deux axes OX, OY, sont X et Y, et dans laquelle y 
sont les coordonnées d’un point variable appartenant à une figure 
donnée, coordonnées relatives à deux axes ox^ oy qui peuvent 
être différents des deux OX, OY, ou les mêmes. 

La droite M fait sur les deux axes OX, OY deux segments dont 
les valeurs sont 

_ -4- y" _ oé'x -f- ey 4- y" 

(AJC 4- 4- 7 ^ (x' X 4 - &jr -h 7 ' 

Or ces quantités sont proportionnelles aux rapports des distances 
du point (^, 7 ) à trois droites fixes ayant pour équations 

«X - 4- 67 4 - 7 = O, a'x 4- ê '7 4- 7 ' = O, U," X -h X 7" ^ 
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Donc, d’après ( 604 ), quand le point (x, décrit une figure, la 
droite M enveloppe une figure corrélative dans laquelle le point O, 
intersection des deux axes OX, OY, correspond à la droite qui a 
pour équation 

«".r + 6"/ 4- /' = O, 

et les points à l’infini, sur ces deux axes, correspondent aux deux 
droites qui ont pour équations 


aæ 4- 4 - y r- o et a'.r 4-64-4-7 — - o. 

607 . 11 serait facile de démontrer directement, au moyen de 
l’équation de la droite mobile, que la figure enveloppe de celte 
droite jouit, par rapport à celle que décrit le point (44 j} ), de toutes 
les relations qui ont lieu entre deux figures corrélatives. Par 
exemple, démontrons que, quand le point (.r, 4 ) décrit une droite, 
la droite M [)assc toujours parmi meme point. 

Soit 

Jj.r 4 - Mj' 4 - 1 : - O 

l’équation de la droite décrite par Ic.point [Xfj), 

L’équation de la droite M se met sous la forme 

( «X 4- a' Y 4 - a" ) .r 4- ( SX 4 - 6' Y 4- 6" )x 4. ( y X 4- 7' Y 4- 7" ) = o. 

On voit immédiatement que le point dont les coordonnées X, 
Y sont données parles deux équations 

«X 4 -a' Y 4 - L (7X 4- /Y 4 - 7"), 

ex 4 - e'Y 4- t"—M{yX 4 - 7' Y 4- y") 

est situé sur cette droite; en effet, ces coordonnées satisfont à son 
équation, car elles la ramènent à 

L.r 4 - My 4-1 — 0, 

équation identique, puisque l’on suppose que le point {oc^y) déerit 
la droite représentée par cette équation. Donc, quand le point 
(x,4") décrit une droite, la droite M passe par un point fixe. 
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§ IV. — Propriétés des figures corrélatives. 


608. Quand trois points K, B, (Zd\ine figure ont chacun pour 
droite correspondante dans la figure corrélative la droite qui 
joint les deux autres. 

Ces trois points, considérés comme appartenant à la seconde 
figure J ont pour droites corrélatives dans la première les mêmes 
droites; 

Et il en est de même de tout autre point, c est-à-dire que tout 
point, étant considéré comme appartenant successivement aux 
deux fiigures, a la même droite corrélative dajis les deux cas. 

En effet, A, B, C {fg- i3o) sont, par liypollièse, trois points de 
la première fij'iire, et les trois droites BC, CA, AB sont les droites 
correspondant à ces points, respectivement, dans la seconde 
figure. Donc le point A, considéré comme intersection des deux 
droites AB, AC de la seconde ligure, et par conséquent comme 
point appartenant à cette figure, a pour droite corrélative dans la 
première figure la droite BC qui joint les points C et B, qui dans 
la première figure correspondent aux deux droites AB, AC de la 
seconde. Ainsi la première partie du théorème est prouvée. 

Soit un point m de la première figure; on détermine la droite 
correspondante dans la seconde figure en menant les deux droites 
mhy mB et en prenant 


ak 


. rt'C ^ _ //C 

‘’iTÂ’ 'bc~^Vü 


(589); 


a' U est la droite cherchée. 

Si le point m est considéré comme appartenant à la seconde 
figure, on détermine la droite correspondante de la première 


par les formules 





ak 

,«c 

bB 

ec 



bC 


Donc 


aC 

a'C 

ec 

eB 



ak 

Vk 


//C 


Donc les points «, ê coïncident avec a', U . Donc la droite a U est 
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la droite correspondant au point m de la seconde figure ; ce qui 
prouve la seconde partie du théorème (^). 

609. Quand on a deux figures corrélatives placées d’une manière 
quelconque dans un meme plan, si l’on considère chaque point m 
de ce plan comme appartenant successivement aux deux figures, il 
lui correspond deux droites dans les deux figures respectivement. 
Si le point m décrit une figure quelconque, les deux droites enve- 
lopperont deux fleures liomo graphiques entre elles. 

Car il est évident que ces deux figures auront entre elles toutes 
les relations qui caractérisent les figures homographiques. 

610. Il suit de là que : 

Si deux figures corrélatives sont telles que quatre points de 
leur plan, considérés comme appartenant à Vune ou à V autre, 
aient toujours les memes droites corrélatives, il en sera de même 
pour tout autre point. 

Car les deux figures donneront lieu à deux figures homogra- 
phiques qui auront quatre points communs et qui, par consé- 
quent, coïncideront entièrement. 

611. On conclut encore de ces considérations que : 

Deux figures corrélatives étant placées d'une manière quel- 
conque, V une par rapport à l'autre, il existe en général trois 


(*) On peut encore considérer la droite a' b* comme appartenant à la première 
figure, et chercher le point qui lui correspond dans la seconde. 

Pour cela, on détermine sur AC et BC les deux points a", par les équations 

a'C 

Les droites kb" et Ba" correspondent aux deux points a\ b', et leur point d’intersec- 
tion est celui qui correspond, dans la seconde figure, à la droite a' b' de la première. 
Or ces deux équations, comparées aux deux 

^ 


prouvent que les deux points a” et b" coïncident avec les deux a, de sorte que le 
point cherché coïncide avec le point m. c. o. f. p. 
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points dont chacun a la même droite corrélative dans les deux 
figures. 

Deux de ces points peuvent être imaginaires, mais le troisième 
est toujours réel, 

612. Etant données deux figures corrélatives, les points de la 
première qui jouissent de la propriété que les droites qui leur 
correspondent dans la seconde figure passent par ces points eux- 
mêmes (597) sont situés sur une courbe du deuxième ordre, et 
ces droites enveloppent une courbe de deuxième classe^ 

En effet, d’après le théorème (597), la courbe lieu des points 
en question sera telle, qu'une droite la reneontrera toujours en deux 
points (réels ou imaginaires); ce qui prouve qu’elle est du deuxième 
ordre; et la courbe enveloppe des droites correspondant à ces 
points est telle, que par un point on ne peut lui mener que deux 
tangentes (réelles ou imaginaires) ; ce qui prouve que cette courbe 
est de deuxième classe (501 ). 

613. Placer deux figures corrélatives données de manière 
que chaque point de leur plan, considéré comme appartenant à 
V une ou à Vautre, ait la même droite corrélative dans les 
deux cas, 

11 suffit, d’après le théorème (608), que cette condition ait lieu 
pour trois points du plan des deux figures. 

Soient O [jig- i3i) le point de la première figure qui corres- 
pond à l’inliiii de la seconde, et O' le point de cclle-çi qui corres- 
pond à l’infini de la première figure. 

Soient les droites x\, B, . . . passant par le point O dans la pre- 
mière figure, ///, /ij , , . leurs points à l’infini. A ces points cor- 
respondent dans la seconde figure les droites M', N', . . . passant 
par le point O'; et aux droites A, B, . . . correspondent les points 
a', b\ ... situés à l’infini sur ces droites M', JN', . . . (Ces points 
sont à l’infini parce que les droites A, B, . . . passent par le point O ; 
et ils sont sur les droites M', N', . . . parce que les droites A, B, . . . 
passent par les points m, n, . . . ). 

Quatre droites M', N', ... ont leur rapport anharmonique égal 
à celui des quatre points m, n, . , ,, et par conséquent à celui des 
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quatre droites A, B, .... Donc les droites A, B, ... et les droites 
M', N', . . . forment deux faisceaux homographiques. 

Les deux droites A et M' qui se correspondent dans ces deux 
faisceaux étant prises arbitrairement, on cherchera les deux B et N' 
qui font avec A et M', respectivement, des angles égaux (153), et 
Ton placera les deux faisceaux de manière que N' et M' coïncident 
respectivement avec A et B, et par conséquent n et m avec a' et 
y. Alors chacun des trois points n, O aura pour droite corré- 
lative dans les deux figures la droite qui joint les deux autres. Par 
conséquent, tout autre point du plan des deux figures aura la 
même droite corrélative dans Tune et dans l’autre. Ainsi le pro- 
blème est résolu. 

Observation. — Cette question et surtout celle où il s’agit de 
placer en perspective deux figures homographiques (578) ou sim- 
plement deux quadrilatères quelconques présenteraient des diffi- 
cultés de calcul si l’on voulait les traiter par l’analyse, c’est-à-dire 
parla doctrine des coordonnées. La Géométrie, au contraire, qui 
a dû entrer dans le détail des propriétés intimes des figures, y a 
trouvé tous les éléments nécessaires pour la solution des deux 
questions. 
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CHAPITRE XXVII. 

DES APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES FIGURES HOMOGRAPHIQÜES , ET DK 
CELLE DES FIGURES CORRÉLATIVES, REGARDÉES COMME MÉTHODES DE DÉ- 
MONSTRATION. 


§ I. — Considérations sur l’usage des deux méthodes. 

Principe de dualité. 

61 4-. La théorie des figures homographiques offre une méthode pour 
transformer une figure en une autre du même genre et appliquer à celle-ci 
les propriétés de la première, comme on fait par la perspective et la projec- 
tion d’une figure plane. Ainsi, par exemple, on change un quadrilatère de 
forme quelconque en un parallélogramme, une section conique en un cercle, 
meme avec certaines conditions relatives aux autres parties de la figure ; plus 
généralement une section conique en une autre, de manière qu'à deux 
points donnés dans l’intérieur de la première correspondent dans la se- 
conde des foyers de celle-ci, etc. Ces transformations donnent le moyen 
d’appliquer à une figure les propriétés d’une figure plus simple et de géné- 
raliser ainsi des vérités connues; ou bien, un problème étant proposé à 
l’égard d’une figure, on cherche à le résoudre sur la plus simple des figures 
transformées. 

615. Les figures corrélatives ont un tout autre caractère. Avec une figure 
donnée, on en forme une seconde qui est, en général, d’un genre différent, 
puisqu’à des points de l’une correspondent des droites dans l’autre, et 
réciproquement. Aux propriétés de la première figure correspondent des 
propriétés de la seconde, qui dérivent des premières, en vertu des relations 
générales qui ont lieu entre deux figures corrélatives. 

De là résulte une dualité constante dans les théorèmes de Géométrie 
plane , nous pouvons dire dans les propriétés de l’étendue en général, car 
celte dualité a lieu aussi dans les figures à trois dimensions, où ce sont des 
plans qui correspondent à des points et des droites à des droites (^). (*) 


(*) Aperça historique, etc., p. 
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616. C’est la théorie des pôles dans le cercle et les sections coniques qui 
a donné lieu à ces transformations de figures et à l’idée d’une dualité per- 
manente en Géométrie. On a d’abord fait quelques usages partiels de cette 
correspondance entre un point et la droite appelée polaire dans les sections 
coniques; c’est ainsi, par exemple, que Brianchon a conclu du théorème 
de Pascal sur l’hexagone inscrit à une conique son beau théorème sur 
l’hexagone circonscrit. H suffisait de remarquer que les pôles des côtés de 
l’hexagone inscrit sont les sommets d’un hexagone circonscrit. Mais c’est 
Poncelet qui a montré le premier que dans ces faciles procédés de dé- 
monstration se trouvait une méthode générale qui pouvait s’appliquer à 
une foule de propriétés de l’étendue, particulièrement à toutes les propriétés 
descriptives, méthode qu’il a appelée Théorie des polaires réciproques (^). 
Quelques géomètres ont ensuite eu l’idée d’un principe de dualité; toute- 
fois, il faut observer que la méthode de Poncelet, la Théorie des polaires 
réciproques^ était la seule qui servît alors aux transformations et par la- 
quelle on pût justifier ce principe de dualité. 

Cependant il existe divers autres procédés particuliers de transforma- 
tion, constituant des théories analogues à celle des polaires et donnant lieu 
de même au principe de dualité (^). 

Mais ces divers procédés particuliers, que nous n’avons point à étudier 
ici, sont cornpi is soit dans la théorie analytique des figures corrélatives (605) 
étendue aux trois dimensions (^), soit dans le mode de construction géné- 
rale de ces figures, qui nous a conduit au développement de leurs propriétés 
et à la solution de cette question : Étant données quatre droites qui doivent 
correspondre à quatre points désignés d'une figuic, construire la figure 
corrélative ; (piestion qui implique le point do vue le plus général sous 
lequel on puisse considérer les figures corrélatives. 

617. On peut remarquer des exemples continuels de la dualité dont nous 
parlions tout à l’heure dans les diverses théories et les propositions isolées 
que renfci'ine cet Ouvrage. 

Ainsi, aux divisions homograjihiques sur des droites correspondent des 
faisceaux homographiques, et les propriétés relatives à ces faisceaux se 
peuvent conclure de celles des divisions. 

Aux côtés et aux diagonales d’un quadrilatère correspondent les sommets 

(‘) Voir Mémoire sur la Théorie géitéi ale des polaires réciproques^ inséré dans le 
Journal de Mathématiques de Crelle, t. IV. 

(*) Voir Aperçu historique, etc., p. 2^4-228, 006-687. 

(•) Mémoire de Géométrie sur deux principes généraux, la Dualité et l’Homogra- 
phie {Aperçu historique, etc., p. 573-694). 
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et les points de concours des côtés opposés du quadrilatère corrélatif; aux 
six points dans lesquels une transversale rencontre les quatre côtés et les 
deux diagonales du premier quadrilatère correspondent, dans le second, 
les six droites menées d’un meme point à ses sommets et aux points de 
concours de ses côtés opposés; les six points du premier quadrilatère sont 
en involution ; donc les six droites du second sont aussi en involution. Et 
ainsi de la plupart des autres théorèmes. 

618. Il serait donc possible de conclure, en vertu de cette dualité con- 
stante, une moitié à peu près de nos propositions de l’autre moitié, sans 
nouveaux frais de démonstration. 

Toutefois nous n’avons pas procédé de cette manière; il faut en dire ici 
le motif. 


§ II. — Pourquoi l’on ne fait pas usage, dans le cours de cet Ouvrage, 
des méthodes de transformation. 

619. Comme nous venons de le dire, les méthodes de transformation 
qui constituent des théories analogues h celle des pôles et des polaires ont 
conduit à l’idée du j)riticipe de dualité en Géométrie. Ces méthodes de 
transformation sont commodes ])()ur déduire d’un théorème déjà connu 
un autre théorème, ou, j)lus généralement, d’une théorie deqà connue une 
autre théorie. Mais, dans un Ouvrage qui a pour but le développement 
systématique des différentes parties de la Géométrie, il faut faire pénétrer 
le principe de dualité dans les éléments mêmes et donner des méthodes 
générales qui soient également propres à démontrer deux propositions cor- 
rélatives, C’est ce que nous avons fait ici; et l’on remarquera que le prin- 
cipe de dualité apparaît dès les commencements dans la considération du 
rapport anharmonique de quatre points en ligne droite d’une part et de 
quatre droites concourantes d’autre part. On pourra ainsi, dans tout le 
cours de l’Ouvrage, suivre le développement des propositions corrélatives, 
comme nous l’avons déjà dit (617). 

Nous avons, de cette façon, formé un ensemble de propositions consti- 
tuant, ])ar leur enchaînement naturel, des théories et un corps de doc- 
trine susceptibles d’applications fécondes dans toutes les parties de la Géo- 
métrie. 

Il nous a fallu démontrer directement chacune de ces propositions, les 
unes au moyen des autres, par les propres ressources que peuvent offrir 
les théories auxquelles elles se rapportent. C’était une condition à laquelle il 
fallait s’astreindre pour constituer ces théories, et cette marche paraît d’au- 
Chasles. — Géorn. siip. 26 
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tant plus nécessaire, que, en général, il ne suffit pas de savoir (ju^une pro- 
j)osition est vraie j)our qu’on puisse en faire un usage utile en Mathéma- 
tiques : il faut encore connaître toutes ses dépendances avec les diverses 
propositions qui se rattachent au même sujet. Quand cet enchaînement est 
mis à nu, tout devient ficile, et il est même rare que l’on ne jmisse pas 
démontrer une même proposition de bien des manières, car on y arrive par 
toutes celles qui la touchent de quelque coté. C’est là un critérium qui 
permet d’appn'cier jusqu’à quel point on a pénétré dans le sujet que l’on 
traite et combien il peut encore laisser à désirer. 

620. Nous ne ferons donc point usage, dans le cours de cet Ouvrage, do 
la théorie des ligiiies corrélatives. A l’égard de celle des ligures liomogra- 
phiques, on peut faiie les mêmes remarques. 

D’une manière générale, si l’on a découvert un théorème j)ar Tune ou 
l’autre de ces deux méthodes, on pourra trouver une démonstration di- 
recte de ce théorème en appliquant la méthode de transformation à rune 
des démonstrations du théorème que l’on a transformé. 

621. Ces considérations suffisent [)our montrer pourcpioi nous avons 
dû ne pas faire usage des méthodes de transformation dans l’Ouvrage 
actuel, eu égard au but que nous nous y proposions, comme nous 
l’avons dit. 

En se privant du secours de ces méthodes, on se crée parfois des diffi- 
cultés; mais ce n’est pas sans utilité, parce que l’obligation de démontrer 
par les ressources naturelles du sujet certaines propositions qui auraient pu 
se conclure des méthodes de transformation met toujours sur la voie de 
beaucoup d’autres vérités qui accroissent souvent d’une manière inattendue 
et fort propice le sujet que l’on traite. 

La théorie des sections coniques surtout peut fournir de nombreux 
exemples très-propres à justifier la marche que nous nous sommes cff’orcci 
de suivre invariablement. Dans ces courbes, il y a à considérer leurs points 
et leurs tangentes; à une pro[)riété relative à des points correspond une 
propriété relative aux tangentes. Mais jusqu’ici ce sont principalement les 
propriétés relatives aux points que Ton a étudiées, parce que ce sont celles 
qui se prêtent le plus aisément aux applications de la Géométrie analytique, 
et l’on a négligé, en général, les propriétés j^elatives aux tangentes. Par 
exemple, on démontre d’une foule de manières le théorème de Pascal qui 
concerne six points d’une conique, mais on ne démontre que rarement 
par une méthode directe le théorème de Brianchon qui concerne six 
tangentes à une conique : on le conclut du théorème de Pascal. De même, 
on démontre directement les propriétés relatives à un système de coniques 
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passant par quatre points , mais on ne démontre pas celles d’un système 
de coniques tangentes à quatre droites : on les conclut des premières par la 
théorie des polaires réciproques ou des figures corrélatives. Cependant les 
unes et les autres méritent, au meme titre, une démonstration, et cette 
démonstration, sans laquelle la science reste incomplète, importe aux 
progrès de la Géométrie. 

C’est dans ces vues que nous avons cherché à réunir dans cet Ouvrage 
tous les éléments nécessaires pour la démonstration directe des deux sortes 
de propriétés que nous venons de distinguer dans les sections coniques et 
qui se retrouvent dans toutes les autres parties de la Géométrie. 

622. Après avoir dit pourquoi nous avons dû nous priver du secours 
des méthodes de transformation, hâtons-nous d’ajouter que néanmoins ces 
méthodes ingénieuses, qui ont enrichi la science d’une foule de vérités dont 
on n’avait pas eu l’idée auparavant, peuvent être fort utiles dans beaucoup) 
de circonstances, et que le géomètre doit les connaître et les avoir à sa dis- 
position. C’est pour cela que nous les avons exposées dans toute la géné- 
ralité et avec tous les développements théoriques qu’elles nous ont paru 
comporter. 

Comme, à raison dé cette généralité meme et du point de vue abstrait 
sous lequel nous avons présenté ces méthodes, elles diffèrent, dans leur 
conception, des procédés particuliers, tels que la perspeptive et la théorie 
des polaires réciproques, dont on a fait usage jusqu’ici, nous allons en faire 
diverses applications. Plusieurs, qui se rapj)orteront aux relations d’angles, 
présenteront des résultats nouveaux, fondés sur la notion des divisions et 
faisceaux homo^raphiques, que l’on n’a point encore introduite dans 
ce genre de recherches . 


§ III. — Applications diverses des deux méthodes de transformation. 

623. L’application des deux méthodes est toujours facile en ce qui con- 
cerne les relations descriptives des figures, et nous n’avons à entrer à ce 
sujet dans aucun détail. Mais il n’eu est pas de même des relations mé- 
triques, soit de segments, soit d’angles : ces relations peuvent présenter 
beaucoup de difficultés, ou se refuser même à la transformation. 

I. — Transformation des relations de segments, 

624-. Les dépendances générales entre deux figures homographiques, ou 
corrélatives, s’expriment par des rapports de segments, et non par de 

26, 
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simples segments. Par exemple, clans deux figures corrélatives, le rapport 
des distances d^in point quelconque de rime à deux axes fi^es est au rap- 
port des distances de la droite corrélative, dans l’autre à deux points fixes, 
dans une raison constante (599). Ainsi, c'est le rapport de deux lignes dans 
une figure, que l’on compare au rapport de deux autres lignes dans l’autre 
figure ; et ce n’est point une ligne seule que l’on peut comparer en grandeur, 
d’une manière absolue, à une autre ligne. Voilà pourquoi la transformation 
des relations métriques présente, en général, des difficultés, et souvent n’est 
jias possible. 

Si une expression proposée ne contient que des rapports de segments, 
tels que ceux qui entrent dans les dépendances générales des figures homo- 
graphiques ou corrélatives, la transformation se fait d’elle-même, sans au- 
cune difficulté. 

Quand une expression n’est pas transformable iininédiatement, on cherche 
à lui donner une forme plus favorable; et, pour cela, la marche la plus 
simple et la plus sûre est de chercher à y introduire des rapports anharmo- 
niques; ce qu’on fait en se servant, au besoin, des points à Finfini, et en 
changeant les origines des segments. 

Nous allons donner divers exemples de ces transformations. 

625. « Si une corde, dans un cercle, tourne autour d’un point fixe, la 
somme des distances de scs extrémités à une di'oite fixe prise arbitrairement, 
divisées par les distances des deux mêmes points à la polaire du point fixe, 
reste constante ( 693 ) . » 

Il n’entre dans cet énoncé que des rapports de distances qui se transfor- 
ment immédiatement. 

Faisant la figure homographique, qui est une conique, puisqu’elle pourra 
être mise en perspective avec le cercle, c’est-à-dire sur un même cône 
(580) , on conclut des relations générales entre deux figures homogra- 
phiques (522) que propriété du cercle appartient aussi à une conique 
quelconque. 

Et, par la théorie des figures corrélatives, cette même propriété du cercle 
donne lieu, en vertu des relations (599), au théorème suivant : 

Si de chaque point d*une droite on mène deuæ tan fientes à une section 
conique^ la somme de leurs distances h un point Ji ce, divisées par les dis^ 
tances des deuæ mêmes tangentes au pôle de la droite^ reste constante. 

Il est bien entendu qu’on observe ici la règle des signes, comme nous 
l’avons toujours fait; de sorte que ce que nous appelons la somme est une 
somme algébrique qui peut devenir une différence. 
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ab 

626. Transformer homographiquement le rapport de deur segments 
situés sur une même droite. 


Soit y le point situé à l’infini sur la droite ah\ on peut écrire 

\ (^ . 

) W'jdj' 


ah ah ac 

cd ac cd \ac * je 


Le second membre se compose de deux rapports anbarmoniques, et, par 
conséquent, est transformable; on a donc, en désignant par les memes 
lettres accentuées les points de la seconde figure. 


ou 


_ / a' h' ^ f h' 

\( 

a'c' , 


~ Wc' * 

)[ 

c'd' 


ah a'b' ^ 

A 



cd c'd' 


'.J'd' 



Ainsi le rapport ~ se trouve transformé. 

j' est le point qui, dans la seconde figure, correspond à l’infini de la 
droite ab. 

Si l’on a à considérer plusieurs segments sur une même droite, on [)ourra 
donner à chacun une expression de la forme 


ah ~ \ 


a'W 


y'«' 


1 étant une constante relative ii la droite sur laquelle sont les segments; de 
sorte que pour des segments situés sur une autre droite on aurait une autre 
constante. Mais il faut, pour que la relation dans laquelle entrent ces segments 
soit transformable, qu’après la substitution de ces expressions des seg- 
ments ab, . . . les constantes dis[)araissent d’elles-mêmes. 


627. Transformer homographiquernent le rapport de deux segments ab, 
cd [fg, i32), situés sur deux droites parallèles. 

Qu’on mène les deux droites ac, bd qui se rencontrent en e-, on a 

ah ae ae Ja 

cd ce ce * Je 


/ étant le point à l’infini sur la droite ae. 
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Le deuxième membre étant un rapport anharmonique, on aura 


ah a e' ^ fa’ 
cd ce ’ fd 

Ainsi le rapport ^ est transforme. 
cd 

On lui donne une autre expression, en observant qu on a dans le 
triangle f’a'c\ coupé par la droite b’d\ 


Il vient 


n'e' a' h' f'd* 


(3G1). 


ah a h’ ^ f f' h' 

7d ~Vd''- i/v ^ ÿv/ ‘ 


/' est le point de concours des deux droites a!b’ ^ c d\ c’est-à-dire le pf)int 
qui répond à rinfmi des deux droites parallèles cd de la première 
figure. 


G28. Transformer corrélativement le rapport ^ de deux segments situés 
sur une même droite* 


Soient A', B', C', D' et J' les droites qui correspondent,, dans la ligure 
corrélative, aux points c, d ai à l’infini de la droite on aura, 

d’après l’expression [a) du rapport^? qui est transformable, une fonc- 
tion semblable de sinus; et, par suite, 

ah sin(A', B') ^ sin(J', ) . sin (J', B' ) 

Vd ~ sin(C'VD') ’ siü{J', (:').sin(J', D~j ’ 

ah 

Le rapport —y est donc transforme. 

On peut remplacer la fonction de sinus par une fonction de segments. 
Qu’on mène dans la seconde figure une transversale qui rencontre les cinq 
droites A', B', G', D', J' en a' ^ h’, c\ d\ f \ on aura 


^ J' 

cd cUÏ * fc . fd' 

Et si la transversale est parallèle à la droite J', il vient 

ah a’ h’ 
cd c'd' 
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Si Ton a à considérer plusieurs segments sur une même droite, on peut 
leur donner l’expression suivante : 

/ — 1 sin(A',B') 

sin(J', A') .sin ( J', B' )’ 

> étant une constante relative à la droite nb. 

On peut encore écrire 


ah Z 


,5 ou a()~\.,»ah'. 

Jd’.fb 


Cette dernière formule, d’une simplicité qui ne laisse rien è désirer, se 
présente immédiatement dans la théorie des polaires réciproques, si l’on 
prend une parabole pour conique auxiliaire. Elle se prête à de nombreuses 
applications (^). 


629. Transformer corrélativement le rapport de deux segments ab, cd 
[fig* i33 ), situés sur deux droites parallèles. 

On a 

a b ae ae ^ a J 
cd ce ce * cj 


j étant le point situé «à rinlini sur la droite ae. 

On aura dans la figure corrélative quatre droites A', B', C', D', une 
cinquième E' qui joindra le point d’intersection des deux A', C' au point 
(rinterscction des deux B', D', et une sixième .1' passant par le point d’in- 
tersection de A' et C', et correspondant au point situé a l’infini sur ac. 

Le rapport est exprimé ci-dessus par un rapport anharinonique; par 
conséquent on a 


ah sin(A', E') ^ sin( A', J') 

'^l ■“ sin(C',E^ • sin(C','j')‘ 


On peut donner au second membre une autre expression. Qu’on mène la 
droite F' qui joint le point d’intersection de A' et B' au point d’intersection 


(*) Voir Mémoires sur la transformation parabolique des propriétés métriques des 
figures {Correspondance mathématique de Quetelet, t. V et VF, 1829). Poncelet a 
inséré, au sujet de ces Mémoires, dans le même Recueil, des développements sur 
les relations projectives, où il montre que la théorie des polaires, avec une co- 
nique quelconque, conduit à la même relation que la parabole. Cela est évident ici, 
puisque cette relation a lieu dans les figures corrélatives les plus générales. 
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de C' et D'. On a, dans le triangle formé par les trois droites A', C', F' et 
aux sommets duquel sont menées les trois droites B', D', E' qui passent par 
lin meme point, 

sin(A', E' ) __ sin(A^ B^) sin(F', D'J 

sin(C', E'J ”” siii( F\ B') sin (C', f)') ^ 

Il vient donc 

ab _ sin(A', B' ) rsin(F', B') sinf J', A')‘l 
sin (C', D' ) ■ Lsin(F',D') ^ sin(J', C'jJ’ 

Remarque. — La figure proposée se compose de quatre points, a, c, d\ 
et il entre dans la figure corrélative, indépendamment des quatre droites A', 
B', C', D' correspondant à ces points, deux autres droites F' et J' qui 
correspondent, respectivement, aux points situés à l’infini sur les droites ab 
et ac. 

630. Prenons le théorème de Newton sur les diamètres des courbes : 

« Si dans le plan d'une courbe géométrique on mène des transversales 
parallèles entre elles ^ et qu*on prenne sur chacune de ces droites le centre 
des moyennes distances de tous les points d'intersection [réels ou imagi- 
naires ) de la courbe par la droite, le lieu de ce point sur toutes les trans-- 
versales est une droite* » 

C’est-à-dire que, a, c, ... étant les points d’intersection (réels ou ima- 
ginaires) de la courbe par une transversale, le point ni déterminé sur cliaque 
transversale par l’iMiuation 

( b ) ma -h mb -!- me -j~ . . . „ o 

a pour lieu géométrique une ligne droite. 

Aux transversales correspondent, dans la figure corrélative, des points 
tous situés sur une meme droite J correspondant au point de concours, à 
l’infini, de toutes les transversales; et aux points />, ..., situés sur 
une même transversale, correspondent les tangentes A, B, . . à la nou- 
velle courbe, issues d’un même point de la droite J; au point m corres- 
pond une droite M menée par le même point de J. On aura (628) 

, .sin(]M,A) 

ma — \ L — V— T ; » 

sni{ J, A).sm(J, M) 

, . sinfM, B) 

mb A ^ ^ , 

sin( J, B) .sm(J, M) 
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Substituons ces valeurs dans Téquation (Z>); la constante 1 disparaît d’clle- 
meme, ainsi que le facteur siii ( J, M), et Ton a 

sin(M, A) sin(M, B) sin{M,C) 

sïrj jTT) sin(J, B) C) • • • = « 

Ce qui exprime cette propriété des courbes géométriques : 

/ 

/■^ 



Sc l'on prend dans le plan d'une courbe géométrique une droite fiae J, 
et que Von conçoive toutes les tangentes à la courbe [réelles ou imaginaires] 
A, B, C, . . . issues d’un même point mde cette droite^ et la droite menée 
par le même point, sous une direction déterminée par l’équation 

sin(]M, A) ^sin(]V1,B) 

sin(J, A) ' sin(J, B)~^‘‘‘ 

cette droite tournera autour d’un point fixe, quand le point m glissera sur 
la droite J. 

Appelons a, b, c, ... les points de contact des droites A, B, C, ... 
avec la courbe; a, (5, 7, . . . les distances de ces })()ints à la droite M, et 
a', 6', 7', . . . leurs distances à la droite J ; on aura 

« 

T 

a 

L’équation devient 


Si Ton suppose que les points de contact «, b, ... aient des masses m, 
m' , ... en raison inverse de leurs distances a', ê', . . . à la droite J, l’équa- 
tion se 'change en 

/// . « H- né . 6 -f- né' . 7 -f- . . . ~ o ; 

équation qui prouve que la droite M , à laquelle se rapportent les distances k, 
ê, . . passe par le centte de gravité des points a^h, ... (4-02). 


sin(]VI, A) Ç __ sin(M, B) 
sin(J, A)’ 6' siii(J, B)’ 
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Or, cc centre de gravité est précisément le point qu’on a appelé le centre 
(les moyennes harmoniciues des points /z, relatif à la droite J 

On a donc ce théorème général : 

Si par un point pris sur une droite fixe J on mène les n tangentes ( réelles 
ou imaginaires] à une courbe géométrique de classe y les n points de 


J/ 

i 



contact ( réels ou imaginaires ) auront pour centre des moyennes harmoniques 
relatif a la droite J un p*oint (pii sera toujours le mémCy (juel que soit le 
point de la droite J par lequel on a mené les tangentes. 

Si la droite J est à rinfini, le centre des moyennes harmoniques devient 
le centre des moyennes distances (^t72), de sorte qu’on peut dire que: 

Étant donnée une courbe géométrUiiie, si on lui mène toutes ses tangentes 
[réelles ou imaginaires) parallèles à une même droite y les points de contact 
auront pour centre des moyennes distances un point fixe, (pielle ([ue soit la 
direction commune des tangentes. 


631. AutTcment. — Comme tous les segments de l’équation que nous 
avions à transformer ont une même origine, on peut faire la transformation 
immédiatement sans se vservir des formules (628). Pour cela, on écrit 
l'équation ainsi : 

rnb me 

1_ , : - Oj 

nia ma 

ou, en appelant j le point à l’infini sur la transversale, 

4- 




Puisque tous les termes sont des rapports anharmoniques, on a, dans la 
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figure corrélative, 

sin (M, B) ^ sin(.T, R) sin (M, G) sin( J, C) ^ ^ 

sin(M, A) * sin ( J, A) sin (M, A) * siii ( J, A) 

ou 

sin(M, A) sui(M, B) 

sin(J, A) sin(J, B) 

ce qui est l’équation trouvée précédemment. 


II. — Transformation des fclations d’angles. 

632. Quand les relations d’angles peuvent se ramener à des rapports an- 
harmoniques de sinus, la transformation se fait d’elle-méme; mais il y a 
peu de questions où cela ait lieu. On conçoit qu’il est plus difficile de former 
des rapports anharmoniques de sinus que des rapports anharmoniques de 
segments, parce que, pour ceux-ci, trois points suffisent, puisqu’on supplée 
au quatrième par le point situé a l’infini, tandis que pour les angles il faut 
nécessairement quatre droites. Aussi les relations d’angles transformables di- 
rectement, c’est-à-dire sans qu’on les remplace par des relations de segments 
sur lesquels on ferait la transformation, ne sont pas très-variées. 

Cependant il est un cas général, susceptible de nombreuses conséquences, 
auquel s’appliquent nos deux méthodes générales de transformation; c’est 
celui où tous les angles que l’on a à considérer dans une figure sont do 
meme grandeur, quelle que soit leur position. La propriété commune et 
caractéristique de tous ces angles se conserve dans la figure transformée, 
ce qui donne lieu à des résultats très-intéressants. 

633. Cette propriété s’exprime par le théorème suivant : 

Si Ton a dans un plan plusieurs angles ( A, A' ), (B, B' ), (C, G' ), ... 
de meme grandeur, et comptés dans le meme sens de rotation à partir de 
leurs origines A, B, G, . . ., quelle que soit la position de ces angles, on 
peut considérer que leurs côtés forment sur la droite située h Tinfini deux 
divisions homo graphique s dont les points doubles [imaginaires) sont tou- 
jours les mêmes, quelle que soit la grandeur commune des angles , 

Et, si Von décrit dans le plan de la figure un cercle quelconque, ces 
points doubles seront les points d'intersection de ce cercle par la droite 
située a V infini. 

Ce théorème fort important sera démontré dans la théorie du cercle ( 661 ). 
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634-. Réciproquement : Quaml, dans une figure, plusieurs angles 
(A, A'), (B, B'), (C, C'), de grandeur quelconque, mais comptés 

dans le même sens de rotation à partir de leurs origines, interceptent sur 
une droite des segments aa', bb', ce/, . . dont les origines a, b, c*, ... 
et les e.rtrémités a', b', (/, . . . forment deux divisions h omo graphique s 
ayant leurs points doubles imaginaires, on peut faire la transformation 
homographique de la figure, de manière à avoir des angles tous de même 
grandeur. 

En effet, nous avons vu ( 18G) que, si l’on forme plusieurs angles ayant le 
meme sommet et sous-tendant les segments aa , bb' , , . . , on peut faire la 
perspective sur un plan, de manière que tous ces angles deviennent égaux, 
et que la droite abc . . . passe à l’infini. Alors, non-seulement ces angles de 
meme sommet, mais tous autres qui sous-tendent les segments aa' , bb' , . . . , 
deviennent égaux en perspective. Or la perspective de la figure est une 
ligure liomogrüphique ; le théorème est donc démontré. 

635. D*a[)rès le théorème (633), quand on a dans une figure plusieurs 
angles de même grandeur, il leur correspond dans la figure homographique 
des angles dont les côtés marquent sur une certaine droite deux divisions 
homographiques. Cette droite est celle qui correspond à l’infini de la pre- 
mière figure; et, si dans la première figure se trouve un cercle, il lui cor- 
respond, dans la seconde figure, une conique dont les points d’intersection 
par la droite en question sont précisément les points doubles des deux di- 
visions. 

Si c’est la transformation corrélative que l’on fiiit, aux angles (A, A'), 
(B, B'), .. . de la première figure correspondent, dans la seconde, des 
segments an' ^ bb' , . . ., situés sur des droites dilférentes, coriespondant 
aux sommets des angles, et ces segments sont tels, que les droites menées 
d'un certain point fixe à leurs origines <7, ô, . . . et à leurs extrémités a' , 
b' , . . ., forment deux faisceaux homographiques. Le point fixe est celui 
qui, dans la seconde figure, correspond à l'infini de la première; et, si dans 
la première figure se trouve un cercle, il lui correspond, dans la seconde, 
une conique dont les tangentes menées par le point en question sont les 
rayons doubles des deux faisceaux. 

636. Faisons quelques applications de ces principes. 

a Si, autour d’un point d’une circonférence de cercle on fait tourner un 
angle de grandeur constante (A, A'), la corde que ses deux côtés intercep- 
tent dans le cercle enveloppe un second cercle concentrique. » 

Les deux côtés A, A' de l’angle mobile forment deux faisceaux homo- 
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graphiques dont les rayons doubles ])assent par les points d’intersection du 
cercle et de la droite situee à rinfini (633), et les deux cercles, étant con- 
centriques, ont un double contact sur cette droite (728); par conséquent, 
la figure hornograpliique donne lieu a cc théorème : 

Si deux faisceaux horno graphiques ont leur sommet commun en un point 
eVune conique^ les cordes interceptées dans cette courbe par les rayons ho- 
mologues des deux faisceaux enveloppent une seconde conique qui a un 
double contact avec la première sur la corde interceptée dans celle-ci par 
les rayons doubles des deux faisceaux (*). 

637. Dans le cas du cercle, si l’angle de grandeur constante (A, A') est 
droit, la corde f{u’il intercepte est un diamètre; par conséquent, la droite 
c{ui lui correspond dans la figure transformée passe par un point fixe. Mais 
alors les deux faisceaux formés par les cotés A, k! sont en involution (253) ; 
on a donc ce théorème : 

Si par un point d*unc conique on mène trois couples de droites formant 
une involution, les trois cordes que leurs angles interceptent dans la courbe 
passent par un meme point, 

638. Le théorème sur le cercle (636) donne, par la figure corrélative, 
le suivant : 

Si deux divisions homographiques sont formées sur une tangente a une 
conique, et que par deux points homologues on mène deux tangentes à la 
courbe, le lieu du point d'intersection de ces deux tangentes sera une co* 
nique ayant un double contact avec la pioposéc; le pôle de contact sera le 
point d'intersection des tangentes menées à la conique par les deux points 
doubles des divisions homographiques. 

Si l’angle (A, A') dans le cercle est droit, les deux divisions homogra- 
phiques, sur la tangente à la conique, sont en involution, et alors le lieu du 


(‘) Ici semblerait se présenter une diffîcultc: c’est qu’il n’y aurait de corde inter- 
ceptée dans la conique qu’aiitant que les deux rayons doubles seraient réels, ce qui, 
préciséniejit, n’a pas lieu dans la figure résultante de la transformation du cercle; 
mais l’objection n’est qu’apparente, car, en général, un système de deux dioitcs ima- 
ginaires dont le point de concours est réel, telles que les rayons doubles de deux 
faisceaux homographiques, donne lieu, à l’égard d’une conique, à deux droites tou- 
jours réelles, qui rencontrent la conique aux mêmes points que les deux droites ima- 
ginaires. 

Quand celles-ci ont leur point de rencontre sur la conique, l’une des deux droites 
réelles est la tangente en ce point. 
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point d'intersection des tangentes à la conique, menées par deux points ho- 
rnologucs des deux divisions en invoUition, est une ligne dioite. Cette droite 
est la polaire du point de concours des deux tangentes menees par les points 
doubles des deux divisions. 

()39. Supposons dans ces théorèmes que la tangente à la conique soit à 
l’inlini, auquel cas cette courbé est une parabole; et prenons, pour les deux 
divisions homographiques, celles qui seraient forme'es par les deux côtés 
d’un angle de grandeur constante tournant autour de son sommet. On 
en conclut que : 

Si un angle de grandeur constante se nient de manière que ses côtés 
soient toujours tangents à une parabole, son sommet décrira une conique 
ayant un double contact avec la parabole. 

Et, si l* angle est droit, le sommet décrit une ligne droite, 

« Si autour du centre d’un cercle, comme sommet, on fait tourner 
un angle de grandeur constante, la corde qu’il intercepte dans le cercle 
enveloppe un cercle concentrique. » 

La transformation homographique donne ce théorème : 

Si, autour d* un point fixe, on fait tourner deux rayons formant, par 
leurs positions successives, deux jaisceaiix homographiques dont les rayons 
doubles soient les tangentes d'une conique issues du point fixe, la corde que 
ces deux rayons h angle variable interceptent dans la conique enveloppe 
une seconde conique qui a un double contact avec la proposée sur la polaire 
du point fixe, 

64*1. Par la théorie des figures corrélatives, le théorème du cercle donne 
le suivant : 

Si sur une droite fixe, dans le plan d'une conique, on forme deux di- 
visions homographiques ayant pour points doubles les points de la conique 
situés sur cette droite, et que l'on fasse tourner un angle de grandeur va- 
riable circonscrit à la conique, de manière que les points où ses côtés ren- 
contrent la droite fixe soient toujours deux points homologues des deux di- 
visions homographiques, le sommet de l'angle décrira une conique ayant 
un double contact avec la proposée, sur la droite fixe, 

642. « En quelque point d’une circonférence de cercle qu’on place le 
sommet d’un angle de grandeur donnée, et quelle que soit la position de 
cet angle, la corde qu’il intercepte dans le cercle enveloppe un cercle 
concentrique. » 
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Soient A et A' les deux côtés de l’angle, comptés toujours dans le môme 
sens de rotation; ils vont rencontrer la droite à l’infini en deux points 
a! qui appartiennent à deux divisions homographlques dont les points 
doubles sont les points du cercle situés à l’infini (C33). D’après cela, si 
l’on fait la déformation homographique, on a ce théorème : 

Si sur une droite menée dans le plan d*une conique on forme dcu.r 
divisions /lomograp/iiqiies ayant pour points doubles les deux points d'in- 
tersection de la conique et de la droite^ les droites menées de deux points 
homologues quelconques des deux divisions a un point quelconque de la 
conique intercepteront dans cette courbe une corde qui enveloppera une 
seconde conique ayant un double conctact avec la pioposée sur la droite 
sur laquelle sont les deux divisions. 

643. Par la théorie des figures corrélatives, on conclut du théorème sur 
le cercle celui-ci : 


Quand deux faisceaux homographlques émanés d* un même point fixe 
ont pour rayons doubles les deux tangentes menées de ce point à une co^ 
nique, si l'on mène une tangente quelconque à cette courbe , et que par les 
points ou elle rencontre deux rayons homologues quelconques des deux fais- 
ceaux on mène deux autres tangentes a la conique, le point de rencontre 
de CCS deux tangentes aura pour lieu géométrique une seconde conique qui 
aura un double contact avec la proposée; le point fixe, centre commun des 
deux faisceaux, sera le pôle de contact des deux courbes. 

644. On peut appliquer ces procédés de transformation a beaucoup 
d’autres propriétés du cercle, mais il est inutile de nous y arrêter ici. Nous 
ferons seulement remarquer que cette théorie donne la solution d’une ques- 
tion qui a pu se présenter souvent à l’esprit des géomètres dans ces sortes 
de transformations, particulièrement dans les a])plications delà perspective. 
Qu’est-ce que deviennent des polygones réguliers et comment peut-on con- 
struire a priori un polygone qui puisse devenir, dans une transformation 
homographique ou corrélative, un polygone régulier ? 

Dans un polygone régulier, tous les côtés sont sous-tendus par des angles 
au centre du cercle circonscrit, tous égaux entre eux. ^ 

D’après cela, concevons que par un point fixe O, pris dans l’intérieur 
d’une conique, on mène rn rayons A, B, C, . . . , formant un premier fais- 
ceau; les rayons pris en commençant par le second, savoir B, C, D, . . ., 
formeront un second faisceau; si les deux faisceaux, dans lesquels les 
rayons B, C, D, ... du second seront les homologues respectifs des rayons 
A, B, G, ... du premier, sont homographiques, les cordes interceptées 
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dans la conique par les angles (A, B), (B, C), ... seront les côtes d’un 
j)olygone provenant de la perspective ou deformation liomographique d’un 
polygone régulier. 

Par conséquent, les propriétés relatives aux j)olygones réguliers s’appli- 
queront aux polygones dont il est question. 

64-5. Prenons ce théorème : « Un polygone régulier de m côtés étant 
inscrit à un cercle, la somme des puissances /^(/^ étant w) des distances 
de ses sommets à une droite fixe reste constante quand on fait tourner le 
polygone autour du centre du cercle (718). « On en conclut, par une dé- 
formation liomographique, que : 

Si un point O pris dans Vintéîicur d’une conique est le centre d\m 
faisceau de m rajons OA, OB, OC, . . . , telSy que les ra yons pris consécu- 
ticernent en comme néant par le secondy savoir OB, OC, OD, . . .^forment 
un second faisceau homograpldquCy la somme des puissances n (n étant m ) 
des distances des points où tous ces rayons rcncontient la courhey h une 
droite fiæCy divisées respectivement par les puissances n des distances des 
mêmes points a la polaire du point fixe, restera constante quand on fera 
tourner le faisceau de rayons autour du point 0. 

646. Si c’est la figure corrélative que Ton fait à l’égard du théorème sur 
le cercle, on obtient un théorème relatif a un polygone circonscrit à une 
conique : 

Si un point 0 pris dans l* intérieur d'une conique est le centre d'un fais-- 
ceau de m rayons OA, OB, OC, . . ., déterminés comme il a été dit dans le 
théorème précédent, et que par les points où ces rayons rencontrent la 
courbe on mène les tangentes, la somme des puissances n ( n c;^ m ) 

des distances de ces tangentes à un point fcc, divisées par les puissances n 
des distances des mêmes tangentes au point O, reste constante quand on fait 
tourner le faisceau des m rayons autour du point 0. 

Ce théorème et le précédent donnent lieu a diverses autres propositions 
dont le développement ne peut trouver place ici (^). 

III, — Usages de la théorie des figures hornologiques et de celle des 
polaires réciproques pour les transformations d’angles. 

647. La tliéorie des figures hornologiques donne parfois le moyen d’ap- 


(‘) Voir Comptes rendus des séances de V Academie des Sciences, l. XXVI, scanco 
du 22 mai iâ/( 8 . 
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pliquer a une figure des propriétés d’angles d’une autre figure ; c’est dans 
le cas oCi tous les angles que l’on considère ont le même sommet. On prend 
ce point pour le centre d’homologie des deux figures, et il peut en résulter 
certaines conséquences. 

Par exemple, deux coniques qui se touchent en un point sont homo- 
logiques par rapiiort à ce point pris pour centre d’homologie ( ^ ) ; un angle 
qui a son sommet en ce point intercepte dans les deux courbes deux cordes 
qui sont deux droites correspondantes ou homologiques, et, si cet angle 
tourne autour de son sommet, les deux cordes envelopperont deux courbes 
qui seront homologiques, de sorte que les propriétés de l'une feront con- 
naître les propriétés de l’autre. Cela posé, concevons que l’une des coniques 
soit un cercle et que l’angle tournant soit droit; la corde qu’il intercepte 
dans le cercle passe par un point fixe situé sur la normale commune aux 
deux courbes, puisque ce point est le centre du cercle. Il s’ensuit que la 
corde intercrptcc dans la conique passe aussi par un point fixe situé sur la 
meme normale; ce qui est un théorème bien connu. 

Si l’angle tournant n’est pas droit, la corde qu’il intercepte dans le cercle 
enveloppe un cercle concentrique; donc la corde interceptée dans la conique 
enveloppe une seconde conique. 

Or deux cercles concentriques peuvent être regardés comme ayant un 
double contact sur la droite située à l’infini (728); donc la nouvelle conique 
a un double contact avec la proposée sur la droite qui, dans cette conique, 
coiTes[)ond h l’infini du cercle. On a donc ce théorème ; 

Si autour d’un point d’une conique comme sommet on fait tourner un 
angle de grandeur constante ^ la corde qu’il intercepte dans la conique en- 
reloppc une séconde conique qui a un tlouble contact avec la proposée (*). 

Cela est, comme on voit, un cas particulier du théorème (636) obtenu 
par la méthode générale. 

6V8. Une conique et un cercle ayant son centre en l’un de ses foyers 
sont deux courbes homologiques dont le centre d’homologie est au foyer (^ ). 
Si un angle de grandeur constante tourne autour de ce point comme som- 
met, la corde qu’il intercepte dans le cercle enveloppe un cercle concen- 
trique. Donc la corde interceptée dans la conique enveloppe une seconde 
conique quia un double contact avec la proposée. Le contact (imaginaire) 


(') Poncelet, Traite des Propriétés projectives des figures ^ p. 171 et 280. 
(*) Ibid, y p. 280. 

(*) Ibid., p. 262. 

Chasles. — Gèom. sup. 
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a lieu sur la directrice correspondant au foyer, parce que celte droite est 
la polaire du foyer, et, ])ar conséquent, correspond à la droite à l’infini 
dans le cercle, laquelle est la polaire du centre. 

Ces exemples suflisent pour montrer comment la théorie des figures homo- 
logiques a pu servir à faire des transformations de j)ropriétcs relatives aux 
angles. C’est dans le Traité des Propriétés projectiles des Jigurcs de Pon- 
celet (|ue l’on trouve les premiers exemples et les [ilus heureuses apjdications 
de cette méthode. 

04-9 . Pour la transformation des angles dans les ligures corrélatives, on 
peut se servir de la théorie des polaires réciproques, en prenant un cercle 
pour conique auxiliaire. En efiét, dans le cercle, le pôle d’une droite est 
sur le rayon jieipendiculaire à la droite. Il s’ensuit qiie l’angle de deux 
droites dans une ligure est égal à l’angle des rayons menés d’un jioint 
fixe aux deux ])üints qui correspondent à ces droites dans la figure polaire. 
De là résulte la méthode féconde due à Poncelet et dont les géomètres 
ont fait depuis de nombreuses applications. 

Ainsi, de ce théorème : Les perpendiculaires abaissées des so/nniets 
d*un triangle sur les cotés opposés passent par un même points on con- 
clut celui-ci : Si d*un point fixe on mène des droites aux trois sommets d'un 
triangle, les perpendiculaires h çes droites menées par le meme point vont 
rencontrer les côtés opposés aux trois sommets respectivement en trois points 
situés en ligne dr oite, 

050. Dans ce système, où l’on prend les pôles et les polaires par rap- 
port à un cercle, la conique qui correspond à un cercle a l’un de ses foyers 
situé au centre du cercle auxiliaire. Supposons que Ton considère dans le 
cercle proposé un angle de grandeur donnée ayant son sommet sur la cir- 
conférence; cet angle intercepte dans le cercle une corde qui enveloppe un 
second cercle concentrique. On en conclut ce théorème : Si autour du 
foyer {l'une conique on fait tourner un angle de grandeur constante, et que 
par les points où ses côtés rencontrent une tangente quelconque a la conique 
on mène deux tangentes, a la courbe, le point d* intersection de ces deux 
tangentes aura pour lieu géométrique une seconde conique ayant un double 
contact avec la première, sur la directr ice correspondant au foyer. 

Si l’angle tournant est droit, le lieu est la directrice elle-même. 

651. Dans ces exemples, les angles que nous avons eu à transformer 
sont égaux, de sorte que notre méthode générale s’y a|)plique aussi, et elle 
procure immédiatement des résultats plus généraux, puisque les angles de 
la nouvelle figure n’y sont pas nécessairement de meme grandeur. Ainsi, le 
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ihcorème precedent n’est qu’un cas particulier du théorème (64'3) conclu 
de la même propriété du cercle par la méthode générale, puisque celui-ci 
exprime une propriété relative à un point quelconque pris dans le plan 
d’une conique, tandis que ce point est, dans le théorème ( G50), nécessaire- 
ment un des deux foyers de la courbe. 

Il est vrai que, après avoir démontré un théorème relatif au foyer d'une 
conique par la transformation polaire d’un' cercle, on peut généraliser 
ensuite ce théorème et l’appliquer à un point quelconque par une transfor- 
mation homographique. 

Si la méthode des polaires réciproques ne conduit pas immédiatement 
aux résultats les plus généraux, elle peut offrir un autre avantage, car elle 
serait seule applicable dans des questions où l’on aurait à considérer des 
angles de grandeurs différentes. Mais ce cas ne s’est probablement [)ré- 
senté que fort rarement dans les applications que l’on a pu faire de cette 
méthode ingénieuse, c[ui a puissamment c^)ntribué aux progrès de la Géo- 
inétj'ic depuis l’apparition du Traité (les Pmpriclés projectives des figures. 


27. 
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PROPRIÉTÉS RELATIVES A UN CERCLE. 


§ I. — Du rapport anharmonique de quatre points d’un cercle. 


f. 

652. La seule propriété du cercle que nous supposerons connue 
est celle-ci : 2^ous les angles qui ont leurs sommets en des points 
de la circonférence et qui sous-tendent une meme corde sont 
égaux ou suppléments Vun de Vautre. Cette proposition va 
nous servir à introduire dans la théorie du cercle la notion du 
rapport anharmonique, qui deviendra la base des dévcloppcnienls 
ultérieurs. 

653. Si de deux points fixes P, pris sur la circonférence 
d*un cercle (fig< i34) on mène des droites à chaque point m de 
la circonférence, ces droites forment deux faisceaux liorno gra- 
phiques. 

En effet, deux droites Pm, P/i du premier faisceau font entre 
elles le même angle que les deux droites correspondantes P'/tz, 
P'tz du second faisceau; donc les deux faisceaux sont homogra- 
phiques ( 151 ). 

Il est clair que le rayon PP' du premier faisceau a pour homo- 
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iogiie dans le second la tangente au cercle en F, et, pareille- 
ment, que la tangente en P, considérée comme rayon du premier 
faisceau, a pour homologue dans le second le rayon P'P (551). 

654. Le théorème précédent est susceptible d’un aiiirc énoncé^ 
on peut dire que : iSV par quatre points fixes a, h, c, d pris sur 
la circonférence eVun cercle {fg- i35) on mène quatre droites a 
un même point p de la circonférence, le rapport anharmonique 
de ces quatre droites est constant quel que soit ce cinquième 
point. 

Nous appellerons cette valeur constante le rapport anharmo- 
nique des quatre points a, b, c, d du cercle. 

655. léoiwer les points dé intersection déune droite et d'un 
cercle. 

Les deux rayons tournants Pm, P'/n {fg- i36) marquent sur 
la droite deux divisions homographiques (653), dont les points 
doubles seront évidemment les y)oints d’intersection cherchés. 

On construira ces points soit au moyen de trois couples quel- 
conques de points conjugués a., a' des deux divisions, soit en se 
servant des jioints î et J', dont les homologues sont à l’infini (161). 

Observation. — Il résulte de là que les propriétés relatives aux 
points d’intersection d’un cercle par une droite peuvent se con- 
clure de celles des points doubles d(; deux divisions homogra- 
phiques. 

Ce que cette méthode a de plus utile ici, c’est qu’elle permet 
d’introduire dans la théorie du cercle la notion des points imagi- 
naires, qui semblait exiger l’emploi de la Géométrie analytique. 
On lève par là une grande difficulté qui entravait la marche de la 
Géométrie pure. Nous verrons plus loin (^ ) combien la considé- 
ration des imaginaires peut être utile comme moyen de démonstra- 
tion, même dans des {)roposilions exclusivement relatives à des 
sujets réels. 

656. Prenons pour les points P, P les extrémités d’un diamètre 


(') Chap. XXXIII et XXXIV 
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{ftg- ^ 37 ), et soit P Je point où ec diamètre rencontre une 
droite L. 

Qu’on mène la corde I^M parallèle à cette droite, puis la corde 
PM; celle-ci marquera sur la droite le point I (161 ), qui sera, par 
conséquent, le pied de la perpendiculaire abaissée du point P sur 
la droite. De mémo, la perpendiculaire P' J' marque le point J'. 
Le point milieu O des deux I et J' est le milieu des deux points 
d’intersection (161). Par conséquent, on en conclut que : Le pied 
de la perpcJidiculaire ahaissce du centre d' lui cercle sur une 
droite est le niilieu des deux points ddnlersection [réels ou ima- 
ginaires^ de la droite et du cercle. 



657. Considérons le point p (figure ci-dessus) comme apparte- 
nant à la première division, et conséquemment au rayon PP' du 
premier faisceau ; son homologue p' sera sur la tangente en (653), 
laquelle est perpendiculaire à PP'. On peut exprimer les deux 
divisions homographiques par l’équation 

pa.pu' — p J ' . p a — p I . p a' p I . pp' — o (158); 

et les points d’intersection de la droite et du cercle se dcterminenl 
par celle-ci *. 

pu -- (pi -h pJ^)p// -4- pi pp' ^ O. 

Soient c, f ces points (réels ou imaginaires) ; le produit pe.pf est 
égal au dernier terme pLpp^ 

Ce produit pl.pp' est constant quelle que soit la direction de la 
droite L qui passe par le point p du diamètre PF. On en conclut 
donc que : 

Si une droite tourne autour d'un point p, le produit des seg-^ 
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înents compris entre ce point et les deux points [réels ou imagi- 
naires) où cette droite rencontre un cercle reste constant. 

658. Puisque le milieu des deux points d’intersection d’une 
droite et d’un cercle est le pied de la perpendiculaire abaissée du 
centre sur la droite (656), il s’ensuit que : 

Si autour d’un point on fait tourner une droite, le milieu des 
deux points [réels ou imaginaires) ou elle rencontre un cercle 
fixe a pour lieu géométrique un second cercle ayant pour dia- 
mètre la droite menée du point fixe au centre du cercle proposé. 

659. Quand une droite A ne rencontre pas un cercle, les points 
doubles des deux divisions homograpbiques par lesquelles on 
cherche à déterminer les points d’intersection (655) sont imagi- 
naires, et l’on en conclut celle propriélé remarquable (177) ; Il 
existe^ de part et d’autre de la droite A [fig> i36), un point d’où 
l’on voit tous les segments tels que c/Lcd sous des angles de meme 
grandeur, et ce point est toujours le même quels que soient les 
deux points fixes P, P' pris sur la circonférence. 

En elTel, la dislance du point en question à la droite A a son 
carré égal, avec le signe — , au carré du demi-segment compris 
entre les deux points doubles (477), et, par conséquent, au 
carré de la demi-corde imaginaire interceptée sur la droite par le 
cercle ( Q. 

660. Déterminer les points imaginaires d’un cercle situés à 
l’infini. 

L’infini est une ligne droite; il faut donc déterminer les points 
d’intersection du cercle par cette droite située à l’infini. Les rayons 
P/n, P'/n, qu’on fait tourner autour de deux points fixes P, 
P^ [fig‘ i3fi) et qui se croisent en un autre point quelconque de 
la circonférence, rencontrent la droite en deux points a, a' situés 
à l’infini et formant deux divisions hoinographiques dont les points (*) 


(*) Ce ihéorèrae aura diverses applications; nous nous en servirons notamment 
pour démontrer qu’un cône à base circulaire peut être coupé d’une seconde manière 
suivant un cercle (Chap. XX.X1V). 
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doubles sont les points demandés. Or, si par le point P on mène 
la droite Pm' parallèle à P'/w, elle ira passer à rinfini par le 
point a'; de sorte que les deux divisions homograpliiqiK's sont 
formées par les deux eôlés de l’angle /;/Pm'. Or cet angle est de 
grandeur eonstante; par conséquent, ses côtés Pm, Pm', en tour- 
nant, forment deux faisceaux homographiques dont les rayons 
doubles (imaginaires) répondent aux points doid)lcs des deux 
divisions homograplucjues à l’inlîni. On a donc ce théorème : 

Les poinis d’ intersection d'un cercle par la droite située à 
rinfini sont sur les rayons doubles des deux faisceaux homo- 
graphiques formés par les deux côtés d'un angle de grandeur 
constante, tournant autour de son sommet. 

Ifangle change do grandeur si le point P' se déplace sur la cir- 
conférence ; il en résulte que les rayons doubles des deux l'ais- 
ceaux formés par les deux côtés sont toujours les memes quel 
que soit cet angle, ainsi que nous l’avons déjà démontré directe- 
ment (178). 

061. Si par un point quelconque on mène deux droites A, yV' 
parallèles aux deux côtés de l’angle considéré dans une d(/ 

scs positions, ces deux droites passeront par doux points homo- 
logues des deux divisions homographiques situées à l’inüni. Il eu 
résulte ce théorème général : 

Si l'on a des angles (A, A'), (H, B'), (C,C'), tous de 

meme grandeur et formés dans le même sens de rotation à partir 
de leurs origines, mais placés d 'une manière quelconque, leurs 
côtés forment sur la droite située à l'infini deux dwisions homo- 
graphiques dont les points doubles, imaginaires, sont toujours les 
memes quelle que soit la grandeur commune des angles; et ces 
points doubles sont les points d' intersection d'un cercle quel- 
conque tracé dans le plan de la figure et de la droite située à 
l'infuii (^). 

Il résulte de ce théorème que les directions des asymptotes d’un 


(‘) C’est ce théorème dont nous nous sommes servi dans les applications des mé- 
thodes de transformation des futures (033). 
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cercle sont exprimées par la formule 


sin(A,M) 
siii (C, M ) 


cos { A, C; siii (A,G) ^ 



A et Cj étant deux axes fixes quelconques, et M la direclion ima- 
ginaire des asymptotes (187). 


II. ' Polygones inscrits h nn cercle. 

662. Soient PA, P' A et PB, P'B deux couples de rayons homo- 
logues fixes, et P/;/, P'/// deux rayons homologues variables; l’ho- 
mographie des deux faisceaux considérés précédemment (653) 
s’exprime par l’équation générale 

si U m PA _ . sin m P' A ( 4 f 
sinwPB ^ si II ///P' B ' ^ '' 

Mais ici la constante X est égale à l’unité, car les deux angles 
/nPAct /nP'A sont égaux ou suppléments l’iin de l'autre, ainsi 
que les deux mPB, /7/ P'B. Ainsi l’équation est 

sin/«PA sin/«P'A 
sin///PB sin///P'B 

Le premier inemlrc est égalai! rapport des distances du point ni 
aux deux droites PA, PB, et le second au rapport des distances du 
meme point aux deux droites P'A, P'B. Ce qui exprime, à l’égard 
du quadrilatère PAP'B, que : 

Dans un (juadrilatère inscrit à un cercle, le produit des dis- 
tances de duujue point de la circonférence à deux côtés opposés 
est égal au produit des distances du même point aux deux autres 
côtés opposés. 

663. On peut étendre ce théorème à un polygone quelconque 
d’un nombre pair de côtés, c’est-à-dire que : 

Quand un polygone d'un nombre pair de côtés est inscrit au 
cercle, le produit des distances d'un point quelconque de la cir- 
conférence aux côtés de rang pair est égal au produit des dis- 
tances du même point aux côtés de rang impair. 
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Pour démontrer ce théorème, il suffit d’observer que, s’il a lieu 
pour un poljgone de ni cotés, il aura lieu pour un polygone de 
2/Z-I-2 côtés, parce que celui-ci sc décompose, au moyen d’une 
diagonale, en un polygone de ni côtés et un quadrilatère, et que 
les équations relatives à ces deux figures fournissent iininédiale- 
ment l’équation relative au polygone de ni 2 côtés. On conclut 
de là que, le théorème étant vrai pour un quadrilatère, il l’est aussi 
pour un hexagone, pour un octogone, etc. Donc, etc. 

664. Un polygone inscrit dans un cercle peut être regardé 
comme ayant un côté infiniment petit, dirigé suivant la tangente 
au cercle, en l’un de ses sommets. Cette considération permet 
d’appliquer le théorème à des polygones quelconques. On en con- 
clut, par exemple, que : 

Quand un polygone est circonscrit à un cercle, si l'on consi- 
dère le polygone inscrit qui a pour sommets les points de contact 
des côtés du poljgonc circonscrit, le produit des distances d'un 
point de la circonférence aux côtés du premier polygone est 
égal au produit des distances du meme point aux côtés du 
second. 

665. Soit un quadrilatère P/nP'n Inscrit au cercle {fg- i38). 
Une droite L rencontre les deux côtés Pm, Pn en a, ô, les deux 
P'/n, P'/z en zz', U et la circonférence en deux points e^ f (réels 
ou imaginaires); ces deux points sont les points doubles de deux 
divisions homographiques dont a, a' et ô, // sont deux couples d(î 
points homologues (655). Par conséquent, les trois couples e, 

/T, // et zz', h sont en involution (213). Or zz, // appartiennent à 
deux côtés opposés du quatrilatère, et h aux deux autres côtés 
opposés. Donc : 

Quand un quadrilatère est inscrit dans un cercle, une trans- 
versale quelconque rencontre ses deux couples de côtés opposés 
et la circonférence en trois couples de points qui sont en invo- 
lution. 

Cette proposition est celle que l’on appelle le théorème de 
Desargues sur V involution. 
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Autrement, Les droites menées des deux sommets P, P' di 
quadrilatère VmV'n aux quatre points m, n, e,y’de la circonfé- 
rence forment deux faisceaux qui ont le même rapport anharmo- 
nique (653). Conséquemment, les deux séries de quatre points danî 
lesquels ces droites rencontrent la transversale, savoir < 7 , e, j 
et a', é/, e, ont le même rapport anharmonique, et l’on a 

en fn en' ^ fa' ea .ch' fa.fh' 

eh ' Jh ch' eu' .ch fa' . f h "' 

ce qui est une des équations d’involution à liiiit segments. 

Cette seconde démonstration exige, à la rigueur, que les dein 
points e, y* soient réels, puisqu’on les considère isolément, tandi: 
que dans la première ces points sont réels ou imaginaires, indiffè- 
re minent. 

666. L’équation précédente s’étend à un polygone d’un nombre 
pair de cotés, c’est-à-dire que : 

Quand un poly gone d*un nombre jyair de côtés est inscrit dan. 
un cercle, si Von mène une transversale qui rencontre les côtés di 
rang pair en des points a, a', a", . . . , les côtés de rang impaii 
en des points 6, ê', 6^', ... et la circonférence en deux points e 
f‘, on aura la relation 

erx.e rj! . c«" ... /a ./a' ./ . . . 

La démonstration se fait par le même raisonnement que poui 
le théorème (663). 

II r. — Hexagone in.scrit nu cercle, 

667. Les droites menées de quatre points d’un cercle à deu> 
autres points de la circonférence forment deux faisceaux de quatre 
droites qui ont leurs rapports anharmoniques égaux (653) ; on er 
conclut, en considérant les six points comme les sommets d’ur 
hexagone (426), le théorème de Pascal : 

Quand un hexagone est inscrit dans un cercle, les points de 
concours des côtés opposés sont en ligne droite. 
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§ II. — Du rapport anharmonique de quatre tangentes à un cercle. 

1 . 

668. Deux tangentes à un cercle étant fixes, si l'on mené plu- 
sieurs autres tangentes , leurs parties comprises entre les deux 
premières seront vues, du centre du cercle, sous des angles égaux 
ou suppléments V un de l'autre. 

En effet, soient A et h! (^fig. i3p) les points de contact des 
deux tangentes fixes, et m le point de contact d’une troisième 
tangente aa'\ les deux droites C^', issues du centre du cercle, 
sont perpendiculaires aux deux n^A, mh! et font entre elles un 
angle ai^a' supplément de l’angle AmA', dont les deux côtés sous- 
tendent la corde fixe AA'. Or tous ces angles Knih! sont égaux ou 
suppléments l’un de l’autre. Donc, etc. 

CoiiOLLAiRE. — Quand les deux tangentes fixes sont parallèles, 
l’angle aCn' est droit. Donc : La portion d' une tangente au cercle 
comprise entre deux tangentes paralèlles est vue du centre sous 
un angle droit. 

669. On conclut du tliéorèmc précédent que : 

Une tangente mobile, roulant sur un cercle, rencontre deux 
tangentes fixes en deux points qui forment deux divisions honio- 
graphiques. 

En effet, l’angle aV^a' restant de même grandeur, les deux 
rayons Ca, Ca' forment deux faisceaux homograpliiqucs, et, par 
conséquent, les deux points «, a' forment deux divisions liomogra- 
pliiqucs. 

670. Les droites menées d’un point fixe aux deux séries de 
points a et a' formeront deux faisceaux liomographiques dont les 
rayons doubles seront évidemment les tangentes au cercle menées 
par ce point. Les rayons doubles peuvent être imaginaires; les tan- 
gentes le seront aussi. On conçoit donc bien ce que l’on entendra 
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par deuæ droites imaginaires tangentes à un cercle. Cette notion 
nous sera très-utile. 

671. On conclut du tliéorènic (669) que : Quatre tangentes à 
un cercle sont rencontrées par une cinquième en quatre points 
dont le rapport anharmonique reste constant quelle que soit cette 
cinquième tangente. 

Nous appellerons celle quantité constante le rapport anliar- 
monique des quatre tangentes fixes. 

672. Le rappoj't anharmonique de quatre tangentes à un cercle 
est égal à celui des quatre points de contact. 

En elïct, le rapport anharmonique des qualrc points Uy hy c, 
d (fg. i4o) est celui des quatre droites menées de ces points à 
un autre point m de la circonrépence (664) ; et le rapport anhar- 
monique des quatre tangentes aux j)oints Uy hy c, d est celui des 
quatre points d’intersection de ces tangentes par une cinquième 
quelconque (671), et par conséquent ])ar la tangente au point m. 
Soient a, S, y, ^ ces quatre points crinterseetion ; leur rapport 
anharmonique est égal a celui des quatre ravons menés du centre 
du cercle à ces points, et, comme ces rayons sont perpendiculaires 
respectivement aux quatre droites qui vont du point m aux quatre 
points (ly hy Cy dy Icurrapport anharmonique est égal à celui de 
ces quatre droites. Mais celui-ci exprime le rapport anharmonique 
des quatre points Uy h, e, dy donc ce raj)port est égal à celui des 
(piatre tangentes. c. o. \ . n. 


II. — Polj go/tes circonscrits nu. cercle. 


673. Soient un quadrilatère circonscrit ahV (d {fg. i4*) 
tangente mobile mné qui rencontre ses cotés opposés ah y aV/ en 
m et m'y ces deux [)oinls forment deux divisions homographiques 
(669), et, par conséquent, on a 


/un 

i/il) 


ni fé 
' néV 


{ 120 ). 


, t/lU , , 

JjC rapport est égal 


rapport des distances de la tangente 
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7;//;// aux deux sommets n, b du quadrilatère, et est égal au 

rapport des distances de la meme tang^entc aux deux autres som- 
mets a', 11 s’ensuit que l’équation précédente exprime cc tliéo- 

rème : 

Quand un qundrilatnre est circonscrit à un cercle, si une tan- 
gente roule su7‘ le cercle, le produit de ses distances à deux 
sommets opposes du (piadrilatere est au produit de ses distances 
aux deux autres sommets dans une raison X (pd reste constante. 

La conslante X peut prendre une e\[)rcssion très-simple. On a, 
dans les (riangles iuiiUy CZ»/;/, 

ma si II 772 Ci'/ Ca 
ml) siii/z/CA C /7 

et de même 

m'a' siu/z/'Cr/' Ca' 
m' h' ^mm'Cb' C/ 7 ' 

Or les deux angles mCa et ndCa' ont leurs sinus égaux (068), 
ainsi quc,les deux 777 C/ 7 , m'iM/, Donc 

aia ^ m'a' Cn ^ iZa' 
ml) * nil)' C/7 * C/>'' 

et ])ar conséquent 

^ Ca Ca Ca .C h' 

' “ C * c7^ ' C/LcT/' ’ 

Ainsi : 

La raison X est égale au produit des distances du centre du 
cercle aux deu.x: premiers sommets opposés du quadrilatère, 
divisé ])aj‘ le produit des distances du meme cent/'e aux deux 
autres sommets» 

Le centre du cercle lient lieu, en quelque sorte, d’une tangente. 
Autrement» Voici une seconde démonstration de ce résultat 
singulier, qui montrera mieux la raison première de la propriété 
dont jouit ici le centre du cercle. 11 suffit d’appliquer le théorème 
aux deux tangentes imaginaires issues de ce point, considérées 
simultanément (670). 
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En effet, soient d’abord deux tangentes quelconques M, M', et 
soit O leur point de concours. Le produit des distances des deux 
sommets V du quadrilatère à ces deux tangentes, divisé par le 
produit des distances des deux autres sommets a' aux mêmes 
tangentes, est égal à une constante d’après la première partie 
du théorème ; il s’ensuit qu’on a la relation 

rtO .//() sirirtOM.sinrzOM'.sin/^'OM.sin ^'OM' 

. — 

siiiZ>OM .sin .siiirt' OM . siii OM' 

1)0 .a O 

Les deux tangentes issues du point O sont les rayons doubles 
de deux faisceaux homograpliiques dont les rayons passeraient 
les uns par les points a, h, e, ... et les autres par les points 
c, . . . que les tangentes au cercle déterminent sur deux tangentes 
lixes (670). Or, (juandle point O est le centre du cercle, les angles 
des deux faisceaux sont égaux deux à deux; par exemple, l’angle 
aOl? est égal «\ l’angle a'Ob* ou à son supplément (668), ce qui 
revient au meme ; et alors on a, à l’égard des deux rayons doubles 
M, M/, 

s i n OM si n a OM' 1 4 

siiiAOM siii^blM' * ^ ^ ’ 

et de inênie 

oiiK^'OiNI sin/^i'OlNl' 

siii/>'OM sin^'OM' 

L’équation précédente se réduit donc à 

aO f)'0 ^ 

o6 * 

C. Q. F. D. 

674. Le théorème précédent s’étend à un polygone quelconque 
d’un nombre pair de côtés, c’est-à-dire que : 

Un poljgona d/ua nombre pair de côtés étant circonscrit à un 
cercle, si l'on mène une tangente quelcontjue, le produit de ses 
distances aux sommets de rang pair sera au produit de ses dis^- 
tances aux sommets de rang impair dans une raison constante, 
égale au produit des distances des sommets de rang pair au 
centre du cercle, divisé par le produit des distances des sommets 
de rang impair au meme centre. 
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La démonstralioii est tout à fait semblable à celle du théo- 
rème (663), 

675. On peut regarder le point de contact d’une tangente à un 
cercle comme le sommet d’un angle circonscrit dont les deuK cotés 
seraient infiniment peu différents en direction, de sorte que le 
point de contact d’un côté d’un polygone circonscrit [)eut être 
regardé comme un sommet d’un polygone qui aurait un som- 
met de plus. 11 résulte de ces considérations que les théorèmes 
précédents peuvent être appliqués à des polygones circonscrits 
d’un nombre quelconcjiie de côtés. On a, entre autres, ce tliéo- 
rèrne : 

Quand un polygojia est circonscj'it à un cercle, le produit des 
distances de ses soniinets à une tangente est au produit des 
distances des points de contact de ses côtés à la niênie tangente 
dans une raison constante, (juelle que soit cette tangente. 

676. TjCS tangentes à un cercle rencontrant deux tangentes 
fixes L, 1/ en des points a, ô, ... et a\ ... qui forment deux 
divisions Iiomograpliiqiies (669), les droites PZ>, ... et Va\ 
P//, . . . menées d’un môme point P à ces deux séries de points 
forment deux faisceaux liomographiques, et les rayons doubles de 
ces deux faisceaux sont les tangentes au cercle menées par le 
point P (670). Or ces rayons doubles forment un faisceau en invo- 
lullon avec les deux couples de droites Pa^ P// et Pô, P^^' (213). 
On a donc, en considérant le quadrilatère ah U a* circonscrit au 
cercle, ce théorème : 

Quand un quadrilatère est circonscrit à un cercle, les deux 
couples de droites nienees d'un point quelconque à ses souunels 
opposés, et les deux tangentes menées du meme point à la cir- 
conférence du cercle , forment un faisceau en involulion. 

11 nous sera utile de remarquer ici que la démonstration irn- 
[)lique le cas où les deux tangentes sont imaginaires. 

Appelons E et F ces deux tangentes (réelles ou imaginaires), 
Z, a' les droites menées à deux sommets opposés du quadrilatère, 
üt 6, 6^ les droites menées aux deux autres sommets; on aura, 

(iUASLES. — Géoni. sup, 28 
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entre autres, réqiiation d’irivoliilion suivante : 

sin (E, a ) . sin ^E, «' ) sin ( F, «) , sin ( F, a' ) 

siii ( E, e ) . siii ( E, 6' ) ~ sin ( F, T) . sin ( F, 6' ) * 

077. Cette équation s’étend à un polygone circonscrit au cercle, 
(Tun nombre pair de sommets; c’est-à-dire que : 

Quand un polygone d' un nombre pair de sommets est circon- 
scrit à un cercle, si d’un même point on mène les tangentes au 
cercle et des droites aboutissant aux sommets du poly gone , on 
auj'a, en appelant E, F les deux tangentes^ a, a', a'', . . . les 

droites menées aux sommets de rang pair, et 6, ê', . . . les 

droites menées aux sommets de rang impair^ la relation 

sin (E, « ) . sin (E, a' ) .sin (E, . _ sin (F, «) . sin ( F, a' ) . sin (F, v." ) . . . 

sin ( E, 6) . sin (E, ) .sin (E, 6") . . . sin (F, C) .sin ( F, 6') . sin (F, tj' j . . . 

r^a démonstration se fait comme celle que nous avons indiquée 
pour le théorème (674); et la remarque f|ui a donné lieu au théo- 
rème (675) s’applique également ici. 

III. — /7e. ivgo/ic ci? conscrit au cacle, 

078. Quatre tangentes à un cercle rencontrent deux autn's tan- 
gentes en deux séries de quatre points qui ont le meme rapport 
anharmonique (671). Donc, en considérant les six tangentes 
comme formant un hexagone circonscrit au cercle, on a, d’après 
la proposition (423), le théorème suivant, du à Hriant;hon. 

Dans tout hexagone circonscrit à un cercle, les trois diagonales 
fjui joigne/it les sommets opposés passent par un même point ( ' ). 

§ III. — Propriétés diverses. 

I. 

679. Si sur le diamètre d’un cercle on prend deux' points tjiii 


(‘) Nous avons dit (016) cominenl Ui-ianchon a déduit co Ihcorèiue de celui de 
Pascal sur l'hexajjone inscrit. 
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divisent harmoniquement ce diamètre, les distances de chaque 
point de la circonférence à ces deux poinis fixes ont leur rapport 
constant. 


En effet, soient e,f les deux points qui divisent harmonique- 
ment le diamètre Kh![fi^. 14 ^) î les droites menées d’un point de 
la circonférence à ces deux points font des angles égaux avec la 
droite menée du meme pointa rime des extrémités du diamètre (85). 
Or on a, dans les deux triangles em A, /m A, 


cm si 11 A fm si 11 A 

e A s i 1 1 cm A ^ J \ si \\fin A 

Il s’ensuit, puisque les deux angles eniK^ /mA sont égaux, que 


cm fm me 

r—- -, - eu 

e v y A mf 


A e 

-, ■ cunst. 

A/ 


(ie qui démontre le théorème. 


080. Si par deux points c, f, qui divisent harmoniquement le 
diamètre AA'' d'un ce/ cle {fi^* *43), on élève deux perpendicu- 
laires, toute tangente au cercle rencontre ces droites en deux 
points e', f', tels, que les droites menées du centre à ces deux 
points sont évidement inclinées sur la droite menée du centre au 
point où la tangente rencontre la tangente fixe en V une des extré- 
mités du diamètre AA'. 

En effet, les deux droites Ce', G/' forment avec les deux Cuy 
Cr/ un faisceau harmonique. Or celles-ci sont rectangulaires 
(008, CorolL). Donc chacune d’elles lait des angles égaux avec les 
deux Ce', G/' (84). Donc, etc. 

(ioiioi-LAiRE. — Il suit de là que : Le rapport des deux droites 
Ge', Gf' est constant et égal à 

Gar, la droite Ga divisant l’angle t/Gy'cn deux parties égales, 

Afc» 

Mais — p • Douc, ctc. 

Cf aj’ oj' AJ ^ 


on a 
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II. 

081. Si siw les cordes d*uii cercle issues d’an meme point p de 
la circonférence [fi g- i44) prend des segments pfj', en raison 
inverse des cordes, le lieu de leurs extrémités p' est une droite 
perpendiculaire au diamètre qui passe par le point p. 

En effol, on a, par hypothèse, pp' — ^ étant une eonstante. 

Soit pris sur le diamètre pO le segment = on aura 

OrJ rjO 

ofj . — 0 E . 0 O OU ~ * - i 

* ‘ ' ‘ ‘ O E 0 y. 

ce (jui prouve que les deux triangles pEp' et pyA.)^ qui ont l’angle 
(;n p commun, sont seinhlahles, et, par consé(] Lient, que le premier 
est rectangle en E, de meme ([ue le second l’est en a. Donc le lieu 
du point çf est la droite élevée par le point E perpendiculairement 
an diamètre pO, c. y. n. 


082. Quand un triangle esr inscrit dans un cercle, le produit 
de deux côtés est égal au produit de la per pend iculaire abaissée 
du sommet opposé sur le troisième côté, multipliée par le diamètre 
du cercle. 


En effet, soient ABC [fg- i4^) triangle, \p la perpendicu- 
laire abaissée du sommet A sur le côté opposé, et AA' le diamètre 
du cercle. L(îs deux triangles rectangles lôKp et A'AC sont sem- 
blables, parce que leurs angles en B et x\' sont égaux; de sorte 
qu’on a la proportion 


AB K\’ 


ou AB. AC 


Ap.AA’. 


c. Q, t. D. 


Corollaire I. — Il suit de là que 

AB.BC.CA^:: A/?.BC.AA', 
d’où l’on conclut que : 

Le diamètre du cercle circonscrit à un triangle est égal au pro- 
duit des trois côtés divisé par le double de l’aire du triangle. 
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Ainsi, rt, c étant les trois côtés du triangle, S sa surface et /• 
le rayon du cercle circonscrit, on a = abc. 

Corollaire II. — En appliquant Téquation 

Ap.AA':::^ AB.AC, 

relative à la corde BC, à tous les côtés consécutifs d’un polygone, 
d’un nombre pair de côlés, inscrit au cercle, on en conclut immé- 
diatcnicnt le théorème (063). 


IIÏ. 

683. Un triangle ABC dtant tracé dans le plan d' un cercle, si 
de ses sommets on mène les tangentes Aa, A a' ; Bb, Bb' et Ce, Ce' 
(^réelles ou imaginaires), on aura, entre les sinus des angles ifue 
ces tangentes jont as>ec les cotés du triangle, la relation 

sin^ AIÎ.slim'AB sin ABC.sin/y'BG sineCA . siiu'CA 

siii<7 AC.siiirt'AC sin 6BA .sin//BA sin 6-CB . sin c'CB 

Supposons d’abord que les deux sommets B, C du triangle 
soient extérieurs au cercle, le sommet A pouvant être intérieur 
ou extérieur, indifféremment. 

Soit D le point d’intersection des deux tangentes BZ> et Ce; 
les trois droites menées de ce point au sommet du triangle ABC 
donnent la relation 

sin//B(] si ne CA sin DAB ^ 

sin^BA sineCB sinDAC * (O* 

On a pareillement, à l’égard du point d’intersection D' des deux 
tangentes BZ>', Ce', 

sin/>'BC sine'CA sinD'AB 
sin/^'BÂ sine' CB sin D' AC 

Multipliant ces deux équations membre à membre, il vient 

sin />»BC.sin^'BC sin eCA. sine'CA sin DAB . sin D' AB _ 

sin^BA .sin />>'BA sine CB. sine' CB sin D AC. sin D' AG 
r' 
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Or, les quatre tangentes BZ», BZ>', Ce, Ce' forment un quadrilatère 
circonscrit BDCD'. Les droites menées du point A aux sommets de 
ce quadrilatère, et les deux tangentes Ka, h a' (réelles ou imagi- 
naires) forment une involulion (676). On a donc l’équation 

sinlîAD siiîBAD' sinBA<7.sinBA <?' 

sic CAD . sin CAD' siiiCA a . siiiCA a' ’ 

d’après laquelle la précédente devient précisément celle qu’il faut 
démontrer. 

Passons au cas où deux sommets A, B sont intérieurs, et un 
seul C extérieur. 

Que sur le coté AB on prenne un point extérieur B'; on a deux 
triangles B'AC, B'BC, dont chacun n’a qu’un sommet intérieur 
et auxquels s’applique le théorème ; et, des deux équations relatives 
à ces triangles, résulte naturellement celle qui exprime le théorème 
à dé^nontrer y)our le triangle AB(^ dont les deux sommets A, B 
sont intérieurs au cercle. 

Knfin, considéi’ons le cas où le triangle a ses trois sommets A, 
B, C intérieurs au cercle. Alors on prend sur l’un des cotés, AC 
par exemple, un point extérieur C', et l’on a deux triangles (7B A, 
C'BC, auxquels s’applique le théorème, puisqu’ils n’ont, chacun, 
que deux sommets intérieurs; et, des deux équations relatives à 
ces triangles, résulte celle qu’il s’agit de démontrer à l’égard du 
triangle ABC. 

Ainsi, le théorème est démontré complètement, quelle que soit 
la position des trois sommets du triangle par rapport au cercle. 

§ IV. — Des pôles et polaires dans le cercle. 

T. — Polaiie cV un point. — Pôle (V une droite. 

684. Si autour d'un point p [Jig- i46), dans le plan d\ut 
cercle, on fait tourner une transversale sur laquelle on prend le 
point p' conjugué harmoniipie de p, par rapport aux deux points 
où cette droite rencontre le cercle, le lieu de ce point p' sera une 
droite. 

En effet, soit a le milieu des deux points du cercle «, a'\ on 
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aura 

pa .oa' " po' .pK ( 74 '). 

Or Je reclanglc pa.pn' est constant et égal kpA.pX', Donc le seg- 
iiioiiL jOjo' est en raisoiiinver.se de pa. Mais le point a est sur un 
cercle qui passe par le point p (638). Donc le point p^ est sur mu^ 
droite (681). c. q. f. n. 

On appelle cette droite la polaire du poinl p; cl réciproqucincnl , 
ce point est dit le pôle de la droite. 

Cette polaire est perpendiculaire au diamètre qui passe par le 
pôle pi et le point e on elle rencontre ce diamètre peut se délei- 
miner par la relation 

Cc.(:,o=--CA\ -R‘ (73), 

Il étant le rayon du cercle. 

llcnin/'fpics. — ()uand la droite menée par le point p ne ren- 
contre pas le c<n*cle, les dcuix. points a^ a! sont imaginaires ; mais 
leur milieu a est toujours réel (636) ; de sorte que le point p' se 
construit par la meme formule 


, pA.pA' 

CjO ~ * • 

' * P'/. 

ou [)ar celle-ci, 

v.p . up' ( 73 ) , 

dans laquelle on peut remplacer a a par (il- — aC ) (637) ; ce (pii 
donne 

«p . up’ - - R- — « c . 

Cette relation fait voir que les deux points p, p' sont du meme 

coté de a, ou de cotés dilïércnts, selon que (iC — «C ) est positil 
ou négatif; c’est-à-dire selon que la transversale rencontre le cercle 
en des points réels ou imaginaires. 

Observons encore que ces diverses relations servent à construire 
la polaire d’un poinl, sans que le cercle soit décrit, parce que l’on 
n’y fait usage que du centre et du carré du rayon. 

Ces remarques nous seront utiles plus tard. 
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685. Les polaires des differents points d\ine droite passent 
toutes par le pôle de la droite. 

Car les deux points p, p', dont le second est sur la polaire du 
premier, étant conjugués harmoniques par rapport aux deux a, 
a\ la polaire du point p' passe par le point p (684). 

686. Si Von mène par un point p deux transversales paa', pbh' 
(/?.". i47)> point d'intersection des deux droites ab, a'b' et le 
point d/ intersection des deux al/, a'b seront sur la polaire du 
poi/it p. 

En clTct, soient p', p" les points de la polaire, sur les deux trans- 
versales; on a les deux équations 

pa ^ p a ^ P 

pa' * p'rt' pb' * p" b* 

Donc 

pa ^ p’ a ^ pè ^ p" ^ 
pa * p^n' pb' * p"b' 

Ce (jui prouve que les quatre points p, a., p', r/ ont leur rapport 
anliarmonique égal à celui des quatre points p, Z>, p", //. Donc les 
trois droites aZ>, p^p", a! h' concourent en un même point (42); 
c’est-à-dire que les deux droites ah.^(i!y se coupent sur la droite p'p". 

Or, les deux points h et entrant de la même manière dans la 
seconde équation, on peut substituer Tun à l’aulre, et il en résulte 
(pie ce qui est démontré des deux droites ah^ (êV s’applicpie aux 
deux ah' et a' h. Donc, etc. 

Autrement. Les écpiations 

pa pa pb p" b 

pa' rj(i pb' p''b' 

montrent que les deux arcs de la circonférence auxquels appar- 
tiennent, respectivement, les deux points a et ainsi que les deux 
h et //, forment deux courbes liomologiques dont le point p est le 
centre d'homologie, et la polaire p'p" Vaxe d'homologie (530). 
Par conséquent, les deux droites homologues ab, a' h' se rencon- 
trent sur la polaire. 

Et si l’on considère les deux points a, h' comme appartenant à 
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un même arc, et les deux a' ^ h comme leurs liomologues sur Tare 
Jiomologiqiie, il s’ensuivra que les deux droites u// et ah se ren- 
contrent aussi sur la polaire du point p. Donc, etc. 

687. Si l’on conçoit que les deux transversales prz/;, pa'// soient 
infiniment voisines, les cordes ah, sc croiseront loujours sur 
la polaire du point p et deviendront les tangentes en a cia' . Donc : 

Quand une droite tourne autour d’un point fixe, les tangentes 
menées par les deux points où elle rencontre le cercle se croisent 
sur la polaire du point fixe. 

En d’autres termes : La. polaire d’un point est le lieu des som- 
mets des angles circonscrits au cercle dont les cordes de contact 
passent par le point. 

Et réciprocjucmcnt : T^e pôle d’ une droite est un point par leifuel 
passent toutes les cordes de contact des angles circonscrits au 
cercle qui ont leurs sommets sur la droite. 

688. Si par le point de concours de deux tangentes à un cercle 
on mène deux droites conjuguées harmoniques par rapport à ces 
deux tangentes, le pôle de V une sera situé sur l’autre. 

(jor les deux droites rencontrent la corde de contact des deux 
tangentes en deux points qui sont conjugués harmoniques par 
rapport aux deux points de contact (83). Donc la polaire de l’im 
de ces points passe par l’autre (684). Mais ces polaires passent par 
le pôle de la corde de contact (685), lequel est le point de ren- 
contre des deux tangentes. Donc ce sont les deux droites qu’on a 
menées par ce point. Donc, etc. 

Corollaire. — Il suit de là que : Etant donné un cercle, si par 
chaque point d’une droite fixe on mène une seconde droite qui 
soit la conjuguée harmonique de la première par rapport aux 
deux tangentes au cercle issues de ce point, cette droite passera 
toujours par un même point qui sera le pôle de la d/'oite fixe. 

II. — Autre manière de démontrer les propositions précédentes. 

689. Des théorèmes précédents, les uns se rapportent à des 
points et les autres à des droites, de sorte qu’ils peûvent se corres- 
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pondre miitiielleinenl^ comme cela a lieu pour la plupart des pro- 
positions que renferme cet Ouvrage: par exemple, le dernier 
théorème, par lequel on construit le pôle d’une droite, correspond 
au premier (684-), par lequel on construit la polaire d’un point. 
Cependant nous n’avons pas fait cette distinction, comme à l’or- 
dinaire, ayant voulu traiter d’abord ce sujet de la manière la plus 
élémentaire, en ce qu’elle n’exige la connaissance d’aucune autre 
[Topriété iiotal)lc du cercle. 

Mais nous allons reprendre notre marche accoutumée et suivre 
les deux voies parallèles, qui sont si propres à marquer le earac- 
tère distinclif des différentes propositions, à les classer dans un 
ordre naturel et à répandre toute la clarté désirable sur leur en- 
semble. 

690. Deux transversales pna\ phh\ Issues du point p et ren- 
contrant le cercle, donnent lieu au quadrilatère aa'h'b {Jî.g. Uy). 
Une troisième transversale quelconque, menée par le meme point, 
rencontre les deux cotés opposés ahy a' 1/ en deux piu’nls c, c' et 
le cercle en deux autres points e, o (réels ou imaginaires), (^es 
deux couples de points appartiennent à une involulion dont le 
point P est un des points doubles (665). Or la droite RCt, qui 
joint le point de concours des deux côtés opposés ah y a' 1/ à celui 
des deux diagonales ab\ a'h, et la droite lip divisent barmonlqiu - 
ment l’angle des deux côtés ah, a' h' (355) ; donc la transversale 
rencontre la droite KG en un point p"' qui est le conjugué harmo- 
nique de P par rapport aux deux c, c'. Donc ee point p'" est le 
second point double de l’involution (211). Donc les deux points p, 
p'" sont conjugués harmoniques par rap[)ort aux deux points e et ^ 
de la courbe. 

De là résulte tout à la fois la démonstration des deux théo- 
rèmes (684 et 686), relatifs à la polaire d’un point. 

691. Considérons le quadrilatère circonscrit AEBF [fg- i46), 
dont les sommets opposés sont A, B et E, F. Si d’un point quel- 
conque m de la droite EF on mène les droites ^nA, mB et les deux 
tangentes au cercle me, mep (réelles ou imaginaires), ces deux 
couples de droites appartiendront à une involulion dont la droite 
EF sera l’un des rayons doubles (676). Mais la droite AB est di- 
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visée harmoniquement en G et R par les deux dd' et EF ( 350 ). 
Donc la droite mCj et la droite mE sont conjuguées harmoiiicpies 
par rapport aux deux 7/? A, mB. Donc la droite niCj est le second 
rayon double de rinvolution. Donc cette droite et la ligne 7/7E 
sont conjuguées harmoniques })ar rapport aux deux tangentes 
issues du point 777. Or, d’une part, le point G, par lequel passe 
celte droite, est fixe, quel que soit le point 777, puisque cVsl Tin- 
tersection des diagonales du quadrilatère circonscrit A 7/ Bd'. Va, 
d’autre part, si le point iii est à l’infini, auquel cas les deux lan- 
gentes sont parallèles à la droite EE\ on reconnaît que le point (i 
et la droite l^A^" divisent harmoniquement hî diamètre du cereb* 
perpendiculaire à celte droite; ce <jui montre que le point (j 
est le point que l’on a appelé précédemment le pôle de la droite 
EF (G8i). 

On a donc ce premier théorème : 

Si de clicKiae point d une droite fixe on mené les deux tan- 
gentes h un cei'cle et la droite (pn, n^’ec la droite fixe, divise har- 
nio/iifpienie/it l’a/igle des deux tangentes [réelles ou iniagi/iaires), 
cette dj'oite passe toujours par un même point, (jui est le pôle de 
la droite fixe ( ‘ ). 

Que l’on remarque maintenant que ce j)oint fixe, se trouvant 
déterminé par les droites menées des difïércnts points de la droite 
fixe, est indépendant de la position des deux points E, F" que 
nous avons considérés sur celle droite. On en conclut ce second 
théorème ; 

Si de deux points d ’une droite fixe on inètie des tangentes à un 
cercle, les diagonales du (piadrilatèrefornié par ces deux couples 
de côtés opposés passent par un point fixe, (piels (jue soient 
les deux points pris sur la droite; ce point fixe est le pôle de la 
droite. 

Corollaire. — Quand les deux points pris sur la droite sont 
infiniment voisins, les deux diagonales du quadrilatère deviennent 


(*) Celte proposition ne diffère pas du corollaire de (G88); mais ici les deux taii- 
{jenles au cercle peuvent être imaginaires, tandis que dans la démonstration du théo- 
rème (688) on les supposait réelles. 
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iiifinimenl peu différentes et, à la limite, se confondent suivant 
la corde de contact des deux tangentes uniques. D’où l’on conclut 
que : 

Quand le somineL d* un angle circonscrit à un cercle glisse sur 
une droite, la corde de contact passe par un point fixe, qui est 
le pôle de la droite. 


III. — Propositions relatives à la théorie des pôles et polaires. 

692. Quand une corde d/un cercle tourne autour d’ un point 
fixe, la somme algébrique des valeurs inverses des distances de 
ses extrémités à la polaire de ce point reste constante. 

Soient aa^ if g- i49) corde qui tourne .autour du point fixe p, 
et p' le point où elle rencontre la polaire de ce point; on a 

(65). 

P P P a P a 

Or les trois segments p'a^ p'af p'p sont proportionnels .aux dis- 
tances ap, a'// et pq des trois points a, a^ et p à la polaire. L’équa- 
tion devient donc 

r I 9 . 

1 “ - 7 --; " — const. 

a P a P P fj 

e. O. F. T). 

Dans cette équation, les signes des perpendiculaires dépendent 
de leur direction à partir des points d, a\ Ainsi, dans la figure où 
le point P est pris au dehors du cercle, les deux perpendiculaires 
ap^ a’ f ont des signes contraires. Elles auraient le meme signe si 
le point P était intérieur au cercle. 

693. Le théorème peut prendre cet énoncé plus général : Si 
autour d'un point fixe on fait tourner une corde d 'un cercle, 
les distances de ses extrémités à un axe fixe quelconque, divisées 
respectivement par les distances des deux mêmes points à la po- 
laire du point fixe, ont une somme constante. En effet, soient <7 P, 
«'P' et pQ les perpendiculaires abaissées des trois points /a, < 7 ' et p 
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sur Taxe fixe; on aura l’équation 

p'p P a p' a 


( 68 ), 


et, oomme précédemment, 


a P a' P' 

ap II' p' 


pQ 

‘ — ~ const.; 


ce qui démontre le tliéorèmc. 


-1-4 :> 


694. Si de chaque point cV une droite on mené deux tangentes 
à un cercle y la somme des distances de ces deux tangenies à un 
point fixe qaelcompie, divisées par leurs distances nu pôle de la 
droite, est constante. 

Eu efi'et, soient P le polo de la droite, m le point fixe, et r/, a', p' 
les points où la droite p/n rencontre les deux tangentes et la droite 
polaire du point p; on a l’équalioii 

‘?.nip' nia nin^ '^ 07 ^ 

pp' pa p(i' ^ ^ 

, . ma ma' mo' 

Or les trois rapports — » - -r et —V eeaux, respcctive- 

^ ^ p a p a PP ^ * 

ment, aux rapports des distances des deux tangentes et de la droites 
fixe aux deux [loints ni et p; réqualion exprime donc le théorème 
énoncé. 


095. Si de chaque point d' une droite fixe on mené deux tan- 
gentes à un cercle, le produit des sinus des angles quelles font 
avec cette droite est au carré du sinus de l'angle que le rayon 
mené du meme point au centre du cercle fait avec cette même 
droite dans une raison constante. 


En efi'et, ou a {Jig- 170 ) 

' . ap «I.sinI al . 

siii<7/?/L — sinnO/? = y- — y, ~ — sinO///L, 
K R R 


sin<^«'///L : 


a'\ 

IT 


siiiO/nL. 


et de même 
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sin^/A/^L.sinrt^V/zI. 


al.a'l 


sin*OmL 


^.TA' 

~~lv^ 


sin*0//iL. 


(æ qui dénionlrc le lliéorèine. 
ConoMwViiiK. — On peut écrire 

sin/7wL. sin/7'/;z I. 


TA. TA' Op' 



Do sorle que le produit des deux sinus est en raison inverse du 
carré de la distance du point in au centre du cercle. 


()96. Nous appellerons points conjugués par rapport à un 
cercle deux points tels que la polaire de l’un passe par l’autre. Il 
est clair cpic, si la polaire d’un point passe par nii autre poini, ré- 
ciproquement la polaire de celui-ci passera par le premier (085). 

On peut dire aussi fpie deux points conjugués sont deux poiiils 
conjugués liaf'/nonifpies par rapport aux deux points d’intersection 
(réels ou imaginaires) du cercle par la droite sur laquelle sont pris 
ces deux points (084). 

Pareillement, nous ap[)ellerons pai' rapport 

il un cercle deux droites telles (jue le pôle de l’une se trouve sur 
l’autre. 

On peut dire aussi que les deux droites sont conjuguées harnio- 
niiptes \yàY rapport aux deux tangentes au cercle (réelles ou imagi- 
naires) menées par leur point de concours (088). 

097. l^uisque deux points conjugués pris sur une droite quel- 
conque sont conjugués liarmoniques par rapport aux deux points 
d’intersection (réels ou imaginaires) du cercle par la droite, il 
s'ensuit que: 

Trois couples de points conjugués pris sur une même droite 
forment une involution de six points, dont les points doubles sont 
les deux points dé intersection du cercle par la droite. 

698. Pareillement: J rois couples de d/'oites conjuguées menées 
par un même point forment un faisceau de six droites en invo- 



PROPRIÉTÉS RELATIVES A UN CERCLE. 447 

latioiiy dont les deux rajoiis doubles sont les tangentes au cercle 
menées par ce point. 

699. Tl résulte du théorème (697) qu’on peut déterminer les 
points d’intersection d’un cercle et d’une droite en prenant sur 
celle droite deux couples de points conjugués; les points doubles 
de rinvolution déterminée par ces deux couples de points, ou, eu 
d’autres termes, les points conjugués harmoniques par rapport aux 
deux couples, sont les points d’intersection cherchés (réels ou 
imaginaires). 

Pareillement, on peut déterminer les tangentes à un cercle 
issues d’un point donné en menant par ce ])oint deux coiq)les de 
droites conjuguées ; les rayons doubles de l’involution déterminé(î 
par ces deux couples, ou^ en d’autres termes, les droites conju- 
guées harmoniques par rapport aux deux couples, sont l(‘s tangentes 
cherchées (réelles ou imaginaires). 

Observation. — Ou conçoit bien qu’il ne s’agit pas ici de solu- 
tions pratiques de ces deux problèmes, les plus simples que l’on 
puisse se proposer sur le cercle. 11 s’agit de pro|)riétés qui seront 
fort utiles dans plusieurs questions, d’autant plus (pi’elles iinpli- 
(|uent le cas des imaginaires. 

700. Quatre points en ligne droite ont leur rapport anharmo- 
ni(jue égal à cel^ii de leurs polaires, lùi elTct, quatre points n, 

c, d pris sur une même droite ont leur rapport aidiarmonique égal 
à celui de leurs conjugués a\ U , c , d', car ces points forrnent deux 
divisions hornographiques (697). Grecs points conjugués sont sur 
les [)olaircs des quatre points a, b, e, d (090), lesquelles j)assent 
par un même point (085) ; par conséquent, leur rapport anliarnio- 
nique est égal à celui des quatre droites, lequel est donc égal à 
celui des quatre points ^/, b^ c, d. c. o. r. n. 

CoiioLLAiRE. — H suit de là que : Si l'on a deux divisio/is honio- 
graphiiiues sur deux droites, les polaires des points de division 
jorrnent deux faisceaux lioniographitjues. 


IV. — QuadriUitèic circonscrit au cercle. 

701. Soit un quadrilatère circonscrit au cercle {fg- i4^) î 
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les droites a' h, «//, qui joignent les points de contact des côtés 
opposés, SC croisent sur la diagonale AB, parce que les deux soni- 
nicts A, B et le point d’intersection des deux droites ah' ^ a'h sont 
trois points appartenant à la polaire du point de concours des 
deux droites r/a', hh' (686 et 687). Par la meme raison, le point 
d’intersection des deux droites ah' ^ a'h se trouve aussi sur la se- 
conde diagonale dd' . Donc : 

Quand un ifuadi dater o. est circonscrit au cercla, ses deux dia- 
gonales et les droites qui joignent les points de contact des côtés 
opposés passent toutes quatre par le même point. 

Remarque. — Quatre tangentes à un cercle donnent lieu à trois 
quadrilatères dillérenls, parce que, rune de ces tangentes étant 
regardée comme le premier côté du quadrilatère, on peut prendre 
cliacune des trois autres comme côté opposé. 

Les trois (juadrilatères sont A//'Bf/, AEBF etEr/'F//. Si l’on 
considère la tangente en a' comme côté commun aux trois qua- 
drilatères, le côté opposé sera la tangente en h dans le premier 
quadrilatère, la tangente en h' dans le second et «la tangente en a 
dans le troisième. 

Appliquant le théorème précédent aux trois quadrilatères, on 
en conclut que les quatre droites r/ô', a'h, AB et dd' passent par 
un même point, comme nous l’avons dit; que les quatre ah, a'h', 
AB, EF passent aussi par un même point R; et les quatre a.a', hh', 
d'd, EF par un même point p. 

702. Dans un (piad rilatere circonscrit à un cercle, le point de 
rencontre des deux diagonales est le pôle de la droite qui joint 
les points de concours des côtés opposés. 

Car le pôle de la droite qui joint les points de concours E, F 
des côtés opposés du (|uadrilatère circonscrit h.d']àd est le point 
de croisement des deux cordes de contact cd/, a'h (687). Grec 
point de croisement est le même que celui des deux diagonales AB, 
dd' (701 ). Donc, etc. 

703. Quand un quadt ilatére est circonscrit à un cercle , les 
deux diagonales et la droite qui joint les points de concours des 
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côtés opposés forment un triangle dont chaque sommet a pour 
polaire le côté opposé. 

Car, en appliquant le théorème précédent aux deux autres qua- 
drilatères dont il a été question, on en conclut que le point R est 
le pôle de la diagonale dd' et le point p celui de la diagonale AB; 
de sorte que les trois droites AB, dd' et EF forment un triangle 
GRp dont chaque sommet est le pôle du côté opposé. 

Remarque . — Il suit de là que les deux diagonales sont deux 
droites conjuguées par rapport au cercle. 

704. Quand un quadrilatère est circonscrit à un cercle, si l'on 
mène une transversale qui rencontre les deux diagonales en deux 
points, et quon prenne les deux autres points qui avec ceux-lày 
respectivement , divisent harmoniquement les deux diagonales, 
ces deux points et le pôle de la droite dans le cercle sont tous 
trois en ligne droite. 

En eft'et, soient L la transversale et U la droite joignant les deux 
points qui, avec ceux où L rencontre les deux diagonales, divisent 
harmoniquement ces diagonales. Si du point d’intersection des 
deux droites L et L' on mène les tangentes au cercle et des droites 
aux extrémités des deux diagonales, ces six droites seront en invo- 
lution (676). Mais les deux droites L, U sont les rayons doubles 
de l’involution, parce qu’elles divisent harmoniquement chacune 
des deux diagonales; donc elles sont conjuguées harmoniques par 
rapport aux deux tangentes au cercle; donc le pôle de la droite \j 
est sur la droite L' (688). Ce qu’il fallait prouver. 

CoROLLAïuE. — Si la droite L est à l’infini, il s’ensuit que : 

Quand un quadrilatère est circonscrit à un cercle, les milieux 
de ses deux diagonales et le centre du cercle sont sur une meme 
droite. 

V. — Quadrilatère inscrit au cercle * 

705, Quand un quadrilatère est inscrit au cercle, les points 
de concours des tangentes en ses sommets opposés et les points 
de concours de ses côtés opposés sont quatre points en ligne 
droite. 

Chasles. — Géojn. sup. 
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Car, dans le quadiilatère i48), les quatre points E, 

F,p,R sont en ligne droite, parce qu’ils appartiennent à la po- 
laire du point de croisement des deux diagonales ah\ a' h, les deux R 
et P en vertu du théorème (686) et les deux E, F en vertu du théo- 
rème (687). 

706. Dans un quadrilatère inscrit au cercle, le point de concours 
des deux diagonales est le pôle de la droite qui joint les points de 
concours des côtés opposés. 

Car le point de croisement des deux diagonales rz//, a'I) est le 
pôle de la droite pl\ (686). 

707. Quand un quadrilatère est inscrit au cercle, le point de 
rencontre des deux diagonales et les points de concours des côtés 
opposés sont trois points dont chacun a pour polaire la droite qui 
joint les deux autres. 

Car GR est la polaire du point p, et (jp la polaire du point R, de 
meme que la droite pR est la polaire du point de croisement des 
deux diagonales < 7 //, ah. 

Remarque. — Tl suit de là que les points de concours des côtes 
opposés d’un quadrilatère inscrit au cercle sont deux points 
conjugués par rapport au cercle, 

708. Quand un quadrilatère est inscrit dans un cercle, les 
polaires d*un point quelconque relatives au cercle et aux angles 
formés par les deux couples de côtés opposés passent par un 
meme point. 

En effet, soit P le point d’intersection des polaires d’un point P 
relatives aux deux angles formés par les deux couples de côtés 
opposés du quadrilatère ; la droite PR rencontre ces côtés en deux 
couples de points «, a' et //, et le cercle en deux points e^ f. 
Ces six points sont en involution (665). Or les deux points P, P' 
divisent harmoniquement les deux segments aa'., hU \ donc ils 
divisent aussi harmoniquement le troisième segment eff^W). Donc 
la polaire du point P relative au cercle passe par le point P'. 
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VI. — Propriétés relatives a trois cordes passant par un même point, 

709. Quatid trois cordes d* an cercle concourent en un même 
points les droites menées d’un point de la circonférence à leurs 
extrémités forment un faisceau en involution. 

Soient aa' , hh\ cd {fg- i5o) les trois cordes qui passent par 
un meme point p. Je dis que les droites menées d’un point ni de la 
circonférence à leurs extrémités forment trois couples en involu- 
tion. Il suffit de prouver que les quatre droites ma, mh, me, me' 
ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre tua', mb', 
me' et me (188). 

Joignons le point tu au point p, et soit m' le point où la droite 
mp rencontre la circonférence. Les quatre droites ma, mh, me, 
me' ont leur rapport anliarmonique égal à celui des quatre m'a, 
m'h, m'e et tu' c' menées du point m' aux quatre memes points a, 
h, c, c' (65i). Mais celles-ci ont leur rapport anharmonique égal 
à celui des quatre droites ma' , mh' , me' et me, parce que ces huit 
droites se rencontrent deux à deux en quatre points situés en ligne 
droite ((:8()). Donc les deux faisceaux de quatre droites ma, mh, 
me, me' et ma' , mh' , me', me ont leurs rapports anharmoniques 
égaux. Ce qu’il fallait démontrer. 

11 est évident que, réciproquement : Si l'on prend un point de 
la circonférence d’un cercle pour sommet commun de trois angles 
dont les côtés soient en inoolution, les cordes sous-tendues par les 
trois angles concourront en un même point. 

Corollaire. — Quand la transversale paa' tourne autour du 
])oint P [fig- loi), les deux droites ma, forment deux fais- 
ceaux en involulion, et les droites menées aux extrémités A, h! du 
diamètre sur lequel est le point p sont les deux rayons rectangulaires 
de l’involution. Par conséquent, on a 

tangflm A .tangrt'm A = const. (259, 3°), 

et par suite 

tang^AO/7.tang tAOrtr' ~ const. 

Donc ; 

Quand une corde d'un cercle tourne autour d'un point fixe, 

^ 9 * 
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les rayons menés du centre à ses extrémités font, avec le rayon 
(jui passe par ce point, deux angles tels que le produit des tan-^ 
gentes des demi-angles reste constant, 

710. Puisque les droites menées d’un point de la circonférence 
aux trois couples de points a, a'] h, U et c, c' sont en involution, 
il existe entre leurs angles et, par conséquent, entre les demi-arcs 
compris entre ces six points, toutes les relations d’involution rela- 
tives à un faisceau de six droites. Par exemple, on aura les équa- 
tions 

sin I « ^ . siii I . siii { c a' — — sin ^ . sin | . sin c/7 . 

Vil. — Propriétés rclatUes à trois angles circonscrits qui ont leurs sommets 
en ligne droite, 

711. Quand trois angles circonscrits à un cercle ont leurs som- 
mets en ligne droite, les segments qnils interceptent sur une tan- 
gente au cercle sont en insolation. 

Soient A, B, C {ftg> iS?.) les sommets des trois angles et «a', 
bU, cd les segments qu’ils interceptent sur une tangente M; il 
suffit de prouver que les quatre points «, b, c, c' ont leur rapport 
anharmonique égal à celui des quatre a', c', c. Que par le point 

de rencontre de la droite ABC et de la tangente M on mène une 
seconde tangente M' qui rencontrera les côtés des trois angles en 
des points «, a'; 6, 6' et y, y'. Les quatre points a, Z>, c, d ont leur 
rapport anharmonique égal à celui des quatre points ce, ê, y, y' (671). 
Mais celui-ci est égal à celui des quatre points a', //, c', c, parce 
que les quatre droites ace', ^6', c'/, dy passent par un même point, 
qui est le pôle de la droite ABC (691). Donc le rapport anharmo- 
nique des quatre points n', U, c', c est égal à celui des quatre 
points a, b, c, d. 

Corollaire. — Les deux tangentes ED, E'D' parallèles à la 
droite AK [fg* i53) rencontrent la tangente M en deux points D, D' 
qui sont deux points conjugués de l’involution. Ces points sont vus 
du centre sous un angle droit (668, Coro//.); par conséquent, lepro- 
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duit des tangentes des angles DO/?, DOa' est constant (259, 3®). 
Mais ces angles sont les moitiés des angles que les deux tangentes 
Aât, A/?' font avec la tangente DE, lesquels sont égaux à KAi?, 
KAa'. Il en résulte donc ce théorème : 

Si de chaque point d*une droite on mène deux tangentes à un 
cercle, le produit des tangentes trigonométi iq lies des demi-angles 
qu elles font avec la droite est constant ( * ). 

VIII. — Figures polaires réciproques, 

712. Etant donnée une figure quelconque, les polaires de ses 
points forment une figure corrélative. 

En efï'ct, les deux figures ont enlre clics les relations descriptives 
qui appartiennent aux figures corrélatives, puisque à des points 
dans rune correspondent des droites dans l’autre; et, d’après le 
théorème (700), les deux figures ont aussi les relations métriques 
des figures corrélatives; donc elles sont corrélatives. 

713. S’il se irouve dans la première figure une courbe, il lui cor- 
rcs])ond dans la seconde figure une autre courbe qui est l’enve- 
loppe des polaires des différents points de la première. Cette courbe 
jouit d’une autre propriété, savoir, d’étre le lieu des pôles des tan- 
gentes à la première courbe. 

En efi’et, un point de la seconde courbe est l’intersection de deux 
tangentes infiniment voisines, lesquelles sont les polaires de deux 
points de la première courbe infiniment voisins. Donc ce point 
de la deuxième courbe est le pôle de la droite qui joint les deux 
points de la première; mais, ces points étant infiniment voisins, 
cette droite est la tangente à la première courbe. 

Il suit de là que la première courbe pourrait être formée au 
moyen de la deuxième, de la même manière que cclle-ci a été 
formée avec la première, c’est-à-dire qu’il suffit de prendre soit 
les polaires des points, soit les pôles des tangentes de la seconde 
courbe. 


(‘ ) Les deux angles doivent être comptés de manière que, quand les deux tangentes 
deviennent parallèles à la droite AK, l’un d'eux soit nul, et Tautro égal à tSo”. 
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A raison de ces propriétés réciproques, les deux courbes sont 
dites polaires réciproques. Le cercle par rapport auquel on prend 
les pôles et polaires s’appelle le cercle auxiliaire ou directeur. 

714. La courbe polaire à* un cercle est une section conique, 
c est-à-dire une courbe provenant de l* intersection d un cône à 
base circulaire par un plan. 

En effet, la courbe polaire d’un cercle est le lieu des pôles des 
tangentes à ce cercle (les pôles étant pris par rapport au cercle 
auxiliaire). Considérons deux tangentes fixes et une tangente 
mobile; il leur correspond sur la courbe polaire deux points fixes 
et un point variable. Aux deux points de rencontre des deux tan- 
gentes fixes et de la tangente mobile, lesquels font deux divisions 
homographiques (669), correspondent dans la figure ])olairc les 
droites menées des deux points fixes au point variable, et ces 
droites forment deux faisceaux liornograpbiques (700, CorolL). 
Donc, en appliquant ici la seconde démonstration du théorème 
(558), on en conclut que la courbe lieu du point d'intersection 
des rayons homologues de ces deux faisceaux est une section co- 
nique. c. Q. F. n. 

715. T butes les propriétés métriques des figures corrélatives 
s’appliquant d’elles-ménies aux figures polaires réciproques (712), 
il en résulte ce théorème : 

Etant pris dans le plan d'un cercle deux points fixes a, b ei 
leurs polaires A, 11, si Von prend un autre point quelconque m 
et sa polaire M, le rapport des distances de ce point aux deux 
droites A, B sera au rapport des distances de la droite M aux 
deux points a, b dans une raison constante (599). 

Ainsi l’on aura 

(M,è) ^ 

Pour déterminer la constante, on peut supposer que la droite M 


(‘) Nous avons déjà employé la notation (w, A) pour représenter la distance d’un 
point m à une droite A (359, Vil). 
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soit à l’infini; ses distances aux deux points h seront égales, et 
son pôle m sera le centre O du cercle. On aura donc 


L’équation devient 


(O.A) 
(O, B) 




(m,A) . (M,«) (O.A) 

• (M, ft) (O, B) 


Il faut remarquer que le rapport 


IMl 

(0,B) 


est égal à la valeur inverse 


du rapport des distances des deux points a, h au centre O (684), 

c est-a-dirc a ---• 
i)a 

On peut déterminer la constante X d’une autre manière qui 
conduit à une expression dilFérente. Supposons que le point se 
confonde avec ô, et par conséquent la droite M avec la droite B; 
il vient 


(^B)- (B, 6) 


ou X 


(A, b) 

(B,«)’ 


et par suite 


(///, A) . _ (A, b) 

(m,n) • {M,/5»)”(B,..)‘ 


716. Les deux expressions de X montrent que 

(A,è)^ (0,A) 

(B,«) (O, B)’ 

c’est-à-dire que : 

Si Von prend dans un cercle les pôles de deux droites , les 
distances respectis^es de chacune de ces droites au pôle de Vauh e 
sont entre elles comme les distances des deux droites au centre 
du cercle. 


717. Dans ce théorème, les deux droites A, B sont quelconques; 
supposons que la première soit fixe et la seconde mobile, cl repré- 
sentons celle-ci par M et son pôle par m \ on a l’équation 

(M,rt) (w, A) 
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Si l’on considère la droite M comme appartenant à une première 
figure, son pôle m appartiendra à une figure corrélative (7i2), et 
cette équation pourra servir à passer des propriétés de l’une des 
deux figures à celles de l’autre. 

Par exemple, on passe du théorème (663), concernant un poly- 
gone inscrit au cercle, au théorème (674), relatif à un polygone 
circonscrit, car on aura 

[m, A] — ou («>A) = 


718. Prenons ce théorème de Stewart (*) : «Si d’un point ou 
abaisse sur les cotés d’un polygone régulier de m côtés, circonscrit 
à un cercle, des perpendiculaires, la somme de leurs puissances 
n[n étant <;^m) ne dépendra que de la distance du point au centre 
du cercle, et non de la position du polygone. » 

Concevons que la droite A soit un des côtés du polygone ; son 
point de contact a sera le sommet d’un polygone régulier inscrit 
au cercle, et l’on aura 


(m, A ) = (M, a) 


R 

(mTô)' 


Par conséquent, si la droite M change de position en consei> 
vant la même distance au point O, la somme des puissances 7 i des 
distances (M, «) restera constante^ c’est-à-dire que : 

Quand un poljgone régulier de m côtés est inscrit à un cercle, 
la somme des puissances n(n étant plus petit que m ) des distances 
de ses sommets à une droite ne dépend c/ue de la distance de 
cette droite au centre du cercle. 


Observation. — On voit qu’il sera fort utile d’introduire les 
relations métriques générales des figures corrélatives dans la 
théorie des polaires réciproques, où l’on a plus particulièrement 
considéré, jusqu’ici, les relations descriptives et les relations 
d’angles. 


(*) Some general theorems of considérable use in the higher parts of Mathematics . 
Edinb., in-8". 
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CHAPITRE XXIX. 


PROPRIÉTÉS RELATIVES A DEUX CERCLES. 


I. — Des centres de similitude de deux cercles. 


719. Deux cercles peuvent cire considérés comme deux figures 
homotlictiques (semblables et semblablement placées), et cel:» 
de deux manières, parce qu’ils ont toujours deux centres de sind- 
litude. 

En clTct, que l’on mène dans les deux cercles deux rayons 0^/, 
O' a! {Jig. i54) parallèles et de meme direction ; la droite qui joint 
leurs extrémités rencontre la ligne des centres en un point S dé- 
terminé par la proportion suivante, qui résulte de la similitinb* 
des deux triangles a OS, aaa' : 

On v.n O a — O'n' 

OS va' Oü' 

ou, en appelant R et r les rayons des deux cercles , 


Cette expression de OS est constante et montre que le point S 
est fixe, quelle que soit la direction commune des deux rayons 

Oa, O' a'. Mais le rapport est aussi constant, car il est égal 

O Cl 

so 

à Les deux cercles sont donc deux figures homothétiques do ni 

oü 

le centre de similitude est le point S. 

Pareillement, si l’on mène le rayon O' a" en sens opposé à la 
direction de O a, la droite aa" rencontrera 00' en un point fixe S', 
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déterminé par l’équation 


OS' — 


R. 00' 
R-f-r’ 


et qui est encore un centre de similitude. 

Ainsi les deux cercles ont deux centres de similitude. Il résulte 
de la construction par laquelle ces points se déterminent que le 
premier est situé au delà de la ligne des centres des deux cercles 
et le second entre les deux centres, quelle que soit la position 
relative des deux cercles. Le premier est dit centre de similitude 
directe et le second centre de similitude iiwerse. 

Quand les deux cercles se touchent, leur point de contact est un 
centre de similitude di/ecte ou itwerse. selon que les deux cercles 
se touchent intérieurement ou extérieurement . 


720. Les centres de similitude de deux cercles sont deux 
points conjugués hnrmonitjues par rapport aux deux centres de 

fgure. 

Car 011 a 

SO R S'O R 

.so'~ / sTÿ ”7’ 

d’où 

SO _ S'O 
S(ÿ “■ 8^(7’ 


Mais l’un des deux centres de similitude est situé au delà des 
deux centres O, O', et l’autre entre ces deux points; donc l’un des 
1 ^^O S'O . .. 

deux rapports ^ 7 ^ est positd cl l autre négatif, et, par consc- 

(picnt, les deux points S, S' divisent harmoniquement le seg- 
ment OO^ (^^)* c. Q. F. n. 

721 . Lxs centres de similitude de deux cercles forment une 
im^olution avec les deux couples de points des deux circonférences 
situés sur la ligne des centres. 

En effet, on a [fig* i55) 

^_R R 
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donc 

SA.SBR* 
Sa.Sb C 

Et, pareillement, 

S'A.S'B R* 


l/l 

C/5 

II 

Donc 

SA. SB _ S'A.S'B 


Sa.Sb S'n.S'b 


Pour que celte équation soit une des relations d’involution de 
six points, il faut que les deux membres soient de meme signe. Or 
cela a lieu évidemment, parce que chacun des deux points S, S' 
est ou au dehors des deux courbes, ou dans l’intérieur des deux à 
la fois, de sorte que les deux produits SA. SB et S<t.S^ sont 
toujours de même signes et pareillement des deux S'A.S'B et 
S'a.S'ô, 

722. Toute droite menée par le centre de similitude de deux 
cercles coupe leurs circonférences sous des angles égaux. 

Cela est évident, car, d’une part, les deux angles en a^ et a^ 
<lans le cercle O' {fig» i54) sont égaux, et, d’autre part, les deux 
angles en a! et a sont aussi égaux, puisque les deux figures sont 
semblables et semblablement placées, et que le point S est leur 
centre de similitude. 


II. — Corde commune a deux cercles ou axe radical, 

723. Nous appelons corde commune à deux cercles une droite 
dont les points d’intersection (réels ou imaginaires) avec les deux 
ocrcles sont les memes. 

Le cas où les deux cercles ne se coupent pas donne lieu à ce 
théorème : 

Deux cercles ont toujours une corde coijimune. 

En effet, que l’on mène une droite quelconque qui rencontrera 
les deux cercles en deux couples de points a, b et a', U (réels ou 
imaginaires); il existera toujours sur cette droite un point m tel, 
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que les produits ma.mh et ma'. seront égaux (214). Que de ce 
point on abaisse une perpendiculaire sur la droite qui joint les 
centres des deux cercles; cette droite sera la corde commune aux 
deux cercles, c’est-à-dire qu’elle les rencontrera aux deux mêmes 
points (réels ou imaginaires). En effet, les deux points sur cbacun 
des cercles auront le même point milieu, qui sera sur la ligne des 
centres des deux cercles (656) 5 et le rectangle de leurs distances 
au point m sera aussi le même, car il sera égal à ma.mh dans l’un 
des cercles et à ma' .mU dans l’autre (G57). 

Corollaire. — Il résulte de là que, quand une transversale ren- 
contre deux cercles en deux couples de points a, h et a' , Z>', et leur 
corde commune en m, on a toujours l’égalité ma.mh = ma' .mh'\ 
et que réciproquement, quand cette égalité a lieu, le point m ap- 
partient à la corde commune aux deux cercles. 

724. Les tangentes menées à deux cercles d’ un meme point de 
leur corde commune sont de même longueur. 

Car on a [fig. i55) mt ~^?ne.mf, en appelant e, J les deux 
points d’intersection (réels ou imaginaires) des deux cercles^ et de 

même ml' ^nie.mj. Donc mt -^mt. 

lléciproqiiemcMt : Si les tangentes menées d’un meme point à 
deux cercles sont égales, ce point appartient nécessairement à la 
corde conimiine aux deux cercles. 

En effet, la tangente au second cercle mi' rencontre le premier en 

— -2 

deuxpointse et(f (réelsou imaginaires), et l’on a me. mc^^ = mt (657). 

Mais, par h}'pothèsc , mf = ml'; donc mî.m(^ = mt'. Donc le 
point m appartient à la corde commune aux deux cercles (723, 
corolL). 

A raison de cette propriété, et parce que la longueur de la tan- 
gente menée d’un point à un cercle s’exprime par un radical, on a 
appelé la corde commune à deux cercles axe radical ). 


(*) Cette expression a été proposée par M. Gaultier (de Tours), dans un Mémoire 
sur les contacts des cercles {Journal de VÉcole Poîj technique, XVI* cahier, année 
i8i3). 
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725. L!axe radical de deux cercles est à égale distance des 
deux polaires de chaque centre de similitude . 

En effet, si l’on conçoit une tangente commune aux deux cercles, 
le point où elle rencontre l’axe radical est, d’après le théorème 
précédent, à égale distance des points de contact; mais ces points 
sont sur les polaires du centre de similitude par lequel passe la 
tangente, et ces polaires sont parallèles à l’axe radical. Donc, etc. 

720. Si par un point de V axe radical de deux cercles on mène 
deux droites quelconques j les quatre points [réels ou imaginaires) 
dans lesquels elles rencontrent V une un cercle et Vautre Vautre 
cercle sont sur un meme cercle. 

Car, soient m le point de l’axe radical, a, h les points de ren- 
contre du premier cercle par runc des transversales, // les 
points de rencontre du second cercle par l’autre transversale et e, 
y les points communs aux deux cercles sur Taxe radical ; les deux 
rectangles ina.rnb, ma' .nM sont égaux à me.nif et par consé- 
quent égaux entre eux ; ce qui prouve que les quatre points bj 
a\ V sont sur une meme circonlérence de cercle (657). 

727. La corde commune à deux cercles jouit de la propriété 
que les polaires de chacun de ses points par rapport aux deux 
cercles se croisent sur cette droite. 

En effet, les polaires d’un point de la corde commune passent 
par le point qui est, sur cette droite, le conjugué harmonique du 
premier par rapport aux deux points d’intersection (réels ou ima- 
ginaires) des deux cercles (684). 

Réciproquement : Quand une droite est telle que les polaires 
de chacun de ses points par rapport à deux cercles se rencontrent 
sur celte droite, cette droite est une corde comnmne aux deux 
cercles. 

En effet, si deux systèmes de points sur une même droite L 
sont conjugués par rapport à chacun des deux cercles, les points 
d’intersection de l’un et de l’autre cercle par celte droite sont les 
mêmes (699). 
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728. Un point situé à l’infini a pour polaires dans deux cercles 
deux diamètres parallèles, lesquels se rencontrent à l’infini , de 
sorte que la droite située à Vinjini peut être considérée comme 
une corde commune aux deux cercles. 

Ainsi l’on peut dire que deux cercles ont quatre points d’inter- 
section situés deux à deux sur deux cordes communes toujours 
réelles; que sur l’une de ces droites, située à distance finie et 
appelée axe radicaU les deux points sont réels ou Imaginaires, et 
que sur l’autre, située à l’infini, les deux points sont toujours ima- 
ginaires. 

Dans le cas particulier où les deux cercles sont concentriques, 
leur axe radical est lui-niéme à l’infini et leurs deux cordes com- 
munes se confondent; on peut dire alors que les deux cercles ont 
un double contact imaginaire à l’infini, parce que leurs quatre 
points d’intersection coïncident deux à deux sur la droite située 
à l’infini ( ^ 


III. — Des cercles considérés comme Jigurcs homologiqitcs. 


729. Deux cercles sont deux figures homologiijues dans les- 
ijuelles V axe d’homologie est la corde commune ou axe radical 
des deux cercles, et le centre d’ homologie est, l’un ou l’autre, 
indifféremment, des deux centres de similitude. 

En effet, soient M et zn { fg. lofi) deux points homologues par 
rapportai! cenlre de similitude S, et MV,mp les distances de ces 
points aux polaires du point S relatives aux deux cercles. On a. en 
vertu de la similitude des deux figures, 

S ni mp 

^ ÎMP’ 


Soient zzz, le second point du cercle o sur la droite S/zz, et m^p^ la 
distance de ce point à la polaire du point S; on a 


S/zz mp 

S //Z, (*) 


{m). 


(*) Cetto notion d’une corde commune à deux cercles située à l’infini et de deux 
cercles ayant un double contact imaginaire a été émise par Poncelet dans son Traité 
(les propriétés projectàrs des figures {jvoir p. /J8). 
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J)e ces deux équations résulte celle-ci : 

SM MP 

Sw, 

Cette équation prouve (530) que les deux points M et ///i appar- 
tiennent à deux figures homologiques dans lesquelles les polaires 
du point S sont deux droites homologues. 

Deux figures homologiques reneontrent leur axe d’homologie 
dans les memes points; donc l’axe d’homologie des deux cercles 
est leur axe radical. 

Ce théorème est donc démontré. 

730. Deux coï'des homologii'/uos, telles que MN, nii n^ , comprises 
entre deux droites issues d'un centre d'homologie, se coupent sur 
V axe radical. 

Cela résulte des propriétés des figures homologiques. 

731. Pareillement : Les tangentes en deux points homologi- 
ques M, m, se rencontrent sur l'axe radical. 

riécipro([ucment : Si d'un point de l'axe radical on mène 
une tangente à chacun des deux cercles, les deux points de con- 
tact sont en ligne droite avec l'un ou l'autre des deux centres de 
similitude. 

Cela est évident, d’après ce qui précède. 

732. Puisque deux cordes homologiques se croisent sur l’axe 
d’homologie, on en conclut que : 

Deux couples de points homologiques sur deux cercles sont 
quatre points situés sur une meme circonférence de cercle (726). 

733. Le rectangle des distances de deux points homologiques 
de deux cercles au centre d'homologie est constant, quels que 
soient ces deux points. 

Car, les quatre points M, N, m^, n, étant sur une même circon- 
férence (732), on a 
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734. Autre manière de démontrer les théorèmes précédents. — 
Ces divers théorèmes, que nous avons conclus naturellement des 
propriétés les plus simples des figures homologiques, se démontrent 
aussi d’une manière directe fort simple, mais en suivant une marche 
inverse. 

Les deux points M, m étant homologues par rapport au centre 
de similitude S, on dit que les deux M, sont anli-homologues, 
et l’on démontre d’abord noire dernière proposition, savoir, que 
le rectangle SM. Sm, est constant quels que soient les deux points 
anti-homologues M, m,. En effet, on a {Jtg> i56) 


d'où 


rrr — et Sm . Sé> — 7* ; 

S m / 


SM. S/71, 




(M)nst. 


De là résulte que deux couples de points anti-homologues M, m, 
et N, ni sojit sur une meme circonférence de cercle. 

Conséquemment, v étant le point de concours des deux cordes 
MN, m^ 77, , on a 

vM .vN = V/77j ,V/7,. 

Donc les tangentes aux deux cercles menées par le point v sont 
égales 5 donc ce point est sur l’axe radical (724) ; donc deux cordes 
anti-homologues se coupent sur V axe radical. 

En supposant que les deux cordes deviennent infiniment petites, 
on en conclut que les tangentes en deux points anti-homologues 
se coupent sur V axe radical. 

Cela résulte encore de ce que ces tangentes, qui font des angles 
égaux avec la droite qui joint les deux points de contact (722), sont 
de même longueur. 

Enfin, les cordes anti-homologues, telles que MN, 777 , 77 ,, se 
coupant sur l’axe radical, on en peut conclure que les deux cercles 
sont deux figures homologiques dont le centre et Vaxe dliomo- 
logie sont le centre de similitude S et Vaxe radical (528). 

Ce que nous disons du centre de similitude S s’entend évidem- 
ment du second centre de similitude S'. 
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735. Le rappoj’t cV homologie de deux cercles est égal, a\>ec un 
signe contraire, à leur rapport de similitude. 

Soit p. le point où la droite Sz/ZiM {Jig^ rencontre l’axe 

radical ou axe d’iiomologic ; on a 

SM Mot. 

S/Hi niip. 

La constante A est ce que nous avons appelé le coefficient ou rap- 
port d* homologie des deux ligures (530). 

Soient E, e les points appartenant aux polaires du point S dans 
les deux cercles ; ces points sont liomologues j)ar raj^port au centre 
de similitude S, et l’on a 

SE R 
Se r 


Mais ils sont homologiqucs par rapport au point S considéré 
comme centre d’homologie, de sorte qu’on a 


SR , aE 
Se * a e 


) (530) ou 

D C 


parce que p.K = — ae (725). Donc 



ce qui démontre le théorème. 

Remarque. — Les rapports d’homologie relatifs aux deux 
centres d’homologie sont égaux et de signes contraires, de même 
que les rapports de similitude (720). 


73(3. Les pôles de V axe radical de deux cercles sont conj Ligués 
harmoniques par rapport aux deux centres de similitude. 

En effet, les deux eercles sont homologiques par rapport au 
point S {fig^ 1 ^ 7 ) et l’axe radical est l’axe d’homologie (729); 
par conséquent, scs pôles P, p sont deux points homologiqucs. On 
a doncj 

Sp • üp-" ’ 


Chasles. — Céom. sap. 


3o 
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A étant le rapport d’homolog^ic. Et de même, à l’égard du second 
centre d’homologie S', 

. iiP _ _ ^ 

S' P * il P 

Donc 

SP . S'P _ 

Sp*S7>“ 

ce qui démontre le théorème. 

IV. — Propriétés de deux cercles relatives à Vaxe radical, 

737. Etant donnés deux cercles, si de chaque point de Vun on 
mène une tangente au second et une perpendiculaire à leur axe 
radical, le carré de la tangente sera à la perpendiculaire dans 
une raison constante. 

En clTct, une transversale rencontre les deux cercles {fig> i58) 
en deux couples de points m'et a^ n', et l’axe radical en o), qui 
est le point central de l’involution déterminée par ces deux couples 
de points, puisque l’on a o)m. wa' (723, corolL), Il 
s’ensuit cette équation d’involution 

ma. ma /7/w 

"7 r-7=— 1-95, 

ma, m a m w 

ou, en appelant nit.^ rn'é les tangentes au second cercle menées 
par les points 7/7, t/i', 

mt m w 

Soient mp, né p' les perpendiculaires abaissées des points ttz, né 
sur l’axe radical ; on a 

m w mp 
m' M m' p' 

Donc 

mt in t' 

mp m'p' ’ 


ce qui démontre le théorème. 
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738. Si, d'un point de V axe radical de deux cercleSy on mène 
deux transversales passant respectivement par les pôles de cet 
axe dans les deux cercles, les droites qui joindront les points de 
rencontre de ces transversales et des deux cercles, respectivement^ 
concourront en deux points fixes qui seront les centres de simili- 
tude des deux cercles. 


En effet, Taxe radieal étant Taxe d’homologie des deux cereles 
(729), scs pôles sont deux points homologiques ; donc les deux 
droites menées d’un même point de l’axe radical à ces deux points 
sont deux cordes homologiques. Donc leurs extrémités sur les 
deux cercles sont des points homologiques; donc ces points sont 
deux à deux sur des droites passant par les centres d’homologie. 

C. Q. F. T). 


yiutrement. Le point/* {fig- 1^9) étant le pôle de l’axe radical, 
on a 


ne 

a'e 1 ae\^ 

~yf \^) = 

ae . a* c 



et de meme 

1 

ji 

eh .ch' 



donc 

ae he 



«y l's 

/ /A ./A'’ 


car ert.ea'== eb,eb'., puisque le point e est sur l’axe radical des 
deux cercles. 

Soit S le point où la droite ab rencontre la ligne/^ ; on a, dans 
le triangle efg coupé par cette droite, 


donc 


ae , he 
af * ^ 


S/ 


(361); 


S/ 




/A ./A' 


const. 


Donc le point S est fixe. Or il est clair que ce résultat s’applique 
au second centre de similitude S', parce qu’on peut changer b en 
b' dans la figure. Ainsi le théorème est démontré. 


3o. 
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739. Corollaire. — L’un des signes, dans l’expression de 


S/’ 


s’applique à ce rapport, et l’autre à 


S7‘ 


Il s’ensuit que 


s'7’ 


ce qui prouve, ainsi qu’il a été démontré directement (736), que, 
dans deux cercles, les pôles de Vaxe radical sont conjugués liar- 
inoniffues par rapport aux deux centres de similitude . 

On arrive encore à cette conséquence en considérant le qua- 
drilatère ahcéV\ caries deux centres de similitude S, S' sont les 
points de concours des côtés opposés et les deuxpôlcsy, ^ sont 
les points où les deux diagonales aci^ bh' rencontrent la droite SS'. 
Donc les quatre points sont en rapport harmonique (350). 


740. Observation. — Du théorème (738), démontré de la se- 
conde manière, on peut conclure que les deux cercles sont deux 
figures homologiques. Ici, cette démonstration importe peu; mais 
elle a l’avantage de s’appliquer à deux sections coniques, c’est-à- 
dire que l’on démontre ainsi directement que deux coni(jucs quel- 
conques sont deux ligures homologiques; proposition l’ort impor- 
tante dont on n’a pas encore donné, je crois, de démonstration 
directe, et que l’on a coutume de conclure, par voie de perspective 
ou de transformation, de la similitude ou de riiornologie de deux 
cercles. 


741. Si de cliacpie point de Vaxe radical de deux cercles on 
leur mime deux tangentes, le rapport des tangentes trigonomé- 
ti'iqiies des a/igles que ces deux d/'oites font avec Vaxe radical 
est constant. 

En elTot, on a, dans le cercle c {fg. i6o). 


tang-|//zcS.tang|-WicS = const. (709, corail.). 

Or l’angle 7;2cS = MCS, et m|cS est le supplément de 
l’équation devient donc 


tang{MCS 


const. ou 


taiig-^WicC 

ce qui démontre le théorème. 


tang^MQX 

tang|//iiOX 


const.; 
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742. Si d* LUI point de Vaxe radical de deux cercles on leur 
mène des tangentes, les quatre points de contact sont sur un cercle 
décrit du point de V axe radical comme centre i et ce cercle ren- 
contre la ligne des centres des deux cercles proposés en deux 
points fixes [réels ou imaginaires) qui sont conjugués par rap- 
port aux deux cercles. 

Les quatre points de contact sont sur un cercle [fg- idi)^ cela 
est évident, puisque les tangentes aux deux cercles issues d’un 
même point w de l’axe radical sont égales (724). 

Soient d, d' les points où le cercle qui a son centre en oj ren- 
conlrc l’axe radical, et appelons enfles deux points (réels ou ima- 
ginaires) où ce cercle rencontre la ligne des centres Ce. On a 


Oc,Of=. 


Oe ~ Qcl.Od' — Or, 


Mil . 


Soient e et (jp les points d’intersection des deux cercles proposés; 
on a 


Donc 


2 --2 

(,i(l ZZZ =WS.W'^. 


Oe 


: r,)S . 0)'j) — M 


O Oi 


Ainsi, Oe est constant cpiel que soit le point o) pris sur l’axe ra- 
dical, c’est-à-dire c[iic le cercle décrit de ce point comme centre 
ricncontre toujours la ligne des centres Ce dans les memes points. 

Maintenant, observons que Oe. 09 = — ^ Oa.Oe', et par 

conséquent 

Oe —Oa.Oa. 


Ce qui prouve que les deux points e, f sont conjugués harmo- 
niques par rapport aux deux a, a' (73). Ainsi le théorème est 
démontré. 

Corollaire. — Il résulte du théorème que tous les cercles pré- 
cédents, décrits des points o) de l’axe radical comme centres, ont 
pour axe radical commun la ligne des centres Ce des deux cercles 
proposés, puisqu’ils rencontrent cette droite dans les mêmes 
points ejf (réels ou imaginaires). 
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V. — Propriétés relatives au quadrilatère circonscrit à deux cercles. 

743. Les diagonales ih, gk du quadrilatère ighk circonscrit 
à deux cercles {Jig> 162) rencontrent la ligne des centres en deux 
points dont chacun a la meme polaire dans les deux cercles. 

En effet, quand un quadrilatère est eirconscrit à un cercle, les 
deux diagonales i7z, gk et la droite SS' qui joint les points de 
concours des côtés opposés forment un triangle dont chaque 
sommet a pour polaire le côté opposé (703). Donc le point e où 
la droite ih rencontre la droite SS' a pour polaire dans les deux 
cercles la droite gk; et, pareillement, le point J' a pour polaire la 
droite ih. 

744. La circonjérence décrite sur la droite qui joint les centres 
de deux cercles, comme diamètre, passe par les quatre sommets 
du quadrilatère formé par les quatre tangentes communes aux 
deux cercles. 

En effet, le rayon ch mené au point d’intersection des deux tan- 
gentes S/f, S'/t communes aux deux cercles divise en deux parties 
égales l’angle S AS' forme par ces tangentes, et le rayon CA divise 
en deux parties égales le supplément de cet angle- Donc les deux 
rayons CA et ch sont rectangulaires, et, par suite, le point A est sur 
la circonférence décrite sur Ce comme diamètre. c. q. f. d. 

745. Quand un quadrilatère est circonscrit à deux cercles, si 
d*u7i point on mène les tangentes aux deux cercles et des droites 
à deux sommets opposés du quadrilatère, ces trois couples de 
droites sont en ins^olution. 

En effet, les deux tangentes au premier cercle forment une invo- 
lution avec les deux couples de droites menées aux deux couples 
de sommets opposés du quadrilatère (676), et de môme les tan- 
gentes au second cercle. Donc trois quelconques de ces quatre 
couples de droites sont en involution (202). 

Cette démonstration suppose que les quatre sommets du qua- 
drilatère sont réels. En voici une seconde, qui s’applique au cas 
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OÙ le quadrilatère n’aurait que deux sommets réels, savoir les deux 
centres de similitude. 

Autrement. Soient A, A' et B, B' les deux couples de tangentes 
(réelles ou imaginaires) menées d’un point P aux deux cercles; 
E, F les tangentes communes aux deux cercles menées par le centre 
de similitude S, et E', F' les deux tangentes communes issues du 
second centre de similitude S', tangentes réelles ou imaginaires. 

On a, relativement aux tangentes au premier cercle issues des 
sommets du triangle PSS', l’équation (683) 

sinSPA.sinSPA' sinPS'E'.sinPS' F' sinS'SE.sinS'SF 

siiiS'PA.sinS'PA' sinSS'E' .sinSS' F' sin PSE .siiiPSF 

et à l’égard du second cercle une équation semblable, dans laquelle 
les tangentes B, B' remplacent les tangentes A, A'. Les deux équa- 
tions donnent évidemment celle-ci : 

sinSPA.sinSPA' sin SPB. sin S PP' 

sin S' PA . sin S' PA' sin S' PP . sin S' PP' ’ 

équation d’involution (250). 

Observation. — Dans cette démonstration, les deux points S, S', 
que nous avons appelés les sommets opposés du quadrilatère cir- 
conscrit aux deux cercles, peuvent être définis par une autre pro- 
priété, qui est précisément celle sur laquelle est fondée la démons- 
tration, savoir que chacun eVeux est le point de concours de deux 
tangentes y réelles ou imaginaires, communes aux deux cercles ;o\x, 
en d’autres termes encore, que, si par Vun des deux points on 
mène deux droites cojijiiguées par rapport à Vun des cercles, 
elles sont conjuguées par rapport à Vautre, d’où résulte que les 
tangentes aux cercles issues de ces points sont les mômes. 

746. Quand un quadrilatère est circonscrit à deux cercles, si 
V on mène une tangente quelconque au premier et les deux tan- 
gentes parallèles au second, le produit des distances de la pre- 
mière tangente à ces deux-ci est au produit des distances de la 
meme tangente à deux sommets opposés du quadrilatère dans 
une raison constante. 

Supposons d’abord que les trois tangentes, au lieu d’étre parai- 
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lèles, soient menées par un même point pris sur une droite fixe L; 
soient a et a' ces trois tangentes, et a' les trois tangentes 

menées semblablement d’un second point de la droite L. Soient Z>, 
1/ et ê, é' les droites menées de ces deux points à deux sommets 
opposés du quadrilatère. Nous allons prouver que l’on a la relation 

sin f ;/?,/?). siii (w, rt' ) ^ sin (///,^>>) .siii (/rz, //) 
sin sin ( L, a' j * sin ( L, 0 ) . sin (L, } 

siii (/JL, « ) . sin (a, «' ) ^ sin {//., 6) . sin ( /x, 6' ) 
siii ( .L, « ) . sin [ Ly ot! ) * sin ( J^, 6 J . sin ( L, f;' ) 

En effet, considérons le triangle formé parla droite L et les deux 
tangentes m et y. au premier cercle ; de deux de ses sommets partent 
les quatre tangentes au second cercle a, a' et ce, a'; soient A, A' 
les tangentes menées par le troisième sommet, situé à l’intersection 
des deux tangentes m et y.', on a dans ce triangle (683) 

sin [ m,a ) . sin ( m, a') ^ sin {/x, «) . sin ( /x, a' ) ^ sin( m, A ) . sin ( m, A') 

sin ( L, <7 ) . sin ( L, < 7 ' J * sin ( L, a J . sin ( L, a' ) sin ( /XyX). sin ( A' j 

Appelons B, B' les droites menées du point d’intersection des 
deux droites ni et y. aux deux sommets du quadrilatère. Trois 
couples de droites aboutissent à ces deux sommets, savoir b, b'; 
6, & et B, B'. Ces droites partent des trois sommets du triangle 
formé par les deux tangentes /;/, y. et la droite L; on a donc (683) 

sin ( in, ^ ) . sin ( m, h' \ ^ sin ( /:/, Ç) . sin ( /x, 6' ) sin [ m, B ) . sin ( m, B' ) 

sin ( L, ) . sin (L, ô' ) * sin ( L, 6 j . sm ( L, (j' ) sin ( ^, B ) . sin ( y. B ' ) 

Or le second membre de cette équation est égal à celui de l’équa- 
tion précédente, parce que les droites /?/, p., A, A' et B, B', issues 
d’un meme point, sont en involution (745); les premiers membres 
des deux équations sont donc égaux ; ce qui donne l’équation que 
l’on veut démontrer. 

Cela posé, on peut écrire l’équation de manière qu’elle ne con- 
tienne que des rapports anliarmoniques, de sorte que, si l’on mène 
une transversale quelconque qui rencontre la droite L et les tan- 
gentes m, a, a! et b, V en des points désignés par les memes lettres, 
on aura 

ma. ma' ^ mh.rnh' 

7 ■ ! • T i i Ê~i ' — const., 

La. La Lb .Lb 
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quel que soit le point de la droite L par lequel on a mené les tan- 
gentes. 

Supposons maintenant que la droite L soit à l’infini ; les tan- 
gentes < 7 , a elles droites V seront parallèles, et l’équation se 
réduit à 

ma . ma' 

=: const. 

mb . wb 

On peut prendre la transversale, qui est de direction arbitraire, 
perpendiculaire aux tangentes; alors l’équation exprime le théo- 
rème énoncé. 

OhsevvaLioii, — L’observation relative au théorème précé- 
dent (745) s’applique ici; c’est-à-dire que le théorème comprend 
le cas où le quadrilatère circonscrit aux deux cercles serait imagi- 
naire et n’aurait de réels que deux sommets opposés. 

VI. — Cas où un cercle sc réduit h un point. 

lil , On peut avoir à considérer un point comme un cercle infi- 
niment petit, et à la limite comme un cercle d’un rayon nul. 

Les points d’intersection d’une droite et d’un cercle infiniment 
petit sont imaginaires ; leur point milieu est, comme dans le cas 
général, le pied de la perpendiculaire abaissée du ccnlre sur la 
droite, et le carré de la demi-corde que les deux points imaginaires 
déterminent est égal au carré de la distance de la droite au centre 
du cercle pris avec le signe — . Gela résulte de l'expression 
générale (657), dans laquelle on suppose le rayon nul. 

On peut dire plus généralement que le produit des distances 
d’un point de la droite aux deux points imaginaires est égal au 
carré de la distance de ce point au centre du cercle (657). 

748. L’axe radical d’un cercle et d’un point jouit des mêmes 
propriétés que l’axe radical de deux cercles; c’est la droite qui 
rencontre le cercle et le point dans les deux memes points (imagi- 
naires); en d’autres termes, c’est la droite sur laquelle sc trouvent 
les deux points d’intersection du cercle et du point. 

La tangente au cercle menée d’un point quelconque de l’axe 
radical est égale à la distance de ce point au point regardé comme 
cercle infiniment petit. 
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749. L! axe radical d'un point et d'un cercle est à égale 
distance du point et de sa polaire par rapport au cercle. 

Car appelons s l’un des points (imaginaires) communs au cercle 
G et au point e {fig- i63), lesquels sont sur l’axe radical X2X; on 

aura, par rapport au />o//z? lie — — lie (747), et, danslcccrcle, 

a. fia'. Donc lie = ila,Q.a', Donc, si l’on prend 
Q. f = fie, les deux points e, y* seront conjugués harmoniques par 
rapport aux deux a, a' (73), et, par conséquent, la polâirc du 
point e relative au cercle C passe par le jAoint à la même 
distance de l’axe radical que le point e. 

750. Le carré de la distance d’un point quelconque m du cercle 
au point est proportionnel à la distance du même point m à l’axe 
radical (737). 

Il en résulte cette propriété du cercle : 

Etant pris un point fixe c dans le plan d'un cercle, il existe 
toujours une certaine droite fixe £IX telle, que le carré de la 
distance d'un point quelconque du cercle à ce point fixe est, à la 
simple distance du meme pomt à la droite fixe, dans une raison 
constante. 

Ainsi l’on a [fig> i()3) 

2 2 

eni ea 

rrqj a U 

Cet axe 12 X, qui correspond au point e, est à égale distance de ce 
point et de son conjugué liarmonique f par rapport aux deux 
points a, a’ (749). On peut le déterminer par la proportion 


ai\ 
d il 


np 

(75, éq. i5'). 

«'e 


751 . La polaire d’un point par rapport à un cercle infiniment 
petit passe par le point qui représente ce cercle et est perpendicu- 
laire à la droite menée du point à ce cercle. 

Il s’ensuit que deux points conjugués par rapport à un point 
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regardé comme cercle infiniment petit sont vus de ce point sous 
un angle droit. 

Corollaire. — Si les deux points conjugués sont pris sur l’axe 
radical d’un cercle et d’un point, ils seront aussi conjugués par 
rapport au cercle, de sorte qu’il en résulte ce théorème : Quand 
une droite ne rencontre pas un cercle, il existe, de part et d'autre 
de cette droite, un point d' ou l'on voit sous un angle droit le seg- 
ment compris entre deux points conjugués quelconques par rap- 
port au cercle, pris sur cette droite. 



476 


TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. — CHAPITRE XXX. 


CHAPITRE XXX. 


SYSTÈME DE TROIS OU PLUSIEURS CERCLES AYANT LE MÊME AXE RADICAL. 


1 . 

752. Quand trois cercles ont deux à deux le même axe radical, 
toute transversale les rencontre en six points formant une invo- 
liition dont le point central est sur V axe radical. 

En effet, soient a' \ Z», // et c, c' les trois couples de points 
et O le point où la transversale rencontre l’axe radical; on a 

oa .oa' — oh .oh' ~ oc ,oc' (723), 
ce qui prouve l’involution. 

Corollaire. — Quand la transversale est tangente à deux des 
trois cercles, les points de contact sont conjugués harmoniques par 
rapport aux deux points d'intersection du troisième cercle 

753. Quand trois cercles ont le même axe radical, si d'un point 
quelconque m. de l un on mène, dans une direction quelconque, 
une transversale qui rencontre les deux autres en deux couples 
de points a, a' et b, b', le rapport 

ma . ma 
ml ) . ml/ 

a une valeur constante et toujours de même signe. 

En effet, soient a, 6 dp les points milieux des deux segments 
aa\ bV et du troisième mnê intercepté sur la transversale par le 
troisième cercle ; on a 



CERCLES AYANT LE MÊME AXE RADICAL. 


477 

Or, les points a, ê et [j. étant les pieds des perpendiculaires aLais- 



ost égal, iiLiinoriqucmcnt et avec le niéine signe, au rapport des 
distances de run de ces centres aux deux autres. Donc, etc. 

Remarque. — Si l’on voulait démontrer seulement que la valeur 

, . . ma. ma' .. . 

numérique du rapport constante, il sullirait de remar- 

quer que, les six points a., h, U , m, étant en involution (752), 
on a l’égalité 

ma . fim' m'a . jh' a' 
rnb.mb' m'b.m'b' 

On n’a à considérer, le plus souvent, que la valeur numérique 
du rapport; cependant il peut arriver qu’il y ait lieu de tenir compte 
du signe, comme nous le verrons plus loin (761 ). 

751. Qua/ul trois cercles ont le meme axe radical^ les tan- 
gentes menées de chaque point de l'un aux deux autres ont leurs 
longueurs dans une raison constante. 

En effet, le rapport des carrés des tangentes menées d’un jioint m 
de l’un des cercles est égal au rapport 

ma . ma' 
mb .mb' ’ 

lequel est constant (753). 


755. Quand trois cercles ont le meme axe radical, de chaque 
point de l'un on voit les deux autres sous des angles dont les moi- 
tiés ont leurs tangentes tj igonométriquesdans unr apport constant. 

En effet, on a ^fig- 164 ) 


Donc 


tang/wC 


Cj _ R 
mt mt ’ 


tang l'm(^ 


R' 

rnt' 


tang//// G __ R ^ mt 
tang/'///C' R' ' ml' 
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Or le rapport des deux tangentes^ est constant (754). Donc le 

rapport des deux tangentes trigonométriques est constant. 

c. Q. F. D. 

756. Si^ sur la droite qui joint les centres de similitude de 
deux cercles, comme diamètre, on en décrit un troisième, ce 
cercle passe par les points d'intersection [réels ou imaginaires) 
des deux premiers, et de chacun de ses points on voit ceux-ci sous 
deux angles égaux. 

Par les centres de similitude de deux cereles on j>cut en faire 
passer un troisième ayant le meme axe radical avec ces dciix-là, 
parce que les deux centres de similitude forment une involution 
avec les points a, h (tl V appartenant sur la même droite aux 
deux cercles (721 ). 

Le rapport des carrés des tangentes aux deux cercles, menées 

1, -1 ♦ . 1 . R2 

d un point de ce troisième, est constant (754) et égal a * 

Donc, d’après le théorème précédent, les deux angles sous lesquels 
on voit, d’un point quelconque du troisième cercle, les deux autres, 
sont égaux. c. q. f. n. 


II. 

757. Quand trois cercles ont le même axe radical, si d'un 
point on leur mène des tangentes, les trois cordes de contact con- 
courent en un même point. 

En d’autres termes, les polaires d’un même point relatives aux 
trois cercles concourent en un même point. 

En elfet, soient un point P, et P'ie point d’intersection de scs po- 
laires relatives à deux des cercles. La droite PP^ rencontre les trois 
cercles en trois couples de points «, ci \ b, b' etc, c', qui sont en 
involution (752). Or les deux points P, P^ sont conjugués harmo- 
niques par rapport aux deux a et aux deux b, U (684), et par 
conséquent sont les points doubles de l'involution. Donc ils divi- 
sent harmoniquement le troisième segment cc'; donc la polaire du 
point P relative au troisième cercle passe par P'; ce qui démontre 
le théorème. 
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Remarque , — Les deux points P, F, qui sont conjugués par 
rapport à chacun des trois cercles, sont situés de part cl d’autre et 
à égale distance de Taxe radical; car ils sont les points doubles 
d’une involution dont le point central est sur l’axe radical (752). 

758. Quand un triangle est inscrit dans un cercle, si par deux 
points de la circonférence (^réels ou imaginaires) on mène six 
cercles tangents, deux à deux, respectwement aux trois cotés du 
triangle, les six points de contact sont trois à trois, sur (piatre 
droites. 

On peut dire encore que les six points de contact lornicnt les 
quatre sommets et les deux points de concours des cotés opposés 
d’un quadrilatère dont les diagonales et la droite qui joint ces deux 
points de concours sont, en direction, les trois cotés du triangle. 

En effet, soient a,, b, c {fg* i65) les points de rencontre des 
trois côtés du triangle ABC par la corde PP', et 6, y trois des 
points de contact sur les trois memes côtés respectivement. 

On a, en représentant par (A, X), ( B, X), (C, X) les distances 
des trois sommets A, B, C à la corde PF qui est l’axe radical com- 
mun au cercle proposé et aux cercles tangents aux côtés du 
triangle, 

_ (A, X) i'a _ (B,X) 

D’où résulte 

^ ^ ce _ 

13y C« A6 

Ainsi trois quelconques des six points de contact, pris sur les 
trois côtés respectivement, donnent lieu à cette équation; ce qui 
prouve que les trois points sont en ligne droite, ou bien que les 
droites menées de ces points aux sommets du triangle se croisent 
en un même point. Or cela ne peut avoir lieu qu’autant que les six 
points seront les quatre sommets et les deux points de concours 
des côtés opposés d’un même quadrilatère. Le théorème est donc 
démontré. 

Autrement. Le point a est le point central d’une involution 


VA 

ZIZXi 

AQ 


(C,X ) 

(A,xj 


( 737 : 
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dans laquelle les deux sommets B, C sont deux points conjugués, 
et le point a un des points doubles (752). On a donc 


et pareillement 

S 

«"v 

Multipliant membre à membre ces trois équations, on en obtient 
une dont le second membre est égal à l’unité, parce que les trois 
points rt, c sont en ligne droite ; et cette équation se réduit à 

AvBaCy;_^ 

«v Ca AS ’’ 

comme ci-dessus. 

IIÏ. 

759. Quand les côtés d*uii üTiglc {ftg> i66) rencontrent deux 
cercles C, C', chacun en quatre points, savoir, a, b, c, d sur Vun^ 
et a', b', c', iV sur V autre y deux cordes ad et bc, sous-tendues par 
cet angle dans le premier cercle, rencontrent deux cordes a'd', 
h'c' , sous-tendues dans le second cercle, en quatre points m, n, 
p, q qui sont situés sur un même cercle, et ce cercle a le même 
axe radical avec les deux C, C'. 

Prouvons d’abord que par deux points situés sur une même 
corde de l’uii des cercles, par exemple, par les deux points m et n 
situés sur la corde ad du cercle C, on peut faire passer un cercle 
ayant le même axe radical avec les deux proposés C et En effet, 
le quadrilatère alh' d d^ étant inscrit dans le cercle G', les deux 
couples de points a, d et /n, et les deux points d’intersection du 
cercle G' par la droite mn sont en involution (665). Donc, par les 
deux points m, n on peut faire passer un cercle ayant le même 
axe radical avec les deux G, G' (752). Par la même raison, ce 
cercle, qui est déterminé parle seul point passera parle point q 
situé, avec m, sur la corde a!d! du second cercle G'; et passant par 


Ra 


lia 

Ca' 


Ac 

Bc’ 


2 

ce 


Ch 


AS Ai 
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le point <7, il passera par le point p situé, avec <7, sur la corde hc du 
cercle C. Donc le même cercle passe par les quatre points n, />, <7. 

C. Q. F. 1». 

Corollaires. — Ce théorème est susceptible de divers corol- 
laires auxquels donne lieu la diversité des positions que peuvent 
prendre les deux transversales qui forment les côtés de l’angle que 
l’on J considère. 

I. Si l’une de ces droites est tangente à l’un des cercles, les 
deux cordes dans ce cercle partent du point de contact; et si la 
seconde droite est aussi tangente au même cercle, les deux cordes 
se confondent en une seule. Cette corde unique détermine sur les 
deux cordes du second cercle deux points par lesquels passe un 
cercle tangent à ces deux cordes et ayant le même axe radical 
avec les deux cercles proposés. 

On conclut de là que réciproquement : 

Quand plusieurs cercles ont le même axe radical, si par un jyoint 
de V un on mène deux tangentes à chacun des autres, les cordes 
que ces deux droites interceptent dans le premier cercle envelop-- 
peut un autre cercle ay ant le même axe radical avec les proposés. 

II. Les deux côtés de l’angle peuvent se confondre; alors les 
cordes interceptées dans les deux cercles deviennent des tangentes, 
et l’on a ce théorème : 

Si une transversale rencontre deux cercles en quatre points, et 
qu on mène les tangentes en ces points, les deux tangentes au pre- 
mier cercle rencontrent les tangentes au second en quatre points 
situés sur un même cercle, lequel a le même axe radical avec les 
deux cercles proposés. 

III. Si l’un des eôtés de l’angle est langent à la fois aux deux 
cereles {Jig. 1^7), le théorème prend cet énoncé : 

Étant donnés deux cercles, et étant menée V une de leurs tan- 
gentes communes, si Éon prend les deux points de contact pour 
sommets de deux angles qui interceptent dans les deux cercles, 
respectivement, deux cordes situées sur une même transversale, 
les côtés de ces deux angles se rencontreront en quatre points 

CuASLES. — Géoni. sup. 3l 
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situes sur un même cercle qui passera par les points d'intersection 
des deux proposés. 

Ainsi les deux cordes ca^ ch du premier cercle rencontrent les 
deux c'a', dV du second, en quatre points 77 /, 77 , q situés sur un 
cercle qui passe par les points d’intersection (réels ou ima- 
ginaires ) des deux premiers. 

Autrement, On peut démontrer directement ce théorème et 
lui donner un énoncé plus complet, en ajoutant que : Si la Irans- 
versale sur laquelle sont les cordes interceptées dans les deux 
cercles, tourne autour d'un point fixe de leur tangente commune, 
le troisième cercle reste toujours le même. 

En effet, soit p le point où la transversale aa' rencontre la tan- 
gente commune cc \ on a dans le triangle ///cc', coupé par la trans- 
versale paaf 

oc a'c' am 
pê a' ni ac 

Or 

ac — D . sin c et a' d D' . sin d , 

D et D' étant les diamèlres des deux cercles; d’où 

a'c' D' sine*' D' me 

ac D sine D md 

L’équation devient donc 

pc ma me D' ma. me D pc 

pd ma', md D ~~ ma', md D' ’ pc' 

Donc, quand la transversale tourne autour du point p, le rap- 
port — , reste constant; cc qui prouve (75o) que le point zn 
décrit un cercle ayant le meme axe radical avec les deux premiers. 

IV. 

760. Quand trois cercles ont le même axe radical, si d’un 
point quelconque de l un on mène une tangente à chacun des deux 
autres et quon unisse les points de contact par une droite, les 
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cordes interceptées par les deux cercles sur cette droite sont entre 
elles dans un rapport constant, 

C^est-à-dire qu’on a ( fîg, i68) 

ab 

~ coiist. 
a b 

En efTet, on a 


— 2 R.sinP/iZ> et = 2 R'. sinP 

U, IV étant les rayons des cercles. 

Donc 

ab _ R sinP«^ R Prt' 

“ R' siiîPrt'^' iv 1^* 

Or, le point P étant sur un cercle qui a le meme axe radical avec 

P/i' 

les deux proposés, le rapport est constant (754). Donc 

a b 

— const. G. Q. F. I). 

IV b 

Réciproquement : Si Von mène une transversale sur la</uelle 
deux cercles interceptent deux cordes ab, a' b' (jui soient dans un 
rapport constant, les tangentes aux deux points tels que a et a' 
se rencontreront en un point dont le lieu géométrique, quand la 
transversale changera de position^ sera un cercle passant par les 
points d* intersection des deux proposés. 

Car, de la relation — ; = const. on conclut, comme on vient de 
le voir, = const. Ce qui démontre le théorème. 

Corollaire. — En ne considérant qu’une transversale et les 
quatre tangentes en a^ h et on en conclut que les deux pre- 

mières rencontrent les deux autres en quatre points situés sur un 
meme cercle; ce qui est un des corollaires du théorème (759). 

761. Quand trois cercles ont le même axe radical, si d* un 
point de V un on mène une tangente à chacun des deux autres, et 

3i. 
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quon joigne les points de contact par une droite sur laquelle les 
deux cercles interceptent deux cordes ab, a'b'; que Von place les 
lettres a, b, a^, b^ aux extrémités de ces cordes, de maniëi'e que 

le rapport soit toujours de même signe, puis, que Von prenne 

les deux points qui divisent harmoniquement chacun des deux 
segments aa', bb'; le lieu de ces points sera un quatrième cercle 
ayant le même axe radical avec les proposés. 

En effet, soient ejfles deux points qui divisent harmonique- 
ment les deux segments aa' et by\ on a 


ea.eb 
ea' . eh* 


ah 

VF 


(m). 


Or le rapport est constant, d’après le théorème (760), et de 

même signe, par hypothèse ; donc le rapport est aussi con- 

stant et de même signe ; ce qui prouve que le point e est sur un 
cercle qui passe par les points d’intersection des deux cercles pro- 
posés (753). 


762. Réciproquement : Etant donnés trois cercles ayant le meme 
axe radical, si Von mène une droite qui rencontre les deux pre- 
miers en deux couples de points a, b et a', b' tels, que les deux 
segments aa', bb' soient divisés harmoniquement par le troisième 
cercle, les tangentes au premier cercle en a e? b rencontreront 
les tangentes au deuxième cercle en a' et b' en quatre points situés 
sur un cercle qui passera par les points d* intersection des cercles 
proposés. 

En effet, soient e, f les points où la transversale rencontre le 

troisième cercle. Puisque le point e est sur ce cercle, est 

^ ^ ea' .eh' 

constant (753). 

Mais, les deux points e,y’divisanl harmoniquement les deux seg- 
ments «a', bVy on a 

ea.eh ah 

a b* 


ea\ eV 
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Donc 

ah 

— — = const. 
a b 

Ce qui prouve que les tangentes en a et a* se coupent sur un 
cercle (760). c. q. f. d. 


763. Quand trois cercles ont le meme axe radical, si chaque 
point de V un est pris pour le sommet commun de deux angles 
circonscrits aux deux autres, le rapport des sinus de ces angles 
est dans une raison constante, d* une part, avec le rapport des 
carrés des cordes de contact quils interceptent dans les deux 
cercles ; et, d’autre part, avec le rapport inverse des carrés des 
distances du point du premier cercle aux centres des deux autres. 


En effet, le qiiadrllatcre {fig» 169 ) est inscriptiblc ; par 
conséquent, on a 

, ah 

sui amb ~ ^ 

niQ 


et 


ah .mC o.am .Ca — (32). 


11 en résulte ces deux expressions de sin amb : 


s\\\aniü=z~- et Sln<7 7^A> 

2 II . am 


On a de même, dans le second cercle, 


2 R . am 

— 2 
wC 


Donc 


ûwa'rnl/ 



2 R' . a' m 


et 


sin ml/ 


2 R' .rt'/72 


, , ■ — 2 2 

a inamb r' ^ m ah R am m C' 

sina'mb' R am R' a m * 

a b mL 


Mais = const. (7S4). Donc, etc. 


764. Quand trois cercles ont le même axe radical, si chaque 
point de l’un est pris pour le sommet commun de deux angles 
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circonscrits aux deux autres, les segments que ces angles inter- 
ceptent sur une transversale parallèle à la droite menée de leur 
sommet à un centre de similitude des deux cercle s sont entre eux 
dans un rapport constant. 


En efïet, on 171 ) 

ûnamh JV.am Cm 


cl 


Donc 




Cm 


1 (763) 


sin om S . sîn h ni S — ( C95, coroU. ) , 


sin a' m S . sin b'm S — 


Cm 

rAM'B' 


IV 


CnV 


smumb ^ smamS .SinbrnS R.r//w ^ /IA .IB l' A' CP 

sin * sin «'/«S. sin />>'//? S iV.a'm* \ IV^ * ^ 


Or les points I et 1', qui sont les pôles de la droite S/;/, sont en 
ligne droite avec le centre de similitude S, et l’on a 

IA. IB TA'. TB' ÏÏP^ _ 

K' ^ il" ’ ■“ jT'” 

]3onc 

sin(7mô ^ sinriwS.sin ômS am ^ R 
sin «'///// ' .sin«'/«S.sinô'/;/8 tém * R' 


Si l’on mène une transversale parallèle à //iS, les segments que les 
deux angles formeront sur cette droite auront leur rapport égal au 
premier membre de cctUî équation (028). Mais le second membre 
est constant (754). Donc, etc. 


V. 

765. Lemme. — Quand deux cordes d*un cercle Jont entre elles 
un angle infiniment petit, le rapport des segments formés sur 
V une d'elles par leur point d'intersection est égalait rapport des 
arcs de cercle compris entre les deux cordes. 
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C’est-à-dire que 1 on a [fig, 172)^^=-^. 

En effet, que du point / comme centre et avec les rayons ia et ih 

on décrive les arcs «a, on aura ^ . Mais les deux triangles 

naa', qu’on peut considérer comme rectilignes, puisque les 

côtés an\ hh' sont infiniment petits, sont semblables, parce qu’ils 

sont rectangles et que les angles en a' et // sont égaux. On a donc 

a a (la' , 

^ — conséquent, 

ta aa 

7 I.=W C. Q. r. V. 

766 . Etant donnés trois cercles ayant le meme axe radical, si 
un angle de grandeur xariahle inscrit dans Vun, et dont les côtés 
sont tangents aux deux autres respectivement, se meut de ma- 
nière que son sommet et ses deux côtés glissent sur les trois cir- 
conférences, la corde que cet angle intercepte dans le preuner 
cercle roule sur un quatrième cercle ay ant le meme axe radical 
avec les tr ois premiers. 

Considérons l’angle dans l’une de ses posi tions ; soient a ( (ig. 173) 
son sommet sur le premier cercle, ê, y les points où ses côtés 
touchent les deux autres cercles, et bc\i\ corde qu’il intercepte dans 
le premier. Soit Ua d une seconde position de cet angle, infini- 
ment voisine de la première; les côtes ac, a’ d se coupent au point 
de contact 6 et les côtés ah, a' h' au point de contact y. Soit a le 
point d’intersection des deux cordes ôc, ô'c'; ce sera le point où 
la première hc louche sa courbe enveloppe. On a, d’après le 
lemme, 

a^j an' 

Désignons par (a, X), (ô, X), (c, X) les distances des trois 
points a, hy c k l’axe radical des trois cercles; on a 




Donc 
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Pareillement 


Donc 


Mais 


Donc 


bb' “ V 




bb' /va 

cc' c a 





fXx] 

{c,X)‘ 


Ce qui prouve que le point a est le point de contact d’un ccrclc 
tangent à la corde hc et ayant le meme axe radical avec les pro- 
posés; ce cercle est donc tangent à la courbe enveloppe de la 
corde bc. Pour le point infiniment voisin sur celte courbe enve- 
loppe, on aurait encore un cercle langent. Ces deux cercles auraient 
donc un point commun^ cc qui exige qu’ils se confondent, parce 
que les deux cercles, ayant déjà deux points communs sur leur axe 
radical, ne peuvent pas en avoir un troisième. Donc la courbe en- 
veloppe de la corde bc est un cercle qui passe par les points d’in- 
tersection (réels ou imaginaires) des trois premiers. Le théorème 
est donc démontré. 


767. Le théorème s’étend à un polygone quelconque ; 

Quand plusieurs cercles ont le meme axe radical, si dans V un 
on inscrit un polygone dont tous les côtés, moins un, soient tan- 
gents aux autres cercles, puis que Von déforme ce polygone en 
faisant glisser ses sommets sur le premier cercle et ses côtés sur 
les autres cercles, le dernier côté enveloppera un cercle ayant le 
meme axe radical 'avec les premiers. 

En effet, il est facile de voir que, le théorème étant démontré 
pour un triangle, on en conclut qu’il a lieu pour le quadrilatère, 
puis pour le pentagone, etc. 

Corollaire. — Il suit de là que : Quand un polygone inscrit 
dans un cercle a ses côtés tangeiits à autant d* autres cercles ayant 
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tous le même axe radical a\>ec le premier, on peut inscrire dans 
ce cercle une infiîiité d* autres poljgones du même nombre de 
colêsj dont tous les côtés soient tangents aux autres cercles, un à 
un, respectivement ( ^ ). 

Ces beaux théorèmes sont dus à Poncelet. La demonstralion 
précédente diffère de celle du Traité des propriétés projectives 
des figures (p. 323 ), excepté dans le raisonnement final relatif à 
la courbe enveloppe. Cette démonstration s’appliquera d’ellc-mcmc 
aux sections coniques. 


(•) Nous verrons, dans la Théorie des sections coniques, que ces polyffones jouis- 
sent d'une propriété bien remarquable : c’est qu’il n’est pas nécessaire de prendre 
les cercles toujours dans le même ordre pour déterminer la direction des célés con- 
sécutifs d’un polyfjone. Quels que soient les cercles qu’on atlribuera aux côtés consé- 
cutifs, un h un, respectivement, le polygone se fermera toujours, s’il sc ferme une 
fois. 
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CHAPITRE XXXI. 

PROPRIÉTÉS DE DEUX CERCLES, RELATIVES AUX DEUX POINTS DONT CHACUN 
A LA MÊME POLAIRE DANS LES DEUX CERCLES. 


768. Quand deux cercles ne se coupent pas, il existe sur la ligne 
des centres deux points e, /‘dont chacun a la même polaire dans 
les deux cercles; la polaire de run passe par l’autre : ce sont les 
deux points qui divisent harmoniquement les deux diamètres situés 
sur la ligne des centres. Ces points sont imaginaires quand les deux 
cercles se rencontrent, parce qu’alors les deux diamètres empiètent 
l’un sur l’autre (216). 

Le point situé à l’infini dans une direction perpendiculaire à la 
ligne des centres jouit aussi de la propriété d’avoir la même po- 
laire dans les deux cercles : cette droite est la ligne des centres. 
Mais nous ne considérerons ici que les deux premiers points e,/. 

Si l’on regarde ces deux points comme des cercles d’un rayon 
infiniment petit, chacun d’eux aura le même axe radical avec les 
deux cercles proposés. 

Car chacun de ces points a pour axe radical avec chacun des 
deux cercles un axe passant par leur milieu (74^9). 

769. Si, sur une iramyevsale menée arbitrairement ^ on prend 
les deux points conjugués à la fois par rapport à deux cercles, 
ces jmmts sont vus de chacun des deux points c, f sous un an^le 
droit. 

En cflTet, la transversale rencontre les deux cercles et le point e, 
considéré comme un cercle infiniment petit (747 ), en trois couples 
de points en involution (752); les deux points conjugués par rap- 
port aux deux cercles sont les points doubles de l’involution (211 ); 
par conséquent, ils sont conjugués harmoniques par rapport aux 
deux points d’intersection du cercle e; donc ils sont vus du pointe 
sous un angle droit (751). 
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770. Quand deux cercles sont coupés par une transversale, les 
cordes quils interceptent sur celte droite sont vues, de V un quel- 
conque des deux points c, f, sous des angles qui ont la même bis- 
sectrice ou dont les bissectrices sont rectangulaires. 

En effet, soient e et ç {f^g- i74) deux points qui divisent 
harmoniquement les deux cordes aê, a'ê'; les deux droites ee, ecf 
sont rectangulaires (769); donc elles sont les hisseclriccs des 
angles aeG, ol^cG' et de leurs suppléments (84). Donc, etc. 

Corollaire I. — Si la transversale est tangente au cercle G' 
{fig> 175 ), la droite menée du point e au point de contact a' est la 
bissectrice de l’angle aeG ou de son supplément. 

Corollaire II. — Si la transversale est tangente aux deux 
cercles [fig- 176 ), les deux angles oteGy ot'eG' deviennent infini- 
ment petits, et les bissectrices sont les rayons ea^ menés aux 
points de contact; le théorème peut donc s’énoncer ainsi : 

Si Von mène une tangente commune à deux cercles, les points 
de contact sont vus de chacun des points e, f sous un angle droit. 

Autrement. Pour démontrer directement ce théorème, il suffit 
de remarquer que les points de contact de la tangente commune 
aux deux cercles sont conjugués harmoniques par rapport aux deux 
|)oints d’intersection du cercle e par celte tangente (752, coroll.)^ 
d’où l’on conclut que ces deux points de contact sont vus du 
point e sous un angle droit (751 ). 

771 . Etant donnés deux cercles G, G' qui ne se rencontrent pas, 
si autour du point e, qui a la meme polaire dans les deux 
cercles [fl g. 177 ), on J ait tourner un angle droit dont les côtés 
rencontrent respectivement les deux cercles en a et a', la droite 
aa' détermine sur les deux cercles deux autres points h, 1 / : 

I® TJ angle bel/ est droit; 

2 ® Les tangentes aux deux cercles en leurs points a, a' ou b, 1/ 
ont leur point de concours sur un troisième cercle qui passe par 
les points d* intersection des deux proposés; 

3® Enfin, les deux cordes ab et sont entre elles dans un rap- 
port constant. 
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En effet, considérons le point e comme un cercle infiniment 
petit, ayant le même axe radical avec les deux premiers (768), et 
appelons e et 9 les points d’intersection (imaginaires) de ce cercle 
par la droite aa^ ; les Irois couples de points a, h; a', Z»' et e, 9 
sont en involution (752). Or les deux a et a' sont conjugués par 
rapport au cercle infiniment petit (751), et, par conséquent, par 
rapport aux deux points e et 9 (696). Donc les deux b et b' sont 
aussi conjugués harmoniques par rapport aux deux e, (p (285) et 
sont, par conséquent, conjugués par rapport au cercle infiniment 
petit. Donc l’angle beb' est droit. 

Maintenant, puisque les deux points e, 9 qui divisent harmoni- 
quement les deux segments aa' et bb^ appartiennent au cercle e, 
qui a le même axe radical avec les deux cercles proposés, il en ré- 
sulte , d’après le théorème (762), que les tangentes à ceux-ci 
menées par les points ri, n* se coupent sur un cercle qui a le même 
axe radical avec les deux proposés; et, par suite, que les deux 
cordes ab^ a' b' sont entre elles dans un rapport constant (760). 

Le théorème est donc démontré. 


772. Quand trois cercles ont le même axe radical, si Von 
mene une trans\^ersale quelconque qui rencontre le premier en 
deux points a, a' et les deux autres en deux points m, n respec- 
twement, on a [fig. 178 ) 

si n mea . sin mea' \f 4 . M A! Me 

: T — const. r-_ ; : — - . 

sni nca , sui nea NA . N A 

En effet, on a (753) 


ma .ma’ MA. MA' 



sin mea . sin mea' 
sin a . sin a' 


^A.]V^ 

mV 


et, de même. 


na.na' NA. NA' 

ne N e 


sin nea . sin nea! 
sin a. sin 


N A. N A' 

n7' 


Donc, etc. 


Corollaire. 


Si la transversale est tangente au premier cercle 
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en un point i, on aura 

sin iem 
sin îen 


v/' 


MA. MA' , Me 
NA. NA' • N^' 


: const. 
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Remarque. — En désignant par. a, jut, v les centres des trois 
2 

I MA .MA M e . i 

cercles, on a ■ - -7 : — 5- — — : — ( <00), rapport anharmo- 

’ NA. NA' va v 6 ’ ^ ‘ 

nique des quatre points a, jtx, v, e. 


773 . Quand deux cercles G, G' {Jig. 179) ne se rencontrent 
pas, si deux tangentes à Vun CI rencontrent Vautre en quatre 
points a, b et a', b', les distances de ces points au point e, qui a la 
meme polaire dans les deux cercles, sont proportionnelles aux 
distances des memes points à la corde de contact des deux tan- 
gentes au cercle G. 

En effet, concevons qu’un troisième cercle, ajant le meme axe 
radical avec les deux proposés, passe par le point d’intersection o 
des deux cordes ah, a^V du cercle G, qui sont tangentes en i et V 
au cercle G'; on aura, d’après le théorème précédent, 

sinr/e/ sin«'e/' 
siiioe/ sinoef/' 


Les deux triangles «e/, oei donnent 

sin< 7 e/ ai ^ ea 
sin 067 oi * eo 

Mais le rapport est égal au rapport des perpendiculaires 

abaissées des points a et o sur toute droite passant par le point i, 
et par conséquent sur la droite lï'; on a donc, en appelant aa, ow 
ces perpendiculaires, 

sin 676 */ av. ^ ca aoL ^ oo) 
sin 067 ow ’ 6*0 ea * eo 

On a de même, en appelant a'a' la distance du point a' à la 
droite lï', 

sinr/W «'«' ^ ow 

binoe/' eu' * eo 
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Et, puisque les deux rapports de sinus sont égaux, il s’ensuit 

au. a' 

ea en 

Or ce qui est démontré pour le point a' s’applique au point b'\ 
et ce qui est démontré du point a à l’égard des deux a' et // doit 
s’entendre aussi du point b. 11 en résulte donc que les quatre rap- 
a / / • \ 

ports — î ••• sont égaux j. c. q. f. d. 


774. Quand deux cercles C, O [Jig* * 79 ) Jie se rencontrent 
pas y si d*un point o on mhne les tangentes à Vun d'eux, les- 
quelles rencontrent le second en deux couples de points a, b 
a', b', les droites menées du point e, qui a la même polaire dans 
les deux cercles, aux points a, b, a', 1 / et o donnent lieu à 
l'équation 

taii^-j^zeo tang-|r/'eo 

tung-l-^eo Uuig 2 


ou 


tang ^ aco . taiig | heo — tang i a'eo . tang | b'cOy 


selon que le cercle G^, auquel sont menées les tangentes, se trouve 
dans l’ intérieur ou à L'extérieur du cercle C. 


Supposons que le cercle G' soit dans l’intérieur de G. Soient aa, 
boj a' oc', b' 6' les perpendiculaires abaissées des points a, b, b' 
sur la droite ii' qui joint les [)oints d(î contact des deux tan- 
gentes au cercle G'; les quatre rapports —, sont égaux, 
comme il vient d’étre démontré. Touterois, ils n’ont pas le meme 
signe : si les deux —, y j sont regardés comme positifs, les 

deux seront négatifs, parce que les deux perpendiculaires 

bo, yÿ n’ont pas la meme direction que les deux «a, a'a'. D’après 
cela, si, sur les deux rayons ea, ea' et sur le prolongement des 


(*) D’aprèB cela, on peut dire que le» qiiutre points a, b, a!, h' soûl situes sur une 
conique qui a l’un de ses foycis en e et pour directrice coricspoiiduiite la droite ii\ 
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(leux ebj eU au delà du point e, on prend quatre segments res- 
pectifs eA, eA', (?B, eB' proportionnels aux quatre rapports 

ea' eb eh' , , ^ ea , . . 

est-a-dire eA = A — •, • • • > les quatre points A, B, 
a (/' b^ h (y ax ^ ^ 

A', B' seront sur une circonférence de cercle ayant son centre au 

point e. Mais, d’après les relations 


? A - - ) “ - ) 

nx 


ek' - 


n y. 


les deux quadrilatères ahV cl AB B' A' sont homologiques par 
rapport au point e, centre d’homologie (539). Donc les deux 
côtés AB, A'B' du second se coupent en un point O situé sur la 
droite eo. Or on a, dans le cercle, 

tang{AeO. lang^BcO -- taiig J-A't'O. tang^ IV^O ( 709 , co/vll.), 

ou, eu égard aux directions des lignes eB, eB', 

tang A /îro tang | «Vo 
tang \ beo tang A //co 

Ce (ju’il fallait démontrer. 

Quand le cercle G' est extérieur au cercle G, on démontre de la 
même manière que ré(|uation est 


tang -J aco . tangl beo = tang \ a'eo . tang | b'eo. 
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CHAPITRE XXXn. 


SYSTÈME DE TROIS CERCLES QUELCONQUES. — CONTACTS DES CERCLES. 


I. — Propriétés relatives à trois cerclt s. 

775. Trois cercles, situés d\me matiière quelconque, donnent 
lieu, étant pris deux à deux, à six centres de similitude ; ces six 
points sont, trois à trois, sur quatre droites, de maniéré que sur 
l’une de ces droites se trouvent les trois centres de similitude di- 
recte, et, sur chacune des autres, deux centres de similitude in-- 
verse et un centre de similitude directe. 

En cü'et, considérons, dans les trois cercles, dont les centres 
sont O, O', O'', trois rayons parallèles O a, OV, OV. La droite aa* 
marque sur 00' un centre de similitude des deux cercles O, O'; et 
ainsi des deux autres droites a' a", a^’a. Or les deux triangles 
OO'O" et acé ayant leurs sommets situés, deux à deux sur trois 
droites parallèles, les points de rencontre de leurs côtés, deux à 
deux respectivement, sont en ligne droite (374) : c’est-à-dire que 
les centres de similitude, déterminés par les trois droites aa', 
a' a", a"a, sont en ligne droite. Mais, si les trois rayons sont de 
même direction, chacune des trois droites passe par un centre de 
similitude directe (719); et si l’iin des trois rayons est de direc- 
tion contraire à celle des deux autres, celui-ci donne lieu à deux 
centres de similitude inverse, et les deux premiers à un centre de 
similitude directe. Le théorème est donc démontré. 

776. Les axes radicaux auxquels donnent lieu trois cercles, 
pris deux à deux, concourent en un meme point . 

En effet, soit co le point d’intersection des axes radicaux du 
cercle O, avec les deux O' et O", et concevons qu’une croite 
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menée par ce point rencontre les trois cercles en trois couples de 
points a' ; h, h' et c, c'; on aura les deux égalités 

Ma .Ma' ~ fji h Ma .mu mc ,mc' ( 723 , corail. Y 

Donc 

M h . M b' — MC .M c . 

Ce qui prouve que le point co appartient à l’axe radical des deux 
cercles O' et O’’ . 

777. Étant donnés tJ'ois cercles, si par un meme point on en 
mène trois autres passant, respectivement , par les points d'inter- 
section des trois premiers, pris deux à deux, ces trois cercles se 
couperont en un meme point. 

Soient U, G et G' les trois cercles donnés; par un point P on en 
mène trois autres A, A' et S tels, que le premier A passe par les 
points d’intersection (réels ou imaginaires) de U et G, le second A/ 
par les points d’intersection de U et G', le troisième S par les 
points d’intersection de G et C'. Il faut prouver que ces trois cercles 
SC coupent en un meme point. 

Soit P' le point d’intersection des deux A et A'; le segment PF 
forme une involution, d’une part avec les segments faits par les 
cercles U et C sur la droite PP', et d’autre part avec les segments 
faits par les cercles U et G' (752). Donc le segment PP' et les seg- 
ments faits jDar G et G' sont en involution. Donc par les deux points 
P et F on peut mener un cercle passant par les points d’intciscc- 
lion de G et G'. Ce cercle sera E. 

778. Le théorème peut prcndi'e l’énoncé suivant, d’après lequel 
les deux points P, F, communs aux trois cercles A, A' et S, pour- 
ront être imaginaires ; 

Klant pris sur un cercle U deux couples de points, réels ou 
imaginaires (*), si par les deux premiers points on mène deux 
cercles quelcomjues G, A, et par les deux autres deux cercles, 


(*) Nous appelons couple de points imaginaires sur un cercle les points déter- 
minés par l’intersection du cercle et d’une ligne droite (^ 055 ). 

OliASLES. — Geom. Slip. 


32 
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aussi quelconques, C', A!, ceux-ci rencontreront, respectivement , 
les deux G, A en quatre points situés sur un meme cercle. 

En effet, appelons P, P' les points d’inlerscclion (réels ou imagi- 
naires) des deux cercles A, A'. Le segment PP' forme une involu- 
tion, d’une part avec les segments que les deux cercles U et C fonl 
sur la meme droite (752), et d'autre part avec les segments faits 
parles deux cercles U, G'. Donc le segment PP' et les deux que les 
cercles G, G' font sur la même droite sont en involution. Donc par 
les deux points P, on peut mener un cercle qui passe par les 
points d’intersection de G et G'; ce qui démontre le théorème. 


II. — Contact (tes cercles» Cercle tangent a trois autres. 

779. Quand un cercle est tangent à deux autres, les points r/e 
contact sont en ligne droite avec V un des centres de similitude de 
ceux-ci, et les tangentes en ces points se coupent sur V axe radical 
de ces deux cercles. 

La première partiede cette proposition résulte du théorème (775), 
puisque le point de contact de deux cercles est un de leurs centres 
de similitude (719); et la seconde partie, du théorème (770), 
parce que la tangente commune à deux cercles est leur axe radical. 

780. Etant donnés deux cercles O, O' {fg. i8o) auxquels on 
mène deux cercles tangents G, G', le premier en M et lUi, et le 
second en N n,, de manière que les deux droites Mm, et Nn, 
passent par un meme centre de similitude des deux cercles O, O' : 

1 ® L* axe radical des deux cercles G, G' passera par ce point ; 

Un centre de similitude de ces deux cercles se trouvera sur 
r axe radical des deux O et O', à rijitersection des deux cordes 
MN, m, n, . 

En effet, i® on a SM. Sm, ~ SN.S/?, (733). Donc le jioint S 
appartient à l’axe radical des deux cercles G, G' (723, corolL). 

P.® Les deux droites MN, /7/,7z, se coupent sur l’axe radical des 
deux cercles O, O' (730). Gliacuiic d’elles passe par l’un des 
centres de similitude des deux cercles G, G' (779); il faut prouver 
(pie c’est par le même. Supposons que S soit un centre de simili- 
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tude directe, les deux points M et m,^ seront nécessairement deux 
centres de similitude de même nom (directe ou inverse) du cercle Ci 
avec les deux O, O' (775). Et de même des deux points N, 
Donc les droites MN et 7n^/^^ joignent, chacune, deux centres de 
similitude tels, que si les deux premiers sont de même nom ou de 
noms diirércnts, il en est de même des deux autres ; par conséquent, 
dans les deux cas, les deux droites passent par un même centre de 
similitude des deux cercles (il. G' (775). 

Le raisonnement est le même si le point S est un centre de simi- 
litude inverse. Le théorème est donc démontré. 

781. Le centre de similitude des deux cercles G, G' est sur Taxe 
radical des deux O, O' à l’intersection de la corde MN (780). Par 
conséquent, ce point peut être pris arbitrairement, c’est-à-dire 
que : 

Une droite L étant menée par V un des centres de similitude 
de deux cercles O, O', et un point étant pris sur leur axe radical, 
on peut déterminer deux cercles G, G' tangents aux deux O, 0^ 
(/ui aient pour axe radical la droite L, et pour centre de simili- 
tude le point donné. 

Il suffit de mener par ce point une droite passant par le pôle de 
la droite L par rapport à l’un des cercles O, O'; cette droite mar- 
quera sur ce cercle les deux points de contact des deux cercles 
langents qui satisfont aux deux conditions de la question. 

78!2. Mener un cercle tangent à trois autres. 

Soient O, Cy, O'^ les trois cercles proposés, et S, S', leurs 
trois centres de similitude directe. 

On peut mener deux cercles tangents à l’un des trois O, C3', 
qui aient pour axe radical la droite SS'S" et pour centre de simi- 
litude le point de concours des trois axes radicaux des cercles O, 
(V, et, d’après le théorème précédent, ces deux cercles seront 
langents à chacun des deux autres cercles. 

Pour déterminer ces cercles, on cherchera les pôles de la droite 
SS'S^dans.les cercles O, O', O"; et l’on mènera par ces points des 
droites concourantes au point d’intersection des trois axes radi- 

32 . 
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eaux; ces droites rencontreront, respectivement, les trois cercles 
en des points qui seront les points de contact de deux cercles 
satisfaisant à la question. 

Pour chacune des trois autres droites sur lesquelles se trouvent, 
trois à trois, les six centres de similitude des trois cercles proposés, 
on aura deux autres cercles tangents. De sorte qu’il existe, en gé- 
néral, huit cercles tangents à trois cercles donnés. 

783. Cette solution d’un problème qui a été résolu, dans tous 
les temps, de bien des manières, est la plus simple (*); elle se 
prête à tous les cas particuliers qui résultent des hypolhèses que 
l’on peut faire à l’égard des trois cercles, en supposant qu’ils 
deviennent des points ou des droites. 

Quand un cercle se réduit à un point, ce point est lui-même son 
centre de similitude avec un autre cercle; et nous avons vu que 
l’axe radical est à égale distance du point et de sa polaire par rap- 
port au cercle (749). 

Quand un cercle devient une ligne droite, parce que son rayon 
est devenu infiniment grand, son axe radical avec un autre cercle 
est cette droite elle-même. Les points que l’on considérera,comme 
les centres de similitude de la droite et d’un cercle sont les extré- 
mités du diamètre de ce cercle perpendiculaire à la droite. Car ce 
sont les points qui conservent une propriété caractéristique des 
centres de similitude, savoir que le rectangle des distances d’un 
centre de similitude à deux points homologiques ou anti-Jiomo- 
logues est constant (734). 


(*) Cette solution est duc à Gergonne (voir Annales de MaiheniatiqncSj t. IV, 
p. 349 , année i8i4)- M. Gaultier, de Tours, en avait beaucoup approché, dans son 
Mémoire sur les moyens généraux de construire graphiquement un cercle déterminé 
par trois conditions et une sphère déterminée par quatre conditions (voir Journal de 
rÉcole Polj technique, XVI® Cahier, i8i3)j car il démontre : i“ que chaque droite 
telle que S S' S", qui contient trois des six centres do similitude des trois cercles pro- 
posés O, O', O", est l'axe radical de deux cercles C, C' satisfaisant à la question ; 
•i" que la corde qui joint les deux points de contact de ces cercles avec Tun des 
trois O, O', O" passe par le point de concours des trois axes radicaux de ceux-ci; 
3“ que les tangentes en ces deux points de contact ont leur point do rencontre sur 
la droite S S' S". Pour conclure de là la construction précédente, il suffisait de remar- 
quer, comme conséquence de cette dernière proposition, que la corde qui joint les 
deux points de contact sur Tun des cercles proposés passe par le pôle de la droite 
SS' S" relatif à ce cercle, puisque le pôle de cette corde est lui-môme sur cette droite. 
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On a, en effet, 

SM.Smj const. (681). 

784. D'après cela, on applique sans aucune difficulté la solu- 
tion ^"énérale aux cinq questions suivantes : 

Mener par un point un cercle tangent à deux cercles. 

La question admet quatre solutions, parce qu’il y a deux droites 
cpi’on peut considérer comme contenant chacune trois centres 
de similitude. 

2 ^ Mener un cercle tangent à deux cercles et à une droite. 

Huit solutions, parce qu’il j a six centres de similitude placés, 
trois à trois, sur quatre droites dont chacune donne lieu à deux solu- 
tions. 

3*^ Faire passer par deux points un cercle tangent à un cercle 
donné. 

Deux solutions seulement, parce qu’il n’y a cju’unc droite qu’on 
pTiissc regarder comme contenant trois centres de similitude, 
savoir, la droite qui joint les deux points proposés. 

4*^ Mener un cercle tangent à un cercle et à deux droites. 

Huit solutions, répondant, deux à deux, aux quatre droites qui 
joignent les centres de similitude relatifs au cercle et à l’iinc des 
droites proposées, aux centres de similitude relatifs à l’autre 
droite. 

5*’ Mener par un point un cercle tangent à un cercle et à une 
droite. 

Quatre solutions répondant, deux à deux, aux doux droites 
menées du poijit propose aux deux centres de similitude relatifs 
au cercle et à la droite. 
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CHAPITRE XXXIIL 

CERCLE IMAGINAIRE. 


I. — Ce qu'oji entend par l'expression cercle imaginaire. 

785. Quand les formules ou relations qui ont servi à déterminer 
des points ou des droites relatives à un cercle, et à démontrer 
quelque proposition, contiennent le rayon du cercle au carré et 
non à la première puissance, si Ton suppose ce carré négatif, les 
expressions subsistent, ainsi que les résultats qui s’y rapportent; 
c’est-à-dire qu’elles donnent lieu encore à des points et des droites, 
et à des propositions y relatives ; mais ces points et ces droites se 
trouvent différents des premiers, ou plutôt dans des positions dif- 
férentes. On dit alors que le cercle que l’on considérait en pre- 
mier lieu csldevenw imaginaire, etque les propositions résultantes 
des formules se rapportent à ce cercle imaginaire. C’est ainsi que 
l’on agit en Géométrie analytique. 

Ce que nous disons des résultats dérivés de relations ou formules 
analytiques doit s’entendre de résultats fondés sur des construc- 
tions qui subsistent quand on suppose que le carré du rayon d’un 
cercle devient négatif, de meme que des constructions peuvent 
subsister quand on suppose que deux points deviennent imagi- 
naires, comme nous l’avons vu souvent, par exemple dans la 
théorie du rapport harmonique de quatre points, où deux points 
conjugués peuvent être Imaginaires. 

Nous ferons en Géométrie pure ce que l’on fait en Géométrie 
analytique : nous admettrons que, soit dans des formules, soit dans 
des constructions qui n’impliquent que le carré du rayon d’un 
cercle, ce carré devienne négatif; et nous dirons que le cercle est 
imaginaire. 

Il n’y a point, bien entendu, de cercle imagbiaire, et ce mot 
n’est qu’une fiction qui sert à rattacher les résultats obtenus à un 
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autre cas de la qucsüoii générale, dans lequel la présence d’un 
cercle procure une image visible et une notion parfaitement claire 
des propriétés de la figure. Mais il faut observer que ces propriétés 
sont toujours susceptibles d’une expression dilfércntc cl, à cer- 
tains égards, plus générale, dans laquelle on lait abstraction du 
(‘crcle, soit réel, soit imaginaire. Il faut regarder que le cercle n’a 
été qu’un être auxiliaire qui a servi de lien entre les parties de la 
ligure et a donné lieu à une expression de leurs relations plus 
simple et surtout faisant image. Getlc expression et l’image visible 
par laquelle elle se produit disparaissent et n’ont plus de réalité 
quand on suppose le carré du rayon négatif et le cercle imagi- 
naire, quoique les relations qu’elles ont servi à exprimer subsistent 
toujours. 

786. Pour répandre tout le jour possible sur ces considérations, 
prenons un exemple. 

On appelle polaire d’un point relative à un cercle une droite 
cpie l’on détermine de plusieurs manières : 

1 ° En menant par le point donné p deux tangentes au cercle; la 
corde qui joint les points de contact est la polaire; 

2 '’ En menant par le point p une transversale qui rencontre b; 
cercle en deux points a, a'] les tangentes en ces points se coupent 
sur la polaire cherchée, dont on détermine un second point, soit 
an moyen d’une seconde transversale, soit en prenant sur la pre- 
mière le point conjugué harmonique du point p, par rapport aux 
deux a et a' ; 

3” En menant deux transversales paa\ phb*^ puis les droites 
aU ^ ha\ lesquelles se coupent sur la polaire, ainsi que les deux 
ah ^ h' \ 

4*^ En prenant sur les deux cordes «a', hV les points conjugués 
liarmoniques du point p, lesquels se trouvent sur la polaire ; 

5® Enlîn, en prenant sur la droite qui va du point p au centre C 
du cercle le point e déterminé par la relation Ce.Cp = 11^ et en 
élevant par le point e une perpendiculaire à la droite pC. 

Les trois premières manières de construire la polaire du point p 
exigent que le cercle soit tracé, de sorte que la polaire se rapporte 
exclusivement à la circonférence du cercle et ne présente aucun 
autre caractère. Il n’en est pas de même des deux autres modes de 
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construction; on n’y fait pas usage nécessairement de la circonfé- 
rence du cercle, mais seulement de la position de son centre et du 
carré de son rayon. 

Il en résulte que les propriétés de cette droite, que nous appe- 
lons polaire y ou celles d’un système de droites déterminées de 
meme, propriétés qu’on rapporte à un cercle, peuvent s’attribuer 
simplement à un point (centre du cercle) et au carré d’une ligne, 
cl s’énoncer abstraction biitc du cercle. 

Par exemple, au lieu de dire que les polaires des différents points 
d’une droite, prises par rapport à un cercle, passent toutes par un 
meme point, on pourra dire que, si des points p, p\ . . . d'une 
droite on mène à un point fixe C des rayons joG, p'C, . . . sur les- 
([iicls on prend des points e, e', ... déterminés par les relations 
= R-, Ce'.Cp'— R-, . . . , et que par ces points on mène 
les perpendiculaires aux droites Vjp, Cp^^ . . toutes ces perpen- 
diculaires passeront par un meme point. 

Get exemple montre comment des propriétés, qui paraissent 
concerner nécessairement le cercle, peuvent néanmoins dériver de 
relations plus intimes qui permettent de faire abslraclion du cercle 
dans leur énoncé. 

787. Maintenant on voit que, le cercle se trouvant ainsi éliminé, 
rien n’empécbe de supposer le carré R- négatif, et qu’alors la 
construction du pointe, dépendante de Féquation Ge. G /3 = — R-, 
subsistera, et que la perpendiculaire menée par ce point donnera 
lieu aux memes propriétés que dans le premier cas. Mais cette droite 
n’est plus la polaire d’un point /etoiVe à un cercle. Gar le point e, 
par lequel on l’élève perpendiculairement au rayon Op, n’est plus 
sur ce rayon lui-méme, comme dans le cas d’un cercle, mais bien 
sur son prolongement au delà du point C, puisque le produit Cp.Ce 
est négatif. Il faudrait donc, à la rigueur, dans ce cas de R- né- 
gatif, dénommer la droite et exprimer ses propriétés d’une autre 
manière et sans faire intervenir le cercle. Gependant on peut con- 
server à cette droite la dénomination de polaire, en disant polaire 
relative à un cercle imaginaire et en convenant que ce mot ima- 
ginaire signifie simplement que le carré R^, qui entre dans la for- 
mule qui sert à la construction de la droite, est négatif. 

Getle idée d’un cercle imaginaire est donc une pure fiction, à 
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laquelle on a recours pour conserver aux propositions des énoncés 
simples et faisant image, qui, à la rigueur, ne s’appliquent qu’à un 
cas spécial, celui où, le carré étant positif, on peut décrire un 
cercle dans la figure. 

Ainsi, l’on conçoit bien comment des propositions qui, d’après 
leur énoncé, sembleront se rapporter exclusivement à un cercle 
imaginaire, et, par conséquent, n’avoir aucune signification réelle, 
exprimeront néanmoins des vérités mathématiques portant sur des 
choses toutes réelles et ayant une signification parfaitement dé- 
finie et susceptible d’une autre expression, indépendante de l’idée 
du cercle. 

788. D’apres ces considérations , nous dirons d’une manière 
générale que toutes les relations ou constructions dans lesquelles 
n’entreront, soit directement, soit implicitement, que le centre et 
le carré du rayon d’un cercle s’appliqueront au cas où ce carré 
sera négatif; mais que, pour conserver le même langage, les mêmes 
définitions et le même énoncé dans les théorèmes, nous pourrons 
dire que ces relations et constructions se rapportent à un cercle 
imaginaire. 

Ce que nous ferorfs ainsi est ce que l’on fait en Analyse, et c’est 
pour bien fixer les idées et éviter le doute et les interprétations 
que l’on a parfois cherché à donner des imaginaires en Géomé- 
trie, que nous sommes entré ici dans des explications minutieuses 
que l’on néglige en Géométrie analytique. 

789. Souvent il arrive que des propositions auxquelles on con- 
serve, dans le cas d’imaginarité de quelque quantité, telle que le 
rayon d’un cercle, leur énoncé primitif que l’on rapporte à un 
objet imaginaire, sont susceptibles d’un énoncé particulier très 
différent du premier, et néanmoins fort simple et faisant image 
aussi, mais d’une autre manière. Alors les résultats analytiques ou 
les constructions qui, dans le premier cas, se rapportaient à une 
figure, telle qu’un cercle, expriment, dans le second, des propo- 
sitions qui peuvent être tout à fait étrangères au cercle et d’un 
genre très-différent des premières. 

Gela provient de ce que, bien que l’hypothèse relative au carré 
du rayon d’un cercle, que l’on fait négatif, ne modifie pas le sens 
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intime de la proposition démontrée et, en général, les propriétés 
de la figure, néanmoins elle modifie soit les positions relatives 
des diverses parties de la figure, soit même sa configuration gé- 
nérale. 

Or on conçoit que cette configuration de la figure puisse se rat- 
tacher ou donner lieu à quelque autre conception que celle d’un 
cercle. Nous allons trouver, dans la suite de ce Chapitre et dans 
le suivant, de nombreux exemples d’une telle transformation de 
théorèmes en d’autres différents. 

II. — Propriétés relatives a un cercle imaginaire. 

790. Les points d’inlcrscction d’une droite et d’un cercle ima- 
ginaire sont deux points imaginaires, que nous désignerons par e, 
9 , dont le milieu O est le pied de la perpendiculaire abaissée du 
centre G du cercle sur la droite, et dont le carré de la distance a 
ce point milieu est, comme dans le cas d’un cercle réel (788), 

O 2 = IC — CO ( G57 ) ; 

(ît, de même, le rectangle des distances des deux points imaginaires 
à un point p de la droite est égal à 

ùc . . p'f — 0 C — R- ( 657 ) . 

Mais ici, où le cercle est imaginaire, R-, carré du rayon, est une 
quantité négative — R'-, et il vient 

Oc'rzz- (r'M-Co'), 

pî . p'jf nz; ( oC" ) . 

Il faut bien remarquer que dans ces formules R'^ ne représente 
plus le carré du rayon comme R^ dans les premières, mais ce carré 
affecté d’un signe contraire. 

Ces formules donnent lieu à des expressions géométriques très- 

— 2 

simples du carré Os et du rectangle pe.pcp. Ce carré et ce rec- 
tangle, dans l’état actuel de la question, impliquent l’idée de 
points imaginaires y et, au contraire, leurs nouvelles expressions 
se rapporteront exclusivement à des objets réels. 
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En effet, que par le centre G du cercle imaginaire on élève une 

perpendiculaire au plan de la figure, dont le carré CS soit égal 
à c’est-à-dire au carré du rayon du cercle imaginaire pris avec 
un signe contraire. On aura 

ô]' = — (cs^+- cô' ) — — sô\ 

— -4- CS pS , 

Ainsi le rectangle exprime simplement le carré de la dis- 

tance du point P au point S situé au dehors du plan de la figure. 

791. La formule 

C^.C/5 — 11-, 

qui sert à la construction de la polaire d’un point p, donne lieu d(‘ 
même à une interprétation géométrique fondée sur la considéra- 
tion du point S, extrémité de la perpendiculaire CS ~ IV. 

En effet, R* étant négatif, les deux points p et e sont de part et 
d’autre du point G, comme nous l’avons vu précédemment (787), 
et l’on a 

() 

Cc-.Co CS^ 

ce qui prouve que l’angle eSp est droit. On peut donc dite que : 

Si, par le centre G d'un cercle iningmaire, on élève sur le plan 
de la figure une perpendiculaire CS égale à son rayon supposé 
réel, la droite menée du point S à un point p de la figure est 
perpendiculaire au plan mené par ce point S et la polaire du 
point P relative au cercle imaginaire . 

792. Le point p et un point quelconque p' de sa polaire sont 
deux points conjugués par rapport au cercle (696). Les droites 
menées du point S à ces deux points sont rectangulaires, puisque 
l’iinc est dans un plan perpendiculaire à l’autre (791 ). Donc : 

Deux points conjugués par rapport au cercle imaginaire sont 
vus du point S sous un angle droit. 

Réciproquement : Deux points xus du point S sous un angle 
droit sont deux points conjugués par rapport au cercle ima- 
ginaire. 
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Cela est évident. 

793. La polaire du point p' passe par le point p. Le plan rnene 
par le point S et par cette droite est ^perpendiculaire à la droite 
Sp' (791); par conséquent, il est perpendiculaire à tout plan pas- 
sant par cette droite, et, en particulier, au plan mené par le point 
et la polaire du point p^ puisque cette droite passe par le point p' 
Donc les polaires des deux points p et p' sont dans deux plan‘ 
rectangulaires menés par le point S. Or ces deux polaires soni 
deux droites conjuguées par rapport au cercle imaginaire. Donc : 

Deux droites conjuguées^ relatives au cercle imaginaire, étaiii 
vues du point S, paraissent rectangulaires. 

Réciproquement : Deux plans rectangulaires , menés par h 
point S, rencontrent le plan de la figure suivant deux droite: 
conjuguées par rapport au cercle imaginaire. 

Car le pôle de chacune de ces droites sera sur l’autre (791). 

794. Ces propriétés permettent de substituer le point S au cerelc 
imaginaire dans la définition des points conjugués comme dan.‘ 
celle de la polaire d’un point; de sorte que la notion de ce cercle 
disparaîtra dans les énoncés des théorèmes où il sera question des 
points et des droites qui s’y rapportent. Toutefois, ce cercle ima- 
ginaire aura servi, par ses relations générales avec d’autres parties 
de la figure, par exemple avec certains cercles réels, à procurer les; 
théorèmes auxquels on donne une autre expression. 

Nous ferons plus loin(Chap. XXXIV) diverses applications de 
ces considérations, qui seront extrêmement utiles. 

793. L’axe radical d'un cercle réel et d’un cercle imaginaire esl 
une droite perpendiculaire à la ligne des centres, menée par le 
point O de cette ligne déterminé par l’équation 

iiC — ne'"— R'2, 

dans laquelle R'*, qui représente le carré du rayon du cercle ima- 
ginaire, sera une quantité négative. 

De même, deux cercles imaginaires ont un axe radical perpen- 
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diciilaire à leur ligne des centres, mené par le point Ü de cette 
ligne déterminé par la relation 

iiC — — Il ^ 

dans laquelle les deux expressions R- et R'-% qui représentent 
les carrés des rayons des deux cercles, seront deux quantités 
négatives. 

796. Un cercle réel et un cercle imaginaire admettent tou- 
jours deux cercles infiniment petits, ayant a<rec eux le meme ax<' 
radical. 

En effet, il existe sur la ligne des centres deux points qui di- 
visent harmoniquement les deux diamètres; et ces deux points 
sont toujours réels, puisque l’iin des diamètres est imaginaire 
Ces deux points sont les deux cercles infiniment petits en ques- 
tion (768). 

797. Un cercle réel et un cercle imaginaire ne peuvent pas avoir 
de quadrilatère circonscrit; mais il existe deux points qui jouissent 
de la propriété caractéristique des sommets du quadrilatère cir- 
conscrit à deux cercles (745). Cette propriété, c’est que si par un 
sommet on mène deux droites conjuguées par rapport à un cercle, 
elles sont conjuguées par rapport à l’autre cercle. 

Ces deux points existent toujours à V égard de deux cercles, 
dont Vun est réel et l’autre imaginaire. 

Pour démontrer cette proposition, observons d’abord que, pour 
qu’un point jouisse de la propriété en question, il suffit cju’elic ait 
lieu à l’égard de deux systèmes de droites conjuguées ; ce qii’oii 
conclut de ce que trois systèmes de deux droites conjuguées 
forment une involution (698). 

Soient C et C' [fig> iBi) les centres des deux cercles, le pre- 
mier réel et le second imaginaire. Il existe sur la droite CC' deux 
points e, / conjugués par rapport aux deux cercles, et ces deux 
points sont toujours réels (796). 

Soient F, F' les points d’intQrsection du cercle décrit sur CC' 
comme diamètre et de la perpendiculaire à cette droite, menée par 
le point <?, celui des deux points conjugués e,,f qui se trouve dans 
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l’intérieur du cercle C; je dis que chacun de ces points F, F' jouit 
de la propriété demandée, savoir, que deux droites conjuguées par 
rapport à riiii des cercles, menées par l’un de ces points, sont 
eonjuguécs par rapport à l’autre cercle. 11 suffît de prouver, comme 
nous l’avons dit, que cela a lieu à l’égard de deux couples de 
droites conjuguées. 

D’abord, les deux droites Fe, Fy'sont conjuguées par rapport 
aux deux cercles, car le pôle de la première, dans chacun des 
cercles, se trouve en/’ sur la seconde. 

Ensuite, les deux droites FC, FG' sont aussi conjuguées par rap- 
port aux deux cercles; car ces deux droites étant rectangulaires, 
d’une part le pôle de CF, dans le cercle C, est à l’infini sur la 
droite FC', et d’autre part le p(Mc de CF, dans le cercle C', est sur 
le rayon G'F qui lui est perpendiculaire. 

Donc le point F jouit de la propriété annoncée. 

c. Q. r. n. 

Observation . — 11 suit de là (jue les propriétés relatives à deux 
cercles et à deux sommets opposés de leur quadrilatère circonscrit, 
telles que les théorèmes (745) et (740), s’appliqueront au système 
de deux cercles dont l’un réel et l’autre imaginaire. 

Cette remarque nous sera utile. 


798. Deux cercles imaginaires admettent deux points dont 
chacun jouit de la propriété (pie deux droites conjuguées par rap- 
port h V un des cercles, menées par ce point, sont conjuguées par 
l'apport à l'autre cercle. 

Ces deux points se déterminent comme les centres de similitude 
(le deux cercles réels. Les carrés des rayons des deux cercles 
étant — fl- et — 11'-, et leurs centres étant en C et C', on prend 

h S'C T 1 • O O/ . P 

~ R' — IV* deux points 8, S satisfont à la 

([uestion. 

En effet, les pôles d’une droite menée par le point S seront sur 
les perpendiculaires à cette droite, GP, C'P, menées par les centres 
des deux cercles, à des distances 


CQ:::.- 


R 2 

cF’ 


C'Q' 


R/2 

CF* 
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Donc 

CQ _ 

' c'p'* 

^ CP R , CQ R . , 

Q, Q^ sont en ligne droite avec le point S. 
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CHAPITRE XXXIV. 


APPLICATION DES THÉOUj^MES RELATIFS A UN CERCLE IMAGINAIRE 
AUX PROPRIÉTÉS DES CONES A BASE CIRCULAIRE. 


I. — Consulérations préliminaires . 

799. Si, sur le diamètre AA' d’un cercle C 182), on prend deux 
points qui divisent ce diamètre harmoniquement et que, sur le segment 
rf comme diamètre, oii décrive une circonférence de cercle S dans le plan 
perpendiculaire au plan du cercle C, les points de ce cercle jouiront de pro- 
priétés fort remarquables, dont la plupart j)résentent une analogie parfaite 
avec celles qui appartiennent aux deux points e, / (768-774 ). Ces })!’()- 
priétés se concluent de celles auxquelles donneraient lieu des cercles imagi- 
naires qui auraient pour centres les projections cr des points S du cercle 
et dont les carrés des rayons seraient c'gaux aux rectangles négatifs tels que 
ne. frf. En substituant à ces cercles imaginaires des points situés au dehors 
du plan de la figure, comme il a été dit iirécédemment ( 794), on donne aux 
diverses propositions des expressions nouvelles, qui constituent des tlieio- 
rèmes en apparence très-différents. 

Ces théorèmes eux-mêmes peuvent prendre des énoncés plus simples 
encore en présentant un caractère mieux déterminé; car on peut les rap- 
porter directement aux cônes qui ont pour bases les cercles de la figure et 
pour sommet commun le point pris dans l’espace sur le cercle 2). De là 
dérivent donc naturellement des propriétés des cônes à base circulaire. 

Ces propriétés ne sont au fond que la traduction, dans un langage diffé- 
rent, de celles qui appartiennent à un système de cercles situés dans un 
même plan. Au nombre de ces cercles s’en trouve un imaginaire ; et c’est 
celui-ci, ou plutôt cette idée fictive d’un cercle imaginaire (785), qui permet 
de donner aux théoi èmes l’expression qui en fait des propositions toutes 
nouvelles et relatives non plus à des cercles, mais à des cônes substitués aux 
cercles primitifs. 

Cette théorie offre un exemple assez remanpiable des transformations 
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auxquelles les imaginaires peuvent donner lieu en Géométrie; de pareils 
exemples se reproduiront dans d’autres questions importantes, notamment 
dans la théorie des coniques. 

800. Que par le milieu du segment ef on élève la perpendiculaire aX ; 
cette droite sera Taxe radical commun au cercle G et à chacun des deux 
points c\f considérés comme des cercles infiniment petits (796); et si un 
point <7 pris sur ce segment est regardé comme le centre d*un cercle ima- 
ginaire dont le carré du rayon est égal à o-c.o-/, la droite IlX sera aussi 
l'axe radical commun à ce cercle et au cercle C; car les deux points c, /, 
conjugués par rapport au cercle C, par hypothèse, le sont aussi par rap- 
port au cercle o-, puisque le carré de son rayon est égal au produit o-c.o-y': 
par conséquent, la perpendiculaire à la ligne des centres aC menée par le 
milieu de ces deux ])oints c, /sera Taxe radical des deux cercles. 

801. Le carré de la distance d* un point fixe S pris sur le cercle 2, a un 
point quelconque m du cercle C, esta la distance de ce point m a la droite 
<iX dans une raison constante. 

En cflét, considérons deux points ni' du cercle G; la droite mm' ren- 
contre le cercle imaginaire <t, dont le carré du rayon est égal au rectangle 
rye.afi en deux points imaginaires e et et Taxe radical de ce cercle a et 
(lu cercle C étant la droite liX, on a 

m £ . m f mp 

( ' f I ^ 

ni Z. m ^ ni P 

mp et in'p' étant les distances des points m, m' à l’axe radical (737). 

Or 

/nS et m' z .m' ~ m' ^ (79Ô). 

Donc 

m S mp w S m ' S 

»?“s' ^ '"'r' "‘P ~ ’ 

ce qui démontre le théorème. 

802. Le rapport des distances de deux points fixes S, S', pris sur le 
cercle 2, h un point quelconque du cercle C, est constant. 


Gela résulte immédiatement du théorème précédent. 
Chasles. — Géom. sup. 
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803. Sf d*un point de la droite ilX on mène une tangente au cercle C, 
elle sera égale à la distance de ce point h un point quelconque du cercle 'L. 

En effet, soient cette tangente et s, 9) les points où elle rencontre le 
cercle imaginaire a, dont le carre du rayon est (se,ef\ on aura (723, co- 
îoll. ) 

M t - . Mg . (>>Ÿ ~ wT — (7C . ef. 

Or (je.rjf-srz — (tS (790). Donc 

(ùt WT -j- tS wS OU w/ zr: wS. 

C. Q. b. P. 


SOlip. Sii sur la droite iiyi, on prend deux points conjugués quelconques 
par rapport au cercle C, les droites menées d'un point S du cercle 'Z a ces 
deux points sont toujours rectangulaires. 

Car, cette droite ilX étant l’axe radical commun au cercle C et au cercle 
imaginaire o- (800), les deux points sont conjugues par rapport au cercle a 
et, par conséquent, ils sont vus du point S sous un angle droit (792). 

On conclut de là que: Un point S étant pris au-dessus du plan d’un 
cercle, il existe dans ce plan une droite ilX telle, que deux points con- 
jugues par rapport au cercle pris sur cette droite sont toujours vus du 
point S sous un angle droit. 

Remarque. — Il n’existe qu’une droite qui jouisse de cette propriété; 
car, quand deux points conjugués par rapport au cercle sont vus sous un 
angle di'oit, ils sont aussi conjugués par rapport au cercle imaginaire, qui 
a son centre au pied de la perpendiculaire abaissée du point S sur le plan 
de la figure (792). Conséquemment, la droite sur laquelle sont pris ces 
systèmes de deux iioints conjugués est l’axe radical commun aux deux 
cercles (727). Donc il ne peut exister qu’une telle droite. 

805. Concevons le cône qui a son sommet en S et pour base le cercle C. 
Tout plan parallèle au plan déterminé par le point S et Taxe ÜX coupera 
le cône suivant un cercle. (]ar, si l’on fait tourner autour de deux points 
fixes P, P^ du cercle C les côtés d’un angle dont le sommet décrive la cir- 
conférence, ces côtés intercepteront sur l’axe ilX un segment qui sera vu 
du point S sous un angle de grandeur constante (C59). Maintenant, si l’on 
mène un plan coupant, parallèlement au plan qui passe par le point S et 
l’axe nX, on aura, dans ce plan, la courbe d’intersection du cône et un angle 
dont les côtés tourneront autour de deux points fixes de cette courbe, peu- 
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(lant que le sommet glissera sur celte même courbe; elles côtes de cet angle 
seront parallèles aux droites menées du point S aux extrémités du segment 
intercepté sur fiX par les côtés de Tangle tournant dans le plan du cercle 
autour des deux points P, P'; donc cet angle, compris dans le plan cou- 
pant, sera de grandeur constante. Donc son sommet décrit un cercle. Donc 
le plan coupe le cône suivant un cercle. 

80G. On conclut de là qu’?/« cône a hase circulaire peut être coupé sui- 
vant un cercle d* une seconde manièiCy c’est-à-dire par un plan non parallèle 
au plan de sa base; et qu’/7 n* existe pas un troisième plan donnant une 
section circulaire Rcrri.] 

Les plans menés par le sommet d’un cône parallèlement aux })lans des 
sections circulaires s’appellent les plans cycliques du cône. 

Ainsi, l’iin des plans cycliques du cône qui a son sommet en S sur le 
cercle et pour base le cercle C est parallèle au plan de ce cercle, et l’autre 
est le plan mené par le point S et l’axe ilX. 


II. — Propriétés relatives aux plans cycliques d*un cône à base circulaire. 


807. Dans un cône à hase circulaire y le produit des sinus des angles que 
chaque a rate fait avec les deux plans cycliques est constant. 


En cllét, le sinus de ranglc que la droite Sm {fîg, 182) fait avec le plan 
, , S T 

du cercle C est égal à — • 
h ni 

Le sinus de l’angle que la môme droite fait avec le second [)lan cyclique 

(S, nX) est égal à ^^5 mq étant la perpendiculaire abaissée du point /yi 

sur ce plan. Cette perpendiculaire est proportionnelle à la distance mp du 
point m à la droite ilX; ainsi, le sinus de l’angle que la droite Sz/y fait 

avec le planfS, iiX) est À. -7-^-* Le in'oduit des deux sinus est donc 
" ' b //y * 


Y- • on a S/n ~u.,mp (801); ce produit devient donc - Scr; 

S/n ^ 

(juantité constante. Donc, etc. 


808. Tout plan tangent h un cône à base circulaire coupe les deux plans 
cycliques suivant deux droites qui sont également inclinées sur V arête de 
contact. 

En effet, on a — wS (803). Donc le triangle tr.iS est isoscèle et ses 

33. 
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angles en ^ et S sont égaux, c’est-à-dire que l’arcte de contact St du plan 
tangent au cône fidt des angles égaux avec les deux droites wS, wf. Or le 
plan SwX est l’un des plans cycliques du cône, dont l’autre est parallèle 
au plan de la figure (806). Donc la droite wS est l’intersection du premier 
plan cyclique par le plan tangent au cône, et la droite est parallèle à 
l’intersection du second plan cyclique par le même plan tangent. Le théo- 
rème est donc démontré. 


809. Tout plan tangent à un cône à base circulaire coupe deux plans 
cycliques suivant deux droites qui font, avec la droite d’intersection de ces 
deux plans, des angles tels, que le rapport des tangentes trigonométriques 
des demi-angles est constant. 

En effet, si de chaque point m de Taxe LlX on mène une tangente au 
cercle C et la droite we, on a 


tang^ rwU 
lang-"Cwii 


- const. 




Mais l’angle Swil est égal à l’angle cwil. Donc 


tang 5 to)Ll 
tang 


const. ; 


équation qui démontre le théorème. 


810. Les quatres droites, suivant lesquelles deux plans tangents à un 
cône h base circulaire coupent les deux plans cycliques, sont situées sui' 
un cône de révolution dont Vaxe est perpendiculaire au plan des deux 
arêtes de contact. 

En effet, chacun des plans tangents coupe les deux plans cycliques sui - 
vant deux droites qui sont également inclinées sur l’arête de contact (808) 
et, par conséquent, sur tout plan mené par cette arête, et en particulier 
sur le plan des deux arêtes. 

Considérons les deux droites suivant lesquelles les deux plans tangents 
coupent le plan cyclique parallèle au plan du cercle G qui forme la base du 
cône; ces droites sont parallèles aux traces des deux jilans tangents sur la 
base, lesquelles sont les deux tangentes au cercle C. Or ces deux tangentes 
font des angles égaux avec leur corde de contact, et, par conséquent, avec le 
plan des deux arêtes de contact qui passe par cette corde. Donc les quatre 
droites d’intersection des deux plans cycliques par les deux plans tangents 
font des angles égaux avec le plan des deux arêtes de contact, et, par con- 
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séquent, avec une perpendiculaire à ce plan. Donc elles sont quatre arêtes 
d’un cône de re'volution autour de cette perpendiculaire. c. q. f. p. 

811. Observation, — Ce théorème se peut déduire de celui qui précède, 
et réciproquement, en vertu de cette proposition de Géométrie sphérique : 
Un petit cercle étant tracé sur une sphère, si autour d'an point P de la 
sphère on fait tourner un arc de giancl cercle qui le rencontre en deux poin's 
a, a', le produit tang j E*a . tang J-Pa' reste constant. 

Cela résulte immédiatement du théorème (709, cojoll.). En effet, d’après 
ce théorème, si autour d’un point fixe p pris dans l’espace on f.iit tourner 
xine ti'ansversale qui rencontre la sphère en deux points a\ on a, en appe- 
lant O le centre de la sphère, 

tan g IpO a.tang-^pOa' — const. 

Car, soient deux transversales qu’on fasse tourner autour du 

diamètre pO le plan diamétral Opô, de manière que le cercle suivant lequel 
ce plan coupe la sphère se superpose sur le cercle contenu dans le plan Ooa: 
les transversales se trouvant toutes deux dans le plan de ce cercle, l’équa- 
tion a lieu (709, coroll.). Maintenant, que l’on observe (jue les deux cercles 
suivant lesquels les plans Op«, Opb coupent la sphère se coupent en un 
point P situé sur le diamètre Op, et f|ue les angles pOa^ pOrt', . . . sont 
mesurés par les arcs P^, Va , . . . , l’équation devient 

tang-i Prt.tangiPrt'nr: tang|P ô . tang ^ P ô'; 


ce qui démontre le théorème. 

On peut encore dire que : Si autour d'une droite fixe, menée par le som~ 
met d’un cône de révolution, on fait tourner un plan transversal (pii coupe 
le cône suivant deux arctes, le produit des tangentes des demi-angles (pte 
ces arêtes font avec la droite fixe reste constante. 

On suppose dans cet énoncé que le cône est formé d’une seule nappe 
répondant au petit cercle de la sphère, de sorte que les deux arêtes a[)par- 
tiennent à cette même nappe. Mais si, au lieu de Tune de ces arêtes, on 
prend son prolongement au delà du sommet du cône, le produit des tan- 
gentes des demi-angles se changera en un rapport. 

812. La somme des angles que chaque plan tangent a un cône à hase 
circulaire fait avec les deux plans cjcliciucs est constante. 


Pour plus de facilité dans le raisonnement, considérons ce qui a lieu sur 
une sphère ayant son centre au sommet du cône. Une nappe du cône coupe 
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la sphère suivant une courbe appelée ou conique sphérique; les deux 

plans cycliques la coupent suivant deux grands cercles L AL', LBL' [fig, i83) 
(ju’on appelle les arcs cycliques de la conique, et deux plans tangents au 
cône, suivant deux arcs de grands cercles ah^ a' h\ tangents à la conique. Il 
faut prouver que la somme des deux angles hab, hha est égalé à celle des 
deux angles ha' b', hh'a' . 

Supposons les deux arcs ah^ a' b' infiniment voisins; leur point d’inter- 
section i sera le point où Tun d’eux, a' b' par exemple, touche la conique, et 
par conséquent ce sera le point milieu de cet arc ( 808 ) . 

Cela posé, que l’on mène de a' en P, sur ab, un arc n'V égal à un qua- 
drant, et que du point a' on abaisse l’arc a' a. perpendiculaire sur ah. Le 
triangle infiniment petit «a^', rectangle en «, peut être considéré comme 
un triangle rectiligne; par conséquent, son angle en a est le complément de 
l’angle en ou aa! v.. Mais celui-ci est le complément de l’angle L<î'P, 
parce que l’angle Va' a. est droit. Donc l’angle en a est égal à l’angle ha'V. 
Donc la différence des deux angles h a! h' et hab est l’angle Va'i, Or on a 
dans le triangle Va' i dont le côté «'P est égal à un quadrant, 

tang P a' i — — tang a' i P . cos a' /, 

ou, en remplaçant l’angle a'iV par son supplément a'ia, 

tang(L/7'è' — hab) — tang .cos «'/. 

Prenant de meme l’arc h'V' égal à un quadrant, on aura 

tangP'^'/ — tang (L ^<2 — L h' a ) : _ tang hib' . cos b’i. 

JNÏais nous avons dit que a' i = b' i ; donc les seconds membres de ces deux 
égalités sont égaux, et, par conséquent, on a 

[ha'b' — hab) [hha — hh'a')^ ou hab -\~hba zz^ha' b' -^~hh' a* , 

c. Q. F. P. 

Autrement. Les quatre arêtes Sa, S^', S^, S^', suivant lesquelles les 
deux plans tangents au cône coupent les deux ])lans cycliques, sont sur un 
cône de révolution dont l’axe est perpendiculaire au j)lan des deux arêtes 
de contact (810). Ces quatre arêtes rencontrent donc la sphère sur laquelle 
nous avons considéré l’ellipse sphérique en huit points qui sont, quatre à 
quatre, sur deux petits cercles parallèles à Tare de grand cercle compris 
dans le plan des deux arêtes de contact. 

Soient, sur la sphère [fig. i84), ab et a' h’ les deux arcs tangents à la 
conique, compris entre les deux arcs cycliques LA, LB ; ce seront les deux 
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points a et b' et les deux a' et ê opposés diamétralement aux deux et 
qui seront tous quatre sur un petit cercle. 

Considérons le quadrilatère a^b' at! inscrit dans le petit cercle. La diffé- 
rence de ses deux angles La' b' et L^'a' adjacents au côté v! b' est égale à 
celle des deux angles L6a et La S adjacents au côté opposé afj. 

En effet, les deux angles a' et mb'a sont égaux, et, par conséquent, 
on a 

L a' />' — ïjh' U ~ L U m — L b'/n, 

et pareillement 

LaS — L6a — han — L6/?. 

Mais 

Lé€n -h Lb'/n — i8o° et La/2 -\- hu'm 180”. 

Donc, en ajoutant les deux équations membre à membre, on a 

La'//' — L a' -I- L a 6 — L 6a — o ou L a b' — L a' r ; L 6a ■ — L a 6. 

Ce qu’il fallait prouver. 

Maintenant, remplaçons dans cette équation les angles en a' et 6 par les 
angles en a' et />, qui leur sont égaux, respectivement, et les angles en a 
(‘t //' par leurs suppléments, il vient 

La'//' — 180° -f- \tb'a' — "Lba - - i8o° - 1 ■ La/>, 
ou 

La// -4- L//a r ;: La'//' -h L//'a'. 

C. Q. F. D. 

Autrement, Par un point m de la surface du cône, menons les |)lans des 
deux sections circulaires, lesquels se coupent suivant une droite passant 
par ce point et rencontrant le cône en un second point /a'. La droite mm* 
est la corde commune aux deux sections circulaires comprises dans les deux 
plans. Soit i le milieu de cette corde; le plan P mené par ce point, perpen- 
diculairement à la corde, passe par les centres des deux sections circulaires 
et coupe leurs plans suivant deux diamètres de ces cercles, ah et a*h’ 
[fiS' i 85 ). Les perpendiculaires aux deux plans, menées parles centres 
des deux cercles, sont dans le plan P et se coupent en un point O qui est 
le centre d’une sphère passant par les deux cercles. La trace de cette sphère 
sur le plan P est un cercle dont ab et a’ U sont des cordes. Le plan tangent 
au cône, mené par le point //z, contient les tangentes aux deux cercles en 
ce point et par conséquent est tangent à la sphère. Il s'ensuit que la droite 
0//2, rayon de la sphère, est perpendiculaire à ce plan. Donc les angles que 
ce plan fait avec les plans des sections circulaires sont égaux aux angles 
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que la droite Om fait avec les deux droites 0 /î, On' perpendiculaires aux 
deux cordes ab^ a’b' . Ces anodes sont égaux aux deux bOn^ a' On'. Mais 

bOn ^ \ 'Avcbh'a et a' O n' ^ \ üyc. a' ab' , 

et l’on a 

\dYchb'a ^ arc a' a b' -Z angle WS angle<7'^S ” i8o'*-- S (’ ). 

813. Remarque. — Puisque la somme des deux angles "Lba 

ijig^ i83) que chaque arc tangent à l’ellipse splic'rique fait avec les deux 
arcs cycliques est constante, l'aire du triangle\^a\) est aussi constante. 

Et réciproquement : Si un arc de grand cercle mobile fait avec deux 
arcs fixes un triangle constamment de meme surface^ cct arc enveloppe une 
ellipse sphérique dont les deux arcs fixes sont les arcs cycliques. 


III. — Propriétés de deux cônes hornocy clique s. 

81 4-. Considérons deux cercles C, C' [fig- i86) qui no se coupent pas; 
et soient c, / les deux points dont chacun a la meme polaire dans les deux 
cercles. Que sur le segment efi comme diamètre, on décrive le cercle 
dans le plan perpendiculaire au plan de la figure, et que Ton prenne un 
))oint S sur ce cercle; les deux cônes qui auront pour bases les deux cercles 
C, c' et pour sommet commun le point S auront les memes plans cycli- 
(jues (806). Nous les appellerons homoej cliques, 

815. Quand deux cônes de même sommet ont les mêmes plans cycliques , 
si un plan transversal mené par leur sommet les coupe suivant quatre 
arêtes, les deux arêtes de l'un font, respectivement^ avec les deux arêtes de 
Vautre, deux angles égaux. 


(*) Cette démonstration fort simple est empruntée des Notes tjuc M. Graves, pro- 
fesseur à J'üniversité de Dublin, a jointes à la traduction de mes Mémoires sur les 
cônes du second degré et les coniques sphériques, qui font partie du tome VI des Mé- 
moires de V Académie royale de Bruxelles (année 1829), Outre de nombreuses et in- 
téressantes Notes et Additions, le savant {jéomèlre a joint encore à celte traduction 
un Appendice spécial qui contient une fjéomélrie analytique des coniques sphériques, 
oiï se trouvent, notamment, les cercles oscillateurs et les formules de rectification et 
de quadrature de ces courbes. {Tv^>o geometrical Memoîrs on the general properties 
of cônes 0/ the second degree and on the spherical conics, hy M. Chasles. Translated 
from the french, with Notes and Additions, and an Appendix on the application of 
analysis to spherical Géométrie, by the rev. Charles Graves, A. M., M. R. 1 . A. of Tri- 
nity college, Dublin. Dublin, 1841, in-8‘’.) 
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Eu d’autres termes, l’angle formé par les deux arêtes de l’un des cônes 
a la même bissectrice que l’angle forme par les deux arêtes de l’autre 
cône. 

En effet, «oient G, G' les cercles qui forment les bases des deux cônes 
sur un plan parallèle à l’iin de leurs plans cycliques, et aa\ hb' les cordes 
interceptées par ces cercles sur la droite d’intersection de ce plan par le 
[)lan cou])ant. Gette droite rencontre le cercle imaginaire o- (800) en deux 
points c, c (imaginaires); et les trois couples de points «r, a' \ ô, b' et c, c 
sont en involution, puisque les trois cercles ont le même axe radical (800). 
Les deux points doubles de l’involution s et f sont conjugués harmoniques 
par rapport aux deux c et c', et, par conséquent, sont vus du point S sous 
un angle droit (793). Il s’ensuit que les deux droites Ss, qui divisent 
liarmoniquemcnt les deux angles aSa\ b S b', sont les bissectrices de ces 
angles et de leurs suppléments (84). Par conséquent, l’angle des deux 
arêtes S ô est égal à celui des deux arêtes S S//. c. q. f. d. 


Gorollaire. — Si le plan coupant est tangent à l’un des cônes, le théo- 
rème prend cet énoncé : 

Quand deux cônes de niéme somniet ont les memes plans cycliques y si un 
plan tangent a l'un coupe V autre suivant deux arêtes ^ V arête de contact 
du premier cône est la bissectrice de l'angle formé par ces deux arêtes j on 
la bissectrice du supplément de cet angle, 

81(5. Les points de contact d’une tangente commune aux deux cercles G, 
(y sont conjugués par rapport au cercle o- (752, coroll, ), et, par conséquent, 
sont vus du point S sous un angle droit (793). Donc, 

Quand un plan est tangent h deux cônes homocy cliques , les deux arêtes 
de contact sont rectangulaires, 

817. Supposons qu’une transversale coupe deux cercles G, G' [fig> 177 ) 
en deux couples de points b et/?', ô', tels, que les deux <?, a' soient vus 
du point S (814) sous un angle droit : 1 ° les deux points b et b' seront 
vus aussi sous un angle droit; et 2 ® les tangentes au premier cercle en a 
et b rencontreront les tangentes au deuxieme cercle menées pai* les deux 
points a\ b\ en quatre points qui seront sur un cercle constamment le 
même, quelle que soit la transversale ; et ce cercle passera par les points 
d’intersection, réels ou imaginaires, des deux cercles G, G'. 

La démonstration est absolument la même que pour le théorème ('371). 
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Cette proposition exprime la proprie'tc suivante de deux cônes homocy- 
cliques : 

Quand deux cônes de meme sommet ont les memes plans cycliques, si Von 
prend sur leurs surfaces deux aretes rectangulaires, 

1 ° Le plan de ces deux droites coupera les cônes suivant deux autres 
arêtes qui seront aussi rectangulaires ; 

?” Les plans tangents au premier cône, menés par ses deux arêtes, ren- 
contreront les plans tangents au second, menés parles deux arêtes de celui- 
ci, suivant quatre droites qui appartiendront à un troisième cône homocy- 
clique aux deux premiers, qui sera toujours le même, quelles que soient les 
de ;x arêtes rectangulaires prises sur ces deux-là» 

818. Considérons trois cônes honiocycliqiics ayant pour bases les trois 
cercles C, G', C" [fig. 1 ^ 7 ), et un plan transversal mené par leur sommet 
commun; soient S^, Su' les arêtes d’intersection du premier cône par ce 
plan, ctS//^ S /2 deux des arêtes d’intersection des deux autres cônes, res- 
[)eclivement ; 011 aura Téquation 

sin /uS//.sin 

^ — - — couse., 

sin//N/ 2 . sin// 

quelque soit le plan transversal. 

En effet, concevons le cercle imaginaire o- qui a pour centre la projection 
du point S, et j)()ur carré de son rayon le rectangle fTC.'rf. Ce cercle a le 
même axe radical avec les trois C, G', C" (790) : par conséquent, u, 11 
étant ses points d’intersection par la droite aa\ on a 

ma . ma' 

—T — COM St., 

mu. mu 


quelle que soit la transversale aa\ le point/// appartenant toujours au même 
cercle G' (753 ). 

Or, 

- 

mu. mu ///S ( 790). 

Donc 

ma ma' si n mSa.êi n /// S / ï ' 

— const. ou - — — — “ const. 

c" Slllf/.SlUrt 


On a de même 


sin /2S/jf .sin//S//' 


sinrt.siiirt' 


— const. 
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Donc 

sin mSrtr.sinwS«' 

=rCOnst. C. Q. F. I). 

sin . SI U// 


Cette proposition peut s’e'noncer ainsi : 

Quand trois cônes sont hotnocy cliques y si Von mène par leur sommet 
commun un plan transversal qui les coupe chacun suivant deux aiéles, le 
produit des sinus des angles que les arêtes du premier cône font avec une 
arête du second est au produit des sinus des angles que les mêmes arêtes du 
premier cône font avec une arête du troisième, dans une raison constante, 
quel que soit le plan coupant. 

Observation. — Ce théorème général donne lieu à plusieurs corollaires 
différents, à raison des diverses positions que peut j)rendre le ])lan trans- 
versal. On en conclut notamment l’expression de la constante. Mais nous 
n’entrerons pas ici dans ces détails, et nous énoncerons seulement le corol- 
laire suivant, dont nous aurons à faire immédiatement rapj)lication : 

Corollaire. — Si le plan coupant est tangent au [iremier cône, il s’ensuit 
que : 

Quand trois cônes sont homocy clique s, si sur Vun on fait rouler un plan 
tangent, le rapport des sinus des deux angles que Varête de contact fait, 
Vun avec Viine des arêtes d'intersection du deuxième cône, et Vautre avec 
Vunc des arêtes d'intersection du troisième cône, reste constant. 


Remarque. — L’un des cônes peut être d’ouverture infiniment petite et 
se réduire, à la limite, à l’axe Se ou Sf ; de meme qu’un des cercles, sur le 
|)lan, peut être infiniment petit, et devenir l’un des points c, /. Le théo- 
lème s’applique donc à un plan transversal tournant autour de l’axe Se et 
rencontrant deux cônes suivant deux arêtes. Le rapport des sinus des angles 
que ces deux arêtes font avec Vaxe Se reste constant. 


819. Quand deux cônes ont les mêmes plans cycliques, deux plans tan- 
gents à Vun coupent Vautre suivant quatre arêtes situées sur un cône de ré- 
volution dont Vaxe est perpendiculaire au plan des deux arêtes de contact 
sur le premier cône. 

Soient ab^ a' h' [fig, 188 ) les traces des deux plans tangents, o le point 
d’intersection de ces deux droites, et c, c' leurs points de contact avec le 
cercle C'. On a, d’après le corollaire qui précède, 

sincSo sine' S O 
sine iyO' 


sineS 
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savoir - . — , est égal au rapport des sinus des angles que les 
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Le rapport des sinus des angles que les deux droites So, S b font avec 
sincSo 
sin c S b 

deux memes droites font avec un plan quelconque P menë par cette arête. 

Car celui-ci est égal au rapport des perpendiculaires abaissées des points o 

, , , , So , sincSo , 

et b sur le plan, divise par et le rapport - 7 - — - - est égal au rapport 
S 0 siii O 

des perpendiculaires abaissées des points o, b sur la droite Sc, divisé de 
meme par • Mais le rapport de ces deux perpendiculaires est égalai! 

O U 

rajiport des deux premières. Donc, etc. 

Le plan P mené par l’arète Sc est quelconque : prenant pour ce jilan celui 

11 ^ , 1 . .sincSo , . ,1 . 

des deux arêtes Sc, Sc , nous dirons nue est ei^al au raiiportdcs sinus 

^ sincS/> ^ • 

des angles que les deux droites So, S^ font avec le plan cSc'. 

Pareillement, .-7 est é«j^al au rapport des sinus des angles nue les 

droites So, S^' font avec le meme plan cSc', Donc les angles que les deux 
droites S b, S b' font avec ce plan sont égaux. Mais ce qui est démontré 
pour le point b' s’entend du point o'; et ce qui est démontré pour le point b 
à l’égard des deux cé, b* s’entend du point a. Donc les quatre arêtes So, 
So', S/-', S b' font des angles égaux avec le plan cSc', et par conséquent 
aussi avec une jierpcndiculaire à ce plan. Donc ces droites sont les arêtes 
d’un cône de révolution autour de cette perpendiculaire. 


820. Quond deux ellipses sphériquesj dont l’une enveloppe Vautre, ont 
les memes arcs cycliques, le segment qu un arc de grand cercle tangent à la 
conique interne forme dans la conique externe a toujours la même surface. 

Il suffit de démontrer le tluWème pour deux arcs tangents infiniment 
voisins. Soient ah^ a’ b' ces deux arcs [fig* mène les arcs de 

grands cercles a' a, bb’ qui se rencontrent en S. La somme des angles So/>, 
Sba est égale a celle des angles Sa' b', S b' a' (812, 2 ® démonstration). Par 
conséquent, les deux triangles S Sa' b* ont même surface; et, par suite, 
les deux secteurs aia' et bib' ont aussi même surface. Donc, en ajoutant à 
ces deux secteurs la surface comprise entre l’arc de conique ab’ et les deux 
arcs de grands cercles ia, ib' , on en conclut que les deux segments sous- 
tendus dans l’ellipse externe par les deux arcs ab, a' b’ ont la même surface. 

c. Q. F. D, 

Autrement, L’arc a' b' rencontre l’arc ab au point i où celui-ci touche la 
conique enveloppe, et ce point est le milieu de l’arc ah (808); il s’ensuit 
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que les deux triangles «a/, ^ 6 /, que l’on forme en décrivant du point /, 
comme centre sphérique, les deux arcs « «, b 6 , sont égaux. Par conséquent, 
les deux secteurs infiniment petits ala\ hib\ qui ne diffèrent, respective- 
ment, des deux triangles que de quantités infiniment petites du second 
ordre, ne diffèrent aussi entre eux que d’une quantité infiniment petite de 
cet ordre. Donc les deux segments sous-tendus par les deux arcs ab^ o!b\ 
dont la différence est égale à celle des deux secteurs, diffèrent tout au plus 
d’une quantité infiniment petite du second ordre, et, par conséquent, peu- 
vent être considérés comme égaux. 


IV. — Propriétés des lignes focedes d'un cône. 

821. Nous avons vu qu’étant donnés un cercle réel G et un cercle ima- 
ginaire cr [fig. 190 ), il existe deux points F, F' tels, que deux droites con- 
juguées par rapport au cercle réel, menées par l’un de ces points, sont con- 
juguées par rapport au cercle imaginaire (797). Ces deux droites seront 
df)nc vues du point S, correspondant au point c sous un angle droit (793). 
On en conclut que ; 

Dans un cône a hase circulaire, il existe toujours deux droites, passant par 
le sommet du cône et comprises dans son intérieur, telles, (pie deux plans 
rectangulaires menés par P une de ces droites rencontrent le plan du cercle 
(pci forme la base du cône, suivant deux droites conjuguées par rapport ti 
ce ce/'cle. 

On appelle ces deux droites les lignes /om/cj du cône. 

L’une des deux droites conjuguées par rapport au cercle le rencontre en 
deux points, et les tangentes en ces points se coupent sur la seconde 
droite (696). Ces deux tangentes sont les traces de deux plans tangents au 
cône. D’après cela, nous pouvons dire que : 

Les deux lignes focales d’un cône sont deux droites telles, que^ si par 
l’une on mène deux plans rectangulaires quelconques, les plans tangents 
au cône suivant les deux arêtes situées dans Vun de ces plans se couperont 
sur Vautre plan. 

822. Considérons deux tangentes fixes PA, PA'et une tangente mobile 
Les rayons menés du point Y aux deux points u, a' forment deux divisions 
liomograjihiques dont les rayons doubles sont les tangentes au cercle, 
issues du point F (670). Deux droites conjuguées menées par le point F 
formeront aussi deux faisceaux homographiqiies dont les rayons doubles 
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seront Jes mêmes tangentes (G09). Or ces deux droites conjuguées seront 
vues du point S sous un angle droit (793). Donc, si l’on a deux autres 
faisceaux homographicjues dont les rayons doubles soient les memes, l’angle 
de deux rayons homologues, vu du point S, paraîtra toujours de meme 
grandeur (178). On a donc ce théorème : 

Etant menés deux plans fixes tangents à un cône^ si un troisième plan 
tangent roule sur le côncy ce plan coupe les deux plans fixes suivant deux 
droites telles^ que les plans menés par une ligne focale et ces deux droites 
forment entre eux un angle de grandeur constante. 


823. Les sinus des angles que les deux lignes focales d'un cône font 
arec chaque plan tangent ont leur produit constant. 

La trace d’un plan langent au cône est une tangente au cercle C [fig. 191 ) ; 
le produit des distances de cette tangente aux deux points F, F’ est au pro- 
duit de ses distances aux deux tangentes parallèles menées au cercle o- dans 
une raison constante, quelle que soit la direction commune de ces tan- 
gentes (7V6). Ce produit est égal à tto- -i- So- -- ttS (790). 

Ainsi l’on a 

F rr. K'rr' 

. Const. 

-s' 


Désignons par F/^, F'/>' les perpendiculaires abaissées des points F, F' sur 
le plan mené par le point S et la tangente, et soit i rinclinaison de ce plan 
sur le [)Ian de la figure; on a 


V P F rr . sill /, Fy^' rr: F'cr' . sill 

¥ j) . V'p : r F HT . F' ôj ' . sin- i, 

s iT 

Mais sin i --- -- • Donc 

T’ .V / 1’^ - 

Ip.h P ■— - — bo- . 

S 77 “ 


Donc, à cause de la relation précédente, le produit ¥p.¥’ p' est constant. 

c. Q. F, D. 


824-. Étant menés deux plans tangents à un cône, si parleur droite d* in- 
tersection on mène deux plans passant par les deux lignes focales, V angle 
dièdre formé par ces deux plans et l’angle des deux plans tangents ont 
le meme plan bissecteur. 
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Kn d’autres termes, les deux plans tangents font, respectivement, avec les 
deux plans menés par les lignes focales, des angles égaux. 

En effet, si par un point P (/g. 190) on mène des tangentes au cercle G 
et au cercle imaginaire o-, et deux droites aux points F, F' qui représentent les 
sommets opposés du quadrilatère circonscrit aux deux cercles, ces six droites 
sont en involution (745). Par conséquent, les plans menés par ces droites 
et le sommet du cône forment trois angles dièdres en involution. Il existe 
donc deux plans conjugués harmoniques, par rapport aux deux faces de cha- 
cun de ces trois angles dièdres (251). Or, les traces de ces deux plans sur le 
plan de la figure étant deux droites conjuguées par rapport au cercle o-, ces 
j)lans sont rectangulaires (793). Donc ce sont les plans bissecteurs des 
angles dièdres formés, l’un par les deux plans tangents au cône, et l’autre 
par les deux plans passant par les lignes focales. c. q. f. d. 

Corollaire. — Si la droite par laquelle sont menés les plans tangents 
s’approche indéfiniment de la surface du cône, on en conclut que : 

Les plans menés par une arête d*un cône et les deux lignes focales sont 
également inclinés sur le plan tangent au cône mené par cette arête. 

825. Que par le point F [fig> 192 ) on mène deux cordes aa\ hh\ et à 
leurs extrémités les tangentes au cercle, lesquelles forment le quadrilatèie 
circonscrit cdc'd'. Les deux diagonales ce', dd' passent par le point F, in- 
tersection des deux cordes aa\ bb' (701) et sont deux droites conjuguées 
[)ar rapport au cercle G (703, Rem.), et par conséquent par rapport au 
cercle imaginaire a (821). Donc ces deux droites, vues du jioint S, parais- 
sent rectangulaires (793). Mais elles sont conjuguées harmoniques par ra])- 
port aux deux cordes F a, F ô ; car les deux cordes ah' , a b se croisent sur 
la diagonale cc', en un point h qui est le pôle de l’autre diagonale chV (086), 
de sorte que ce point h et le point /, où la corde a' b rencontre la diagonal»; 
dd', sont conjugués harmoniques par rapport aux deux a' et />; et par con- 
séquent les deux droites F //, Yd' sont conjuguées harmoniques par rap- 
port aux deux F b, F a' . 

On a donc ce théorème : 

Si par une ligne focale d’un cône à base circulaire on mène deux plans 
passant par deux arêtes du cône et un troisième plan passant par la droite 
(V intersection des plans tangents au cône suivant les deux arêtes, celui-ci 
sera bissecteur de l’angle dièdre formé par les deux premiers. 


826. Étant prises deux arêtes sur un cône, si par chacune d’elles on mène 
deux plans passant par les deux lignes focales, les quatre plans seront tan- 
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gents à un cône de révolution dont l’axe sera la droite d’intersection des 
plans tangents au cône suivant les deux arêtes. 

En effet, soient Fa, F'aetFb,F^l/ {fig. 192 ) les traces des quatre 
plans sur la base du cône ; ac, bc les traces des deux plans tangen^ts. Le 
plan SFc est bissecteur de l’angle des deux plans SF<r/, b (825); donc la 
droite Sc est egalement inclinée sur ces deux plans. Par une raison sem- 
blable, elle est également inclinée sur les deux plans SF'«, SF' b. Mais cette 
droite, étant située dans le plan tangent S ac, est également inclinée sur les 
deux plans SF», SF' « (821i', coroIL) ; donc enfin elle est également inclinée 
sur les quatre plans SF^, SFô, SF'^, SF'ô. Donc elle est Taxe d’un cône 
de révolution tangent à ces quatre plans. 

827. La somme des angles que chaque arête d’un côme à base circulait e 
fuit avec les deux lignes focales est constante. 

C’est-ù-dire que Ton a [pg> 192 ) 

FS« -+• F' S a FS ^ 4 - F'S^. 

En effet, nous venons de voir que les quatre plans SF^/, SF b, SF'^, SF'b 
sont tangents à un cône de révolution. Soient S«, S 6 , Sa^ S 6 ' les quatre 
arêtes de contact; on a 

FS « =: FS Ç ou FS a h a S y. FS b —b S ê, 

et de meme 

F'Sa - aSy — F'Sb 6 Sé'. 

Ajoutant membre à membre ces deux équations et observant que 
rt S « a S y! et bS^j bS S', 

on obtient l’égalité qu’il s’agit de démontrer. 

Autrement. Considérons une conique sphérique comme précédem- 
ment (820); soient F, F' [fig* 193 ) sur la sphère les deux points déter- 
minés par les deux lignes focales du cône, points que l’on appelle les foyers 
de la conique. Il s’agit de prouver que la somme des deux arcs F«, F'« est 
constante. Pour cela, considérons le points' de la courbe infiniment voisin 
du point a \ il suffit de prouver l’égalité à l’égard des deux points a et a' , 
c’est-à-dire que l’on a 

Fa -y F' a z^F a' y F' a' ou F a’ —F a =:zF’ a — F' a' . 

Que du point a on abaisse les arcs au, au perpendiculaires sur les arcs 
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a a’ = Frt' — F rt et a' ci ::==:¥’ a — ¥’ a' , 

Il faut donc prouver que oi.a' ~ v! a . Or les deux triangles rectangles aot.a\ 
aod a' infiniment petits peuvent être considérés comme des triangles recti- 
lignes, et Ton a 

art' — coSK«'^ et c/J a' ~ aa’ cosod a' a. 

Mais les angles a et a a' a sont égaux (824*, coroll.]. Donc u.a — ck' a , 

V. — Cônes supplémentaires, 

828. Si par le sommet cViin cône a base circulaire on mène des normales 
à ses plans tangents, 

1 ° Ces droites forment un second cône à base circulaire, dont les plans 
tangents sont perpendiculaires aux arêtes du premier; 

Et 2 ** Les lignes focales et les plans cycliques de ce cône sont perpendi- 
culaires, respectivement, aux plans cycliques et aux lignes focales du 
premier. 

Les plans tangents au second cône sont les plans normaux aux arêtes du 
premier; cela est évident, car un plan tangent sera le plan de deux arêtes 
infiniment voisines. Or ces arêtes sont les normales à deux plans tangents au 
[)remicr cône, infiniment voisins; donc leur plan est perpendiculaire à la 
droite d’intersection de ces deux plans tangents, laquelle est une arête du 
premier cône. Ce qu’il fallait démontrer. 

Prouvons maintenant que le nouveau cône a un cercle pour base sur un 
[)lan perpendiculaire à Tune des lignes focales du premier. 

Concevons deux plans fixes tangents au cône proposé; un troisième plan 
tangent les coupe suivant deux droites, et les plans menés par ces droites 
et une ligne focale font entre eux un angle de grandeur constante (822). Il 
s’ensuit, en considérant dans le second cône les droites perpendiculaires à 
ces plans, que, si autour de deux arêtes fixes de ce cône on fait tourner deux 
[)lans qui se coupent suivant une troisième arête, les traces de ces deux 
plans sur un plan perpendiculaire à la ligne focale feront entre elles un 
angle de grandeur constante. Le point de concours de ces deux droites 
décrit donc un cercle. Or ce point décrit la courbe qui forme la base du 
cône sur le plan ; donc cette base est un cercle. Ce qu’il fallait prouver. 

Enfin, les lignes focales du nouveau cône sont les perpendiculaires aux 
plans cycliques du premier. Cela résulte de ce qui vient d’être démontré, en 
Chasles. — Céoni. sup. 3/j 
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vertu de la réciprocité de construction qui a lieu entre les deux cônes. Car, 
puisque le second est à base circulaire, le premier a ses plans cycliques pei - 
])endiculaires aux lignes focales du second. 

Ainsi le théorème est démontré complètement. 

829. Les deux cônes, dont chacun a ses arêtes perpendiculaires aux plans 
tangents à Tautre, sont dits cônes supplémentaires , 

Toutes les propriétés d*un cône relatives aux ])lans cycliques et aux 
lignes focales donnent lieu, dans le cône supplémentaire, à des propriétés 
relatives, respectivement, aux lignes focales et aux plans cycliques. 

De sorte que toutes les propriétés des cônes à base circulaire sont doubles : 
à chaque propriété des plans cycliques correspond une propriété des lignes 
focales, et réciproquement. 

Par exemple, le théorème (819) donne lieu au suivant : 

Quand deux cônes ont les memes lignes focales, si par deux arêtes de 
Vun on mène des. plans tangents à Vautre, ces quatre plans sont tangents 
h un cône de révolution dont Vaxe est la droite d'intersection des plans 
tangents au premier côme menés par ses deux arêtes. 

Et si l’on considère ce qui a lieu sur la sphère, on dira que : 

Quand deux coniques sphériques sont homofocales, si de deux points de 
l'une on mène quatre arcs de grands cercles tangents à Vautre, ces quatre 
arcs sont tangents à un petit cercle dont le centre sphérique est à V intersec- 
tion des arcs tangents à la première conique en ses deux points (^). 

830. On conclut pareillement du théorème (818) celui-ci : 

Quand trois coniques sphériques sont homofocales, si d'un point quel- 
conque de la sphère on mène deux arcs de grands cercles A, k' tangents à 
l'une et deux arcs IM, N tangents aux deux autres, un a une, respective 
ment, on a la relation 

sin { M. A ^ .sin f M, A' \ 
sin ( N, A ) . sin ( N, A' ) 


(*) Ce théorème nous sera utile pour démontrer une belle propriété des coniques 
homofocales, savoir, que : La portion de polygone sphérique de n côtés, circonscrite 
à un arc de conique, qui est de périmètre minimum, a ses sommets sur une conique 
homo focale. 

A cette question de périmètre en correspond une ôèaire, dans les coniques homocy- 
cüques. (Voir Comptes rendus des séances de V Academie des Sciences, t. XVII, p. 889; 
octobre 1843.) 
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Si le point d’où partent les quatre arcs tangents A, A', M et N est pris 
sur la circonférence du grand cercle qui a pour centre sphérique le centre 
des coniques, et qu’on appelle O l’arc de grand cercle mené de ce point 
à ce centre, lequel est bissecteur de l’angle (A, A'), l’équation prend la 
l'orme 

sin® ( M, O ) — sin* ( A, O ) 
sm^(N,0)-sm^[A,0) 

Les quatre arcs A, A', M, N peuvent toucher les coniques eu leurs som- 
mets situés sur un meme arc diamétral principal j alors on substituera aux 
angles (A, O), (M, O) et (N, O) les demi-arcs principaux des coniques; et, 
en appelant ces arcs a, et v, on aura cette expression de la constante, 

sin® a — sin-« 
sin^v — sin- a ’ 

de sorte que l’équation qui exprime le théorème général est 

sin (M, A) .sin (M, A’) sin^pt — siu-a 

sin(N, A) .sin(N, A') sin^v — sin-'a 

CoROLLAïuE. — Si les deux coniques auxquelles sont tangents les arcs ]\I, 
N se coupent et que ces arcs soient menés par l’un de leurs points d’inter- 
section, ils seront les arcs bissecteurs de l’angle (A, A') et do son suj)plé' 
ment (824-, Coroll,), et l’équation deviendra 

sin- i M, A ] _ sin- a — sin^ a 
sin‘^ ( A ) sin- a - - sin^ v ’ 

ou 

sin^ IX . sin- ( N, A ) -h sin- v . sin- ( M, A) sin'^ a. 

C’est-à-dire que : Si, par chaque point d'un arc de grand cercle fiæc tan- 
gent à une conique sphérique («), on mène les deux coniques honiofocales 
(u), (v) qu'on appelle i' et i les angles que ces deux coniques font avec 
l’arc de grand cercle en ce point, on a entre ces angles et les demi-arcs 
diamètres principaux p, v des deux coniques la relation constante 

sin- /.'..sin- / -j- sin-v . sin^ /' sin^a ( ^ ). 


Celte équation répond, sur la sphère, à l’équation des lîjjnes géodésiques sur 
l’ellipsoïde, yu* sin*/ -+■ v' sin*/' = a*, donnée par M. Liouvillc. (Voir Comptes rendus 
des séances do V Académie des Sciences, t. XIX, p. laCîa, et Journal de Mathématiques, 
t. IX, p. 


34. 
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831, Nous ne nous étendrons pas davantage sur la théorie des cônes et 
des coniques sphériques, dont il n’est ici question qu’incidemment et comme 
application immédiate des propriétés générales d’un système de cercles. 
Cette théorie importante doit être traitée d’une manière spéciale, et elle 
trouvera sa place naturelle à la suite de la théorie des coniques planes et 
comme devant précéder celle des surfaces du second ordre. 
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CHAPITRE XXXV. 

PROPRIÉTÉS DE DEUX CERCLES, RELATIVES A LA THÉORIE DES FONCTIONS 

ELLIPTIQUES. 


83 * 2 . Étant pris plusieurs points fixes A, B, C, ... sur une circonfé- 
rence de cercle^ si Von mène une corde mm^ de manière que les arcs comptés 
h partir de ces points jusqu'aux extrémités m, m' de la corde aient entre 
leurs sinus la relation 

(i) a.sinA/7i,sin Am'-f- 6’.sinBm.sinBm'-h y .sinCm.sinC/«'-f-... = v, 

y> • • 1 étant des constantes, la corde emeloppera une circonférence 
de cercle dont le centre sera le centre de gravité des points A, B, C, . . 
auxquels on supposerait des masses égales aux constantes a, y, ... ; et 

le rayon de cette circonférence sera égal a , K éaj/it le 

*’ « + 6 + y H- . . . 

rayon du cercle proposé. 

En eflet, on a [fig- 194) 

. 1 . A.m . , . , Am' 

sinfA/W" sin^Am — — 

2R ^ 2R 


sini Am.sin^ Am' : 


Am, Am' 


Soit A/; la perpendiculaire abaissée du jjoint A sur la corde mm'; on i 
A/72.Am'™2R.Ap (68*2). 


sin J- Am.sin^A 


• 14 / 

m^Am' = —, - î 
2 R 
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et, de même, 


sin i B m . sin ’ B /w ~ — > 
^ ^ 2lv 


L’êqiiation proposée devient 

« . A + 6 . B ^ -t- . . . =z V . 9, IV . 


Elle exprime que la somme des disfances de la corde nvn* aux points A, 
B, . . . , multipliées respectivement par les constantes a, 6, . . , est constante 
et égalé à v. 2 R. Donc la distance de la corde au centre de gravité de tous 


ces points est égale à 
rème. 



Ce qiii démontre le tliéo- 


833. Corollaire. “ Etant pris deux points fixes k! sur une circonfé- 
rence de cercle [fi^» si l‘on mène une corde mm' telle, que l'on ait la 

relation constante 


( 2 ) sin-J- A rn . sin ^ A m' -f- ^ . sin \k'ni . sin \ k' né = v, 


cette corde enveloppera un cercle qui aura son centre sur la droite AA' en 
un point D, dont les distances aux points fixes A, A' seront 


DA — — 


>.AA' 

X I ’ 


DA' — 


AA' 

X 4- I ’ 


et le rayon de ce cercle sera 

V . 2 R 

R étant celui du cercle proposé. 

Car, le centre D du cercle sur lequel roule la corde mné étant le centre 
de gravité des deux points A, k! auxquels on suppose des masses égales à 
l’unité et à X respectivement, ce point D sera situé sur la droite AA' et dé- 
terminé par l’équation 


DA-f-X.DA' = o (463), 


laquelle, avec l’identité 


AA'-t- A'D+ DAr:-:o (2), 
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donne 


X.AV 






X H- I 


et 


DA'^. 


JA^ 

X -f- I 


Ce qui démontre le théorème. 

Les deux équations qui servent à déterminer les deux segments DA et DA 
impliquent la règle des signes, de sorte que les signes font connaître la po- 
sition du point D sur la corde AA^ ou sur son prolongement. 

Réciproquemknt. Etant donnes deux cercles C et D, dont les rayons 
sont 11 et r, et étant menée dans le premier une corde fixe AA' passant par 
le centre D da second, si une tangente roule sur celui-ci et rencontre le pre 
mier cercle en deux points m, rn', on aura la relation constante 


ou 

( 3 ) 


sin y A m . sin ^ A né -h 


DA 

— — . sin y k!ni . sin -l k! né 
A' 1) " 


r kSé 
2 K iü ' ’ 


DA ' . si n J- A m . sin j A né -j- AD . sin y k^m . sin A ' f/é 


2 iî ’ 


AA'; 


car cette équalion résulte des expressions ci-dessus do DA, DA' et r eu 
fonction de X et v. 

Les segments DA' et AD sont passibles de signes, comme nous l’avons 
dit; ils ont le même signe ou des signes contraires, selon que le point D est 
sur le segment AA' ou sur son prolongement. 

On peut substituer aux coefficients de féquation d’autres expressions 
également simples. 

Soient AM et A' N les tangentes au second cercle issues des points A, A'; 
on a, en supposant nuis successivement les arcs A/;/ et k'/n', 


AD.sin ^ A'M.sin 7 A'BA = — AA', 
2 11 

DA' . sin HN. sin J^ABA' AA'; 

2 11 


d’où 


AD ; AA' . -r— r-, î 

2 11 Sin {AM. sin { A' li A 

DA'=:-^AA' i , 

2 ll sin{AJN .sin^AiiA' 


et l’équation devient 


sin{ A w .siuyA w' ^ siu{ A'm.sin{ A'm' 


sin{xlN 


sin 4 A' M 


: sin 4 ABA’ . 
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II. — Représentation géométrique des équations relatives aux fonctions 

elliptiques , 

834. Quand la corde AA' est un diamètre du premier cercle, on a 

[ fis - '96) 

sm \k!m — sini (180° — km] = sin(9oo — i Am) — cos| Am 
et, de meme, 

s in ^ k! ni rrr: cos| A ni . 

L’équation (3) devient 

DA^ . sin I^Am. sin^Am' H- AD.cos-| A m.cos^ Am' — * r. 

Écrivons 

Lf 2 \ . r 

cos \km, cos jkné sin \kni. sin | A ni' — - - 

ou 

( 5 ) cos ]; A ni . cos I A m' -h — sin A m . sin ~ A ni' ™ cos % AM . 

\ i i I î, 2 

On a donc ce théorème : 

Étant donnés deux cercles C, D, si une tangente roule sur Vun D et 
rencontre Vautre C en deux points ni, m', les arcs Am-- ^ et Am'=: 
comptés à partir de Vun des points A, k! de la circonférence C situés 
sur la ligne des centres des deux ccrcleSy ont entre eux une relation de la 
forme 

cos^<p cos{/ 4- )i.sin|r^ sin^ / v, 

\ et V étant deux coefficients constants^ dont le premier dépend de la posi- 
tion du centre du cercle sur lequel roule la corde mm' ^ et le' deuxième, de la 
position de ce centre et du ray on du meme cercle, 

^ , , , . DA' r 

D étant le centre de ce cercle et r son rayon, on si et v — ; 

’ AD AD 

ou bien, AM étant Tare formé par la tangente menée par le point A, on 
a V — cos I AM. 

835. L’arc AM étant donné, il suffit, pour déterminer la grandeur et la 
position du cercle D, de connaître son centre, car le rayon s’ensuit. Le centre 
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DA' 

dépend du coefficient 1 égal au rapport — • On peut prendre avec Tare AIM 

une autre donnée, savoir Taxe radical des deux cercles. On donne ainsi à 
l’équation la forme sous laquelle on considère les équations de ce genre dans 
la théorie des fonctions elliptiques. 

Soit OS (yfg. 197) l’axe radical; nous allons prouver que 


DA' 

DA 



sinH AM. 


Démontrons d’abord que l’on a, à l’égard d’une corde quelconque \ni, 
menée par le point A, 

mj? étant la distance du point m à Taxe radical. 

En effet, 

, Am 

sin lAm= — , > 


ou, en vertu des deux triangles semblables A/n A', AOS, 


sin I Am : - 


AO 
AS ’ 


Donc 


d’où 


sin'^AA/// ; 


Am AO 
AA' AS ’ 


AA' . Am mS 

TTT SUl’ ^ A /72 =r ; ^ I , 

AO - AS AS 


et 


4 / AA' . 2 , . . /i 

V V- 


m/? 

Ai)' 


Ce qu’il fallait démontrer. 
On a donc pour l’arc AM 




„ MP Ml 

Or — — =: — - 5 I Otant le point de contact de la corde AM et du cercle 
Aü -- 
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D (737); et 


MI 

AI 


DjV 

DA 


• Donc 


MP 

AO 


DA'" 

*5 et par conséquent 

da' 


pv 

DA 



— ' sin^iAM. 
AO 


C. Q. F. P. 


Désignons par p. l’arc AM, ou plutôt l’angle au centre qui soiis-tend 
cet arc ; l’équation ( 5 ) devient 


( 6 ) 


f cos~(i> zt: sin 


ini/ y/ 1 — 


AA' 


AO 


' Sin^T W. — cosf a. 


Cette équation exprime que la corde mm', déterminée par les deux 
angles ç?, <}>' dans le cercle C, est tangente, dans toutes ses positions, à un 
second cercle dont l’axe radical avec le proposé est à la distance AO, et qui 
touche la corde AM sous -tendue par l’angle p.. 


Observation. — Dans l’équation (5), le 




DA' 


lequel est -h ou — , selon que le centre du cercle D se trouve dans l’inté- 
rieur du cercle G ou au dehors; de sorte que l’équation se suflit à elle- 
même ppur exprimer complètement la relation qui convient à une figure 
donnée. Mais il n’en est pas de mémo de l’équation (6); le radical par 

lequel le rapport se trouve remplacé ne peut point indiquer le signe du 


second terme de l’équation. Il hiut donc se rappeler que ce signe sera H- 
oii — , selon que le centre du cercle D se trouvera sur le diamètre AA' ou 
sur son prolongement. 


836. Quand on considère la corde mm^ 
AA' 

voisines, on a, en faisant 


dans deux positions infiniment 


^ ^ ^ v/ 1 — sin’^ y' 1 — sin'* | f 

le sb^ne étant -|- ou — , selon (pie le centre D est sur le diamètre AA' ou sur 
son prolongement. 

En effet, soient mm' , nu' [fig. ig8) deux cordes infiniment voisines, 
tangentes au cercle D, et i leur point d’intersection qui forme le point de 
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contact de la première avec ce cercle ; on a 


Or 


Doiif 


Ce qu’il fallait démontrer. 

Quant aux signes, il est fiicile de voir que, quand le cercle D est dans l’in- 
lérieur du cercle C, les deux cordes infiniment voisines se coupent dans 
rintérieur de ce cercle, et que les deux arcs A///, A//^' sont tous deux plus 
grands ou plus petits que les deux arcs déterminés par la corde infinimcnr 
voisine, c’est-à-dire qu’alors les deux arcs élémentaires /'/ç?, (1/ ont le meme* 
signe. Quand, au contraire, le cercle D est extérieur au cercle C, les deux 
(’.ordes se coupent au dehors de celui-ci, et alors df' ont des signes dif- 
férents. 

837. Observation. — On peut dire que les deux équations (G) et ( 7 ) 
sont la conséquence Tune de l’autre, puisqu’elles expriment une même hy- 
pothèse, savoir, que la corde mm' du cercle C roule sur un autre cercle; 
et, en effet, on trouve, en Analyse, que la première équation est rintégrale 
de la seconde J l’angle y. y représente la constante arbitraire. Ces formules 
sont fondamentales dans la théorie des fonctions elliptiques. 

III. — d litre mode de représentation, dans le cercle, des équations relatives 
aujc fonctions elliptiques, 

838. Lemme. — Étant donnés deux cercles G, D [fig. 19 B), et étant pris 
sur la ligne des centres le point F qui a la me me polaire dans les deux 
cercles, si autour de ce point on fait tourner la corde ii' dans le cercle D, 
et que par son extrémité i on mène la tangente à ce cercle, laquelle ren- 


mn mi dr^ mi 

----- — — 765 ou , V ^ . 

m n' ni'i ^ d(f m' i 


V': — (835), 


sj \ — c~ siu'^l^^ / mp mi 

"" » '“'r' ^ 

y/ 1 — c- sin‘^|^ df 
sJ i — c- sin"' J- f 
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contre le cercle G en m, le rapport entre la corde ii' et le sinus de V angle \Ym 
reste constant. 

En effet, on a — const. (754), et, par conséquent, 


sin i F m 

— =: const. 

sin t irn 

Or, dans le cercle D, 

• . . t • 

sin F un -z sin^ arc// ™ , 

nr 

r étant le rayon du cercle. Donc 


sin / F/// 


U II 

— X const. ou — 

2 /* sin /F/?/ 


const. 


C. Q. F. D, 

Cette proposition se transforme en une relation entre les deux angles ///FA, 
/w'FA de metnc forme que celle qui a lieu entre les deux arcs |A///, -km' , 
ou I?, 1/ (équat. 6). 

Nous conclurons d’abord de la proposition le théorème suivant ; 


839. L'angle que la corde Fi fait arec la ligne des centres des deux 
cercles étant représenté par et V angle iF'rn par il existe entre ces deux 
angles la relation 


v//-2 — tr sin'-if/ 


smO» 


const., 


dans laquelle e représente le segme/it DF' compris entre le point F et le 
centtedu cercle D sur lequel roule la tangente im. 

Cette relation n’est autre que celle du iemme, dans laquelle on remplace 
la corde U' par son expression en fonction de l’angle . En effet, appelant D 3 
la perpendiculaire abaissée du centre du cercle D sur la corde //', on a 

iz /- — D 3 rr- f- — DF . sin^i//, 
ou 

//' 

i ~ ^ ' 


L’équation du Iemme devient donc 


V//“ — e* p 
sin fJ 


— const. 


c. O. F. 1). 
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Pour déterminer la constante, on peut mener la tangente au cercle D, par 
le point A; soient u le point de contact et v Pangle «FA : pour cette tan- 
gente, 0 et deviennent égaux à cet angle v ; on a donc 

J sin‘^ v 

: = const. ; 

sinv 

et, d’après cette expression de la constante, la relation générale devient 
\/r- — sin^ ^ ^ 

' sin ô sinv 

C’est cette équation qui se transforme en celle que nous voulons obtenir 
entre les deux angles wFA, ///FA. 


840. Appelons À, y! ces angles; les deux /F//?, iV m' sont égaux (770, 
cor. 7); de sorte qu’oi\a 

et — i?; 

sinX.sinV sin-^p — sin^Ô et cos).. cos i — sin^ J^ - sia^O. 

Or l’équation (8) se mot sous la forme 

I — sin- ^ — sin- 0 (sin^ — sin- 0 ) ^ 1 — — 7 - sin^ v^ — 2 sin‘^ v cos 2 v. 

On a donc 

(9) cos), cos).' -I- sinX sin).' ^ sin-v^ ~ cosav. 

Ce qui exprime ce théorème : 

Étant donnés deux cercles C, D, et étant pris le point F (pii a la même 
polaire dans ces deux cercles, si une tangente roule sur Vun D et r'cncontre 
Vautre G en deux points m, m', les rayons vecteurs menés du point F 
à ces deux points font avec la ligne des centres deux angles À, ).' entre les- 
quels a lieu une relation de la forme 

cos ). cos ).' -i- A . sin ). sin ).' :^ Ij , 

A c/ B étant deux constantes. 

Les expressions géométriques de ces constantes se trouvent dans l’équa- 
tion ( 9 ). Mais celle de A n’a pas la même forme que le coeflicient de l’équa- 
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tioii (6). La valeur qui correspondrait à ce coefficient serait de la forme 
\/ 1 — X - sin’ 2 v. Celle-ci va se retrouver dans le thé{)rème suivant : 


8^1 1. Les données restant les memes que dans le théorème précédent, si 
la tangente au cercle 'D éprouve un déplacement infiniment petit, les varia- 
tions des deux angles X', représentées par dl, dV , ont ent/e elles la rela- 
tion 


(lo) 



En effet, on a, en abaissant la perpendiculaire Cq sur ///M, 


/;/M 

2 


- v/ll* — t î' = v/ R- — Cf' sin* 




CF . ,, mU 


et pareillement 

v '■ s 

11 faut donc prouver que 


/ CF' . m'^V 

• I ^ — :r~ ■ 

2. CA 


-'A _ dV 

m M m' M' 


On a 


Mais 


d\ /Z F A 


mn - 4 - MN 


3 • CA 


tnn Fm 
MN““FM 


(7C5;, 


et par conséquent 


nm MN F/n-f- FM /nM 
mn ““ Fm “ ¥rn ' 


r A — 


m VT 
F ni 


'mn 

2. CA 


Donc 
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Pareillement 


Donc 


w'iVl' mn 

dk — • 

F ni! 2 . C.A 

fVk m M F m' mn 
dV m'M' F //2 ni IL 
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Soit / le point d’intersection des deux cordes mm\ nn' \ on a 


mn 
ni' n' 


im 

ini' 


(765). 


Mais i est le point de contact de la corde mrn avec le cercle; donc les deux 
angles /Fa/z, iVni' sont égaux (770, cor. 7), et l’on a 

im F m 
ini' Fm' ’ 

et, par conséquent, 

mn F m 

ni n' F///' 

et l’éqnation précédente devient 

//^M 

d\' 

Ce qu’il fallait prouver. 


d\ dV 
niM in'M' 


84^2. OnsEnvATioN. — De ce qui a été dit précédemment 837), au sujet 
des deux équations (6) et (7), on conclut que l’équation (10) comporte 
celle-ci, 


cos cos)/ 4- sin^.sinX' 



cos A . 


De sorte que cette équation se trouve démontrée d’une seconde manière, et 
avec le coeflicient de meme forme que dans l’équation (6) (*). 


( * ) La belle propriété du système de deux cercles, exprimée par réqtiatioii (G), 
est due à Jacobi (voir le Journal de Mathématiques de Crelle, t. IIÎ, p. 37G, année 
1828, et le Journal de Mathématiques de M. Liouviile, t. X, p. /| 33 , année i 8 '| 5 ). Le 
second théorème, exprimé par l’équation (11), se trouve avec diverses autres é(jua- 
tions semblables, relatives à des systèmes de sections coniques, dans mon Mémoire 
sur la construction des amplitudes des fonctions elliptiques (voir Comptes rendus des 
séances de V Académie des Sciences^ t. XIX, p. 123 - 2 , année iS'p'C. 
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IV. — Transformation des fonctions elliptiques. 


843 . I. Relaiio i entre les angles élémentaires dy et d). des formules pré- 
cédentes. — Que dans l’expression de d\ trouvée ci-dessus ( 841 ) on rein- 

place — par d'f, on aura 
ü A 

t'f). /«M d\ m 1 \T 

d'f 2 .Fw d^<^ Y ni 


II. Relation entre ^i et y/i — cf 5 in‘ 0 ., où e - ~ et 


CF 


CA 


parce que 


et 


Donc 


- On a ( 835 ) 


/ AA' I /mp Ym 




v/i ■ 


rnp 

ÂÔ“ 

Vm 

AF 

(750) 

. Cl n ^ ) 

wM 

ca' 


2. CA 

sin‘^4® 

F ni 

> 

\ sin- 1 


AF 


( 841 ; 


in. Relation entre les deux dijfércnticlles 

d\ 

I — c^ V^i — sinU 

D’après les expressions precedentes, le rapport des deux différentielles 
est égal à 

AF T / . CF\__T-hr, 
a.CA'"?. ~ 2 “’ 

Ainsi 

d{^(^] d\ T -H c, 

sJ I — c^ sin’”}?? sj I — c'I sin'^l 
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IV. Relation entre les deux angles y et — On a dans le triangle CF///, 

sin///FC ///C . . CA . . 

sinC///l^ CF CF ^ 


sinfî? — )v) — c. sin).. 


V. Relation entre les modules 


/AA' CF 

V AO CÂ 


) ou c et — On a 


/^_ VS 

V AO CF 


En effet, cette (x|uation devient 


4.CF.CA 


AO ■■ (CA-j-CF)2 


où AF =r:>.AO.CF; 


et cette ('(juatioii lesulte de rcquution (y), art. 72 , relative au système de 
(juatre points en rapport harmonique, dans laquelleon sup])osc que le point 
ai’liitrairc ni coïncide avec le point a. 


Chasles. Géom. sup. 
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DISCOURS D’INAUGURATION 


1)1' COURS 


DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE 


D12 LA FACULTÉ DES SCIENCES DE PARIS. 
(Séance du 22 décembre iS'iO.) 


Depuis plus d’un siècle, renseignement de la Géométrie se réduit aux 
jircmiers prini ipes qu’on a])pelle Éléments, 

Ce nom à'^Élcnicnts semble indiquer les premiers matériaux de l’édilice, 
les premiers pas ou rintroduclion dans la Science, Cependant, si l’on con- 
sidère que la Géométrie a pour objet la mesure et les propriétés de 
V étendue, on sent aussitôt combien elle est vaste, et Ton n’aperçoit meme 
pas de limites au champ qu’elle embrasse; car Y étendue figurée de 

formes à l’inlini, et les propriétés de chacune des figures que présente la 
nature ou que l’esprit peut imaginer sont elles-mêmes extrêmement nom- 
breuses, on pourrait même dire inépuisables. Il semblerait donc que l’étude 
de la Géométrie dut occuper une grande place dans l’enseignement public, 
et cette opinion se forliüe quand on considère que cette science, indépen- 
damment de son application à tous les arts de construction, est réputée le 
fondement des Sciences mathématiques, et que les meilleurs penseurs, dans 
tous les temps, l’ont regardée comme un excellent exercice de logique, 
éminemment propre à former de bons esprits (^ ). Il en a été ainsi, en ellèt. (*) 


(*) C’est pourquoi l’étude des Mathématiques, dans l’ancienne Université, faisait 
partie, ou, du moins, était raccompagncineut jugé nécessaire du Cours de Philo- 
sophie qui couronnait de fortes humanités. (Rolli.n, Traité des études, Livre sixième, 
art. 2 . ) 

On sait combien Descartes, Pascal et Leibnitz, comme philosophes et écrivains, ont 
tiré de secours des Mathématiques, cl avec quelle insistance ils en recommandent 

35 . 
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chez les anciens et chez les modernes jusque vers le commencement du siècle 
dernier; mais depuis, par l’effet de ces vicissitudes auxquelles les Sciences 
elles-mêmes sont sujettes, cette partie si importante de nos connaissances 
positives a été négligée et réduite à ses Eléments, 

Cependant, quoique privés des secours et des encouragements que pro- 
cure l’enseignement, plusieurs géomètres, depuis les premièies années de 
ce siècle, ont cultivé avec prédilection cette Géométrie abandonnée et lui 
ont fait faire des progrès notables. On a môme commencé, dans plusieurs 
Universités d’Allemagne et d’Angleterre, à la réintroduire dans les Cours 
publics et dans les Thèses ayant pour but l’obtention des grades univer- 
sitaires. 

M. le Ministre de l’Instruction publique, dans sa sollicitude pour toutes 
les parties de renseignement soumis à sa haute direction, a jugé que le 
temps était venu de combler en France aussi une lacune préjudiciable aux 


rétude comme infiniment utile pour faire naître et fortifier le véritable esprit de 
méthode. Voici, à ce sujet, un passage de Pascal, qui n’a été publié que dans ces 
derniers temps : 

« Cette science seule (la Géométrie) sait les véritables règles du raisonnement et, 
sans s’arrêter aux règles des syllogismes qui sont tellement naturelles qu'on ne peut 
les ignorer, s’arrête et se fonde sur la véritable méthode de conduire le l aisonncment 
en toutes choses, que presque tout le monde ignore, et qu’il est si avantageux de sa- 
voir, que nous voyous par expérience qu’entre esprits égaux et toutes choses pareilles, 
celui quia de la Géométrie l’emporte et acquiert une vigueur toute nouvelle. 

» Je veux donc faire entendre ce que c’est que démonstration, par l’exemple de 
celles de Géométrie, qui est presque la seule des scieiïces humaines qui en produise 
d’infaillibles, parce qu’elle seule observe la véritable méthode, au lieu que toutes les 
autres sont, par une nécessité naturelle, dans quelque sorte de confusion que les seuls 
géomètres savent extrêmement connaître. » (^De l’esprit geoniétriqtie ; voir p. 125 
dut. I des Pensées J Fragments et Lettres de Pascal, édition de M. Faugère; Paris, i 844 > 
2 vol. 111-8“.) 

Si l’on consultait l’iiistoirc, on trouverait que parmi les hommes qui se sont fait, à 
divers titres, dans tous les temps, un nom célèbre, un grand nombre avaient de la 
Géométrie, comme dit Pascal. On aurait à citer, dans l’antiquité, les plus éminents 
philosophes, dont il suffit de nommer Platon, qui avait fait des Mathématiques la 
base fondamentale de son enseignement et dont on connaît la fameuse inscription 
du portique de son académie : Que nul n’entre ici s’il nest géomètre. On distingue- 
rait, dans le moyen âge, surtout saint Augustin, Marcianus Captdla, Boècc, Cassiodore, 
Proclus, Isidore de Séville, Kède, Alcuin, Avicenne, le pape Gerbcrt, Adélard, Albert 
le Grand, Roger Bacon; chez les modernes, Léonard do Vinci, Albert Durer, Ramus, 
J.-J. Scaliger, H. Grotius, Hobbes, Gassendi, Arnauld, Malebranche, Huet, Clarke, 
Fontenelle, Wolff, Réaumur, Voltaire, Bufïon, Diderot, Beauzée, Condillac, Haller, 
Dugald Stewart, Kant, Colebrookc.... L’histoire môme des chefs d’empires montre- 
rait que ceux qui ont encouragé la culture des Mathématiques, source commune de 
toutes les sciences exactes, sont aussi ceux dont le règne a eu le plus d’éclat et dont 
la gloire est la plus durable. 
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progrès des Sciences mathéinaliqnes. La Faculté des Sciences, consultée, a 
partagé ces vues judicieuses et libérales, et émis le vœu que renseignement 
des Mathématiques supérieures reçût dans la Faculté le com|)lémcnt qui lui 
manquait, et qu’une chaire de haute Géométrie y fût immédiatement insti- 
tuée. M. le Ministre m’a fait l’honneur de me confier cet enseignement. 

Cette tâche, qu’on me permette de le dire dès ce moment, en sollicitant 
l’indulgence des personnes qui me font riionneiir de m’écouter, n'est pas 
sans difficultés. Car ce ne sont plus les théories, ce n’est plus, pour ainsi 
dire, la science qu’enseignaient Oronce Finée, Ramus, Robcrval, qu’il 
s’agit de reproduire; il ne peut suffire d’expliquer et de commenter les 
travaux d’Archimède et d’Apollonius, de Fermai, de Cavalier!, de Pascal, 
d’Huygens, de Newton, de Maclaurin. Ces Ouvi’ages renferment d’admi- 
l ables exemples des ressources que procure la Géométrie dans toutes les 
spéculatious“de la Philosophie naturelle; on y trouve le germe de plusieurs 
théories; mais ils ne forment pas un ensemble de méthodes ([ti’on puisse 
réunir dans un corps de doctrine, et qui suffisent pour iniliei* les jeunes 
mathématiciens à la connaissance et a la culture de la haute Géométrie. 
S’ils offrent de magnifiques applications de cette science, ils ne constituent 
pas un Cours de Géométrie supérieure. Et d’ailleurs la Science a marché; 
elle s’est enrichie de doctrines nouvelles, en harmonie parfois avec celles 
de l’Analyse, et c’est sur des bases dont on n’aurait pas eu l’idée il y a un 
siècle qu’il faut aujourd’hui fonder ce Cours de Géométrie supérieure. C’est 
dans quelques Ouvrages modernes, dans des Mémoires épars dans les Re- 
cueils scientifiques, qu’il faut chercher le germe et les éléments des théories 
et des méthodes propres à former le corps de doctrine que nous avons en 
vue. Ces théories et ces méthodes une fois déterminées, il faudra les coor- 
donner entre elles et les soumettre à l’enchaînement logique, qui est le 
caractère propre des Sciences mathématiques, et plus particulièrement de 
la Géométrie. C’est donc une œuvre toute nouvelle à accomplir. 

Où trouverons-nous les éléments dispersés de cet enseignement nouveau? 
Dans l’étude attentive des travaux de nos devanciers. Nous devrons con- 
sulter les ouvrages des Grecs, qui se présentent les premiers dans la car- 
rière, qu’ils ont parcourue avec un grand succès; puis suivre les développe- 
ments de la Science chez les modernes, puis enfui aborder les doctrines du 
XIX® siècle. 

Cette étude rétros])ective est indispensable pour atteindre le but qui nous 
est proposé. Dès aujourd’hui nous jetterons un rapide coup d’œil sur les 
travaux des géomètres anciens et modernes. Ce sera l’objet de cette première 
Leçon . 
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I. — De la Géométrie chez les Grecs. 

La Géométrie a été la science de prédilection des Grecs, Ils la divisaient 
en trois parties distinctes : la Géométrie élémentaire, qu’ils appelaient sim- 
plement les Éléments; la Géométrie pratique ou Géodésie; et la Géométrie 
supérieure, qu’ils appelaient le Zien résoluy et qui était un ensemble de ques- 
tion résolues d’avance et de théories où le géomètre trouvait les ressources 
nécessaires pour procéder à la démonstration des vérités et à la solution des 
])roblèmes. 

C’est cette partie, le L>cu résolUy que les modernes ont appelée \ Analyse 
géométrique des anciens. 

Le peu de détails qui nous sont parvenus sur ce point extrêmement in- 
téj’essant de Thistoirc de la Science se. trouvent dans les Collections mathé- 
matiques de Pappiis, géomètre qui vivait au iv® siècle de notre ère. Ces 
Collections mathématiques étaient un ouvrage en huit Livres, dont six seu- 
lement nous ont été conservés. On y trouve, avec des détails qui nous font 
connaître sur plusieurs points l’étal des Mathématiques anciennes, une 
foule de propositions et de lemmes destinés à servir de commentaires à 
divers ouvrages, dont la plupart ne sont pas arrivés jusqu’à nous. L’auteur 
était un géomètre éminent, que üescar tes avait en grande estime. C’est dans 
Pappus et Diophante que ce grand philosophe remarquait des traces de 
cette lumière de raison qui, dans l’antiquité, était le caractère des Mathé- 
matiques véritables (^). 

Nous trouvons, dans les Collections de Pappus, la nomenclature des 
Traités qui, faisant suite aux Éléments, formaient le Lieu résolu ou, comme 
nous venons de le dire, la Géométrie supérieure. C’étaient : un Livre des 
Données, d’Euclide; deux Livres de la mévn/?, d’Apollonius; deux 

Livres de la Section de l 'espace; deux de la Section déterminée et deux des 
Attouchements [contacts des cercles]^ du meme; trois Livres des Porismes, 
d’Euclide; encore d’Apollonius, deux Livres des Inclinaisons, deux des 
Lieux plans et huit des Sections coniques ; d'Aristée l’ancien, deux Livres 
des Lieux solides ; d’Euclide encore, deux Livres des Lieux h la surface; 
enfin, d’Ératosthènes, deux Livres des Moyennes raisons. 

Ces divers ouvrages formaient donc un corps de science, une Géométrie 
supérieure, que les anciens distinguaient essentiellement des Éléments. 

Pappus ajoute que les géomètres, en appliquant les ressources que leur 
offraient ces ouvrages pour la démonstration des vérités géométriques et la (*) 


(*) Règles pour la direction de l'esprit (''prègle), t. XI de l’édition de M. Cousîti. 
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solution des problèmes, suivaient deux méthodes ou plutôt deux manières 
de procéder par le raisonnement, savoir la synthèse ou composition et 
y analyse ou résolution. Ces deux mots synthèse et analyse avaient alors, 
en Mathématiques, un sens parfaitement défini. Mais, comme aujourd’hui 
nous les employons communément dans une acception spéciale très diffé- 
rente, qui laisse ignorer aux jeunes géomètres ce qu’étaient les méthodes 
anciennes et surtout la méthode analytique, il ne paraîtra peut-être pas 
inutile de rappeler ici le sens précis que leur donne Pappus, le même 
qu’on trouve aussi dans Euclide (au treizième Livre des Éléments). 

Par la synthèse, on part de vérités connues pour arriver, de conséquence 
en conséquence, à la proposition que Ton veut démontrer ou à la solution 
du problème proposé. 

Par V analyse, on regarde comme vraie la proposition que l’on veut dé- 
montrer ou comme résolu le problème proposé, et l’on marche de consé- 
quence en conséquence jusqu’à ce qu’on arrive à quelque vérin? connue, 
(|ui autorise à conclure que la chose admise comme vraie l’est réclicrnent, 
ou qui comporte la construction du problème ou son impossibilité (‘). 


(') Citons le texte même de Pappus, dans son sens littéral : 

« Le Lieu résolu est une matière à l’usage de ceux qui, possédant les ElcmentSy 
veulent acquérir en Géométrie l'art de résoudre les problèmes: c’est là son utilité. 
Cette partie des Mathématiques nous a été transmise par Euclide, Pautcur des Élé- 
ments, Apollonius et Aristée l’ancien. On y procède par voie de résolution et de 
composition. 

» La résolution est une méthode par laquelle, en partant do la chose (pic l’on 
cherche et que l’on suppose déjà connue, on arrive, par une suite de conséquences, à 
une conclusion sur laquelle on s’appuie pour remonter, par voie de composition, à 
la chose cherchée. En effet, dans la résolution, nous regardons comme l'ait ce que 
nous cherchons, et nous examinons ce qui découle de ce point de départ, et même ce 
qui peut en être l’antécédent, jusqu’à ce que nous arrivions par le raisonnement à 
quelque vérité déjà connue ou mise au nombre des principes. Cette marche constitue 
le procédé qu’on appelle Analyse, comme qui dirait solution en sens inverse. 

» Au contraire, dans la composition, nous partons de cette vérité à laiiuello nous 
sommes parvenus, comme dernière conséquence, dans la résolution; et, en suivant 
dans le raisonnement une marche inverse de la première, c'est-à-dire en prenant 
toujours pour antécédent ce qui, dans le premier cas, était conséquent, et récipro- 
quement, nous parvenons enfin à la chose cherchée. Cette marche constitue le pro- 
cédé qu’on nomme synthèse. 

» L’Analyse s’emploie dans deux ordres de recherches : ou pour démontrer une 
vérité théorique, ou pour résoudre un problème proposé. 

» Dans le premier cas, admettant comme vraie la proposition qu’il faut démontrer, 
nous regardons aussi comme vraies les conséquences qui en découlent, jusqu’à ce que 
nous arrivions à quelque conclusion connue. Si cette conclusion est une proposition 
vraie, celle d’où nous sommes partis l’est aussi; et sa démonstration se trouve dans 
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Ces deux manières de procéder en Mathématiques ne répondent nulle- 
ment à la signification actuelle des deux termes analyse et synthèse, dont 
le premier caractérise l’emploi du calcul algébrique, et le second, la con- 
sidération seule des propriétés des figures, au moyen du raisonnement 
naturel. 

Les deux méthodes anciennes ne différaient au fond que dans le point de 
départ, les diverses opérations de raisonnement étant les mêmes dans l’une 
et dans l’autre, mais dans un ordre inverse. On caractérisera brièvement 
ces deux méthodes en appelant, avec Kant, la synthèse, méthode progrès^ 
sii'e, eiV analyse, méthode régressive (*). 

Il est essentiel de remarquer ici que l’usage de \ analyse, chez les an- 
ciens, suppose nécessairement une proposition déjà connue et dont on 
cherche la démonstration, ou un problème ])roposé; de sorte que, hors ces 
deux cas, il n’y a point lieu, d'après la définition précise de Pappus, d’em- 
ployer la méthode analytique. 

Il faut observer encore que, bien que l'esprit de la méthode soit le 
même dans les deux cas, néanmoins elle y a un caractère différent; car, 
clans le premier, où il s’agit de démontrer une proposition, V analyse n’est 
point autre chose c^u’une méthode ex})érimentale de vérification a posteriori, 
tandis que clans le second, où il s’agit de résoudre un problème, elle forme 
une méthode d’invention a priori, puisqu’on se propose de ti ouver la so- 
lution ou construction du problème ou de démontrer son impossibilité, 
ce qui constituera la découverte d’une vérité mathématique actuellement 
inconnue. 

C’est dans ce sens seulement qu’on peut dire que Y analyse des anciens 
est la méthode de recherche ou à’ irrvention. 

Hors ce cas de la solution d’un problème, Y analyse n’a point de vérité 
nouvelle à découvrir, et pour cet objet c’est la synthèse seule qui constitue 


V Analyse, prise on sens contraire. Mais, si notre conclusion forme une proposition 
fausse, la proposition que nous avions admise l’est aussi. 

» Dans le second cas, où il s’agit de résoudre uii problème, nous regardons comme 
connu ce qu’il faut trouver, et nous en tirons quelque conclusion. Si cette conclusion 
est une construction possible ou rentrant dans ce que les malhémaliciens appellent 
les données, le problème proposé sera aussi possible; et la démonstration répondra à 
V Analyse en sens contraire. Mais, si la conclusion à laquelle nous arrivons est une 
chose impossible, Je problème lésera aussi. 

» On appelle diorisme cette partie du raisonnement où l’oii détermine les condi- 
tions pour qu’un problème soit possible, et le nombre de ses solutions. 

» Voilà ce que nous avons à dire de la résolution et de la composition . » 

(*) Wons n’entendons pas faire allusion ici à la distinction fondamentale posée, par 
l’illustre philosophe, entre les synthétiques et analytiques, bien, toutefois, 

que cette distinction dérive des acceptions anciennes de Vanalyse et de la synthèse. 
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la uiétliode d’invention par laquelle on forme et Ton accroît nne science. 

Cette remarque nous suffit dans ce moment, où nous n’avons pas «'i re- 
chercher quelles sont les méthodes d’invention en Mathématiques, mais 
seulement à définir ce qu’ont été les deux méthodes ap|)elécs j)ar les an- 
ciens analyse et synthèse, et à en marquer les usages et le caractère dis- 
tinctif. 

Dans les sciences en général, c’est par la méthode synthétique qn’on en 
exj)ose les principes ou les éléments : c’est ainsi que sont écrits les Èlcuwnts 
(rEuclide. Toutefois, on trouve aussi dans cet Ouvrage des exemples de la 
méthode analytique, telle que la méthode appelée réduction a l'absurde, 
quoi(jue dans ce mode de démonstration ce ne soit qu’indirectement, ou par 
exclusion, qu’on introduit dans le raisonnement la proposition (pie l’on veut 
démontrer. On part, comme on sait, de pro]>ositions contraires à celle-là, 
et, en les combinant logiquement avec des pro])ositions connues, on arrive, 
de conséquence en conséquence, à un résultat faux ou absurde, d’où l’on 
conclut que la première est bien la proposition vraie. 

Archimede et A|)ollonius nous offrent de nombreux exemples de V ana- 
lyse : c’est presque toujours par cette voie qu’ils résolvent les problèmes. 
Ainsi, quand Archimède se propose, dans son Traité de la sphère et du 
cylindre (proj). 8), de couper une sphère par un plan de façon que les 
deux segments soient entre eux dans un rapport donné, il raisonne sur la 
grandeur inconnue comme sur celles qui sont données, et il })arvicnt à une 
pro])osilion qui renferme l’expression de la grandeur cherchée. 

Diophante, dans son ouvrage d’Algèbre (|ui porte le nom (Wlrithnié- 
tique, fait usage continuellement de la méthode analytique ; car il ropre*- 
seute les inconnues de la question et ses puissances j^ar des signes ou des 
mots, et il les introduit dans le raisonnement pour former, entre ces in- 
connues et les quantités connues, des égalités d’où il tire la valeur des in- 
connues. 

On conçoit que V analyse et la synthèse ont dû éti e employcà's concur- 
remment, dans tous les temps, depuis l’origine des Sciences mathérnaliqiies : 
aussi, quand Proclus et Diogène Laërce font honneur à Platon de l’inven- 
tion de la méthode analytique, il faut croire qu’ils voulaient par là dési- 
gner Platon comme ayant le premier distingué ces deux manières dif- 
férentes de procéder dans la recherche et la démonstration dos véiités 
mathématiques. 

Nous venons de préciser ce c|u*il faut entendre par la synthèse et V ana- 
lyse dans la Géométrie des anciens; nous n’aurions <jue peu de mots à 
ajouter pour dire comment ces termes ont pris chez les modernes des ac- 
ceptions très différentes; mais n’anticipons pas sur la marche de la 
science : l’origine du nouveau sens des deux mots, en Mathématiques, se 
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rattache à la grande conception de Viète, dont nous aurons bientôt à faire 
mention. 

De ces Ouvrages qui, d’aj)rcs Pappus, formaient comme les éléments 
d’une Géométrie supérieure et offraient les ressources nécessaires pour se 
livrer aux recherches géométriques, trois seulement nous sont parvenus : 
ce sont les Données d’Kuclide, les sept premiers Livres des Coniques 
d’Apollonius, et le Traité de la Section de raison, qui s’est retrouvé en 
langue arabe. La plupart des autres ont été rétablis par divers géomètres, 
dans le style de la Géométrie ancienne, d’après le peu de détails que nous 
en a laissés Pappus. 

Cependant on n’est [)as fixé sur le sujet du Livre des Lieux a la surface, 
d’Euclide. L’auteur y considérait des courbes tracées sur des surfaces 
courbes. Mais quelle était la nature de ces surfaces? Les courbes qu’on y 
traçait étaient-elles nécessairement planes? La brièveté de Pappus nous 
laisse dans l’incertitude. Je dirai toutefois que quelques indices peuvent 
porter à croire que, dans le Livre des Lieux h la surface, Euclide traitait 
des conoïdes, appelés aujourd’hui surfaces du second de^ré de révolution, 
et des sections faites par des plans dans ces surfaces, comme dans le cône. 

Mais il est un autre ouvrage d Euclide bien ])lus digne de fixer notre 
attention et qui a présenté pendant longtemps une énigme indéchiflrable à 
laquelle se sont attachés, dans les deux derniers siècles, plusieurs des géo- 
mètres les plus célèbres : je veux parler du Traité des Porisnics. Au dire 
de Pappus, cet Ouvrage, où brillait le génie pénétrant d’Euclide, était émi- 
nemment utile pour la résolution des problèmes les plus compli({ués ; c’était, 
en quelque sorte, l’instrument indispensable des géomètres dans leurs re- 
cherches. 

Jusque vers le milieu du siècle dernier, cette question des porismes n’a 
présenté qu’une obscurité profonde dans toutes ses parties. Alors seulement 
R. Simson fit les premiers pas vei*s la découverte du sens caché des idées 
de l’auteur, tant en rétablissant la définition du terme porisme et surtout 
la forme particulière des énoncés des propositions ainsi appelées, qu’en 
donnant l’explication de six ou sept, sur une trentaine, des énoncés de 
porismes que Pappus nous a transmis en termes laconiques et obscurs. 
Cette divination a fait beaucouj) d’honneur à R. Simson, Depuis, plusieurs 
géomètres ont continué de traiter ce sujet si digne d’intérêt. 

Cependant un voile épais couvre encore cette doctrine des porismes; cai’, 
indépendamment des vingt-quatre énoncés de Pappus, dont on n’a pas 
donné le sens, il faudrait connaître en outre la cause de la forme inusitée 
de ces propositions, la pensée qui les a conçues, leur nature ou caractère 
mathématique, la raison de leur éminente utilité dans l’art du géomètre, la 
transformation que cette doctrine a probablement subie pour pénétrer, à 
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notre insu, dans nos méthodes modernes. Ces questions mériteront de 
trouver place dans un enseignement de haute Géométrie, d’autant plus que 
les théories sur lesquelles semblent rouler ces propositions obscures se rat- 
tachent à celles de la Géométrie moderne. Peut-être alors pourrons-nous 
répandre quelque lumière sur cette grande énigme que nous a léguée l’an- 
tiquité. 

A défaut des ouvrages originaux des Grecs, qui sont presque tous perdus, 
c’estedans les Collections mathématiques de Pappus, dans cette foule de 
j)ropositions éparses et sans ordre, parce qu’elles se rattachent à des ouvrages 
différents auxquels elles doivent servir de commentaires, que nous trou- 
verons les premiers éléments d’une Géométrie supérieure. 

On y distingue notamment quelques-unes de ces propositions simples 
qui sont bien réellement le fondement de la science, car on les retrouve 
dans les Traités célèbres de Pascal et de Desargues sur les Coniques, et, 
plus tard, dans l’ingénieuse et féconde Théorie des transversales de Carnot; 
ouvrages qui se rapportent essentiellement à une partie des méthodes qui 
feront lu base de notre enseignement. 

Nous ne faisons pas ici l’analyse de toutes les ressources que peuvent 
offrir les Collections mathématiques de Pappus; disons cependant c[ue nous 
aurons à y emprunter quelques beaux exemples de cette manière de dé- 
montrer de simples propositions de Géométrie plane par la contemplation 
des ligures à trois dimensions, qui rentre dans certains procédés dont les 
géomètres de nos jours ont fait un heureux usage. Par exemple, c’est en 
considérant une surface héliçoïdc que Pappus décrit la spirale d’Archimède 
et la ((uadratrice de Dinostratc, comme projection de certaines courbes à 
double courbure tracées sur la surface. 

Ce n’est pas sans surprise et admiration <|u’on rencontre dans le Livre 
de Pappus ces spéculations cpi’on croirait sorties de l’école de Monge; nous 
y trouverons meme certaines questions qui j)rouvcnt que les Grecs avaient 
des procédés de Géométrie descriptive analogues et parfois identiques à nos 
méthodes actuelles. Telle est cette question : « Connaissant les projections 
horizontales et les hauteurs verticales de trois points, déterminer la trace 
et l’inclinaison du plan qui passe par ces points. » 

Nous n’avons point eu à citer jusqu’ici les Traités d'Archimède, où se 
trouvent cependant des découvertes capitales qui toutes ont été utiles à la 
science. En voici la raison. Les ouvrages d’Archimède se peuvent distin- 
guer en trois classes : 

1° Les Traités géométriques, qui sont ; la mesure du cercle, et les Livres 
de la sphère et du cylindre, des conoïdes et des sphéroïdes, de la quadra- 
ture de la parabole, des hélices et des lemrnes; 

2° Les Livres de V équilibre des plans et des corps portés sur un fluide. 
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qui contiennent les principes de la Statique et de l’Hydrostatique, mais où 
domine encore le génie géométrique; 

3® Le Livre De numéro arenæ^ où se trouvent des connaissances très- 
diverses d’Astronomie et d’ Arithmétique notamment, et qui suffirait seul 
pour attacher au nom d’Archimède le sceau de l’immortalité. 

Les Traités géométriques contiennent des résultats admirables qui ont 
créé ou établi sur leurs bases véritables plusieurs parties des sciences; mais 
ces résultats, par leur nature, ne sont pas d’une application aussi fréquente, 
dans les spéculations géométriques, que diverses autres théories dont l’usage 
est, pour ainsi dire, journalier. C’est pourquoi Pappns ne les a pas compris 
dans sa nomenclature des Traités propres à guider dans les recherches géo- 
métriques. 

Si, dans la marche suivie par Archimède pour arriver à ses belles décou- 
vertes, on peut voir le germe ou des applications d’une méthode spéciale 
susceptible d’extension, c’est surtout dans la méûioàa à* e.rhaustion (c’est-à- 
dire à’ épuisement]. Par cette méthode on considère une grandeur, une 
courbe par exemple, comme une limite de laquelle s’approchent de plus en 
plus des [)olygones inscrits et circonscrits, dont on multiplie le nombre des 
cotés, de manière que la dinércnce, qu’on épuise en quelque sorte, devienne 
plus jictite qu’une quantité donnée. Les propriétés des polygones, par 
exemple l’expression de leur périmètre ou de leur surface, indiquent, par 
la loi de continuité, les ])ropriétés de la courbe, et l’on démontre ensuite 
celles-ci en toute rigueur par le raisonnement à V absurde. 

On peut voir ici le germe des méthodes infinitésimales, ou du moins l’idée 
fondamentale sur lacpielle elles reposent, surtout dans les conceptions de 
Newton et d’Euler. Ces doctrines, soit celle des premières et dernières rai- 
sons, soit celle des limites, (pii au fond est la meme, ont établi sur un prin- 
cipe d’une rigueur incontestable les méthodes générales et élémentaires qui 
remplacent celles d’Archimède dans toutes les questions traitées jiar ce grand 
géomètre. On conçoit donc que, dans les principes de la Géométrie supé- 
rieure que nous avons ici en vue, de meme que dans un aperçu sur l’origine 
et sur le développement des méthodes qui se rattachent à ces principes, 
les beaux théorèmes d’Archimède n’occupent pas la place que leur grande 
renommée semblerait au premier abord leur assigner. 

Quelques développements vont faire comprendre plus complètement 
notre [)ensée sur cette partie de la Géométrie cpii doit représenter \ Analyse 
géométrique des anciens et constituer les éléments de la Géométrie supé^ 
Heure. 

La Géométrie se définit la science cpii a pour objet la mesure et les pro^ 
priétés de l'étendue figurée. Cette définition indique deux divisions prin- 
cipales de la science. Aussi les divers travaux des géomètres diffèrent par 
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leur nature et donnent lieu d’eux-mêmes à cette distinction. Los uns se 
rapportent à la mesure, c’est-a-dire à l’expression de la longueur des lignes, 
de l’étendue des surfaces, du volume des corps. La détermination des 
centres de gravité et beaucoup d’autres questions qui se ])résentent dans 
les sciences physico-maihématiques sont du meme genre. C’est à de telles 
questions que se rapporte spécialement la Géométrie d’Archimède. Ce sont 
ces questions, comme nous venons de le dire, qu’on traite aujourd’liui par 
les méthodes infinitésimales, parce qu’en effet elles impli(|uent toujours, 
sous une forme ou sous une autre, l’idée de \ infini (^ ). 

Les autres recherches mathématiques ont pour objet les pro|)riétés résul- 
tantes des formes et des positions relatives des figures, propriétés qui com- 
prennent aussi des relations de grandeur, mais qui sont, en gc'm'ral, sim- 
plement des relations de segments rectilignes ou d’angles et qui n’exigent 
pas l’emploi du calcul infinitésimal. C’est à cette jiartie de la Géométrie 
que se rapportent les ouvrages d’Apollonius, tels que son grand Traite des 
coniques, et en général, les Traités sur le Lieu résolu ou Analyse géomé- 
trique dos anciens. Cette partie est vaste; c’est celle qui doit aujourd’hui 
constituer spécialement la Géométrie considérée dans rcnscrnble des mé- 
thodes qui lui sont propres. 

Quant à la première partie, qui a pour objet le calcul des grandeurs 
curvilignes, ce sont les méthodes infinitésimales qui lui conviennent; ce 
serait rétrograder que de revenir à celles d’Archimède ou aux méthodes 
intermédiaires et de transition de Cavalieri, de Pascal, de GiC'goire de Saint- 
Vincent, de Wallis, quelque puissantes qu’elles aient été entre les mains de 
ces grands géomètres. Et, d’ailleurs, l’emploi des méthodes infinitésimales 
n’implique pas l’abandon des méthodes géométriques pour le calcul algé- 
brique des modernes; loin de là, ce sont précisément les questions de Géo- 
métrie qui ont donné naissance à ces méthodes dans les travaux de Fermai, 
comme dans ceux de Leibnitz et de New'ton. 

Mais il ne faut pas croire que, par la distinction que nous venons d’éta- 
blir, nous scindions la Géométrie en deux parties’pour n’en attribuer qu’une 
à la Géométrie moderne, et diminuer ainsi le domaine de la science que les 
Grecs nous ont transmise. Au contraire, cette Géométrie des pi*oj)riétés des 
figures est d’une application nécessaire et constante dans la Géométrie des 
mesures. Celle-ci ne saurait procéder seule; il est aisé de le concevoir. On 


( ‘) Leibnitz puise dans des considérations d’un ordre supérieur la raison des usajjcs 
de son analyse infinitésimale dans toutes les questions physico-malhématiques; il 
dit: « Cette analyse est proprement scientia de magnitudine quatenus involvit infini- 
tum, et c’est ce qui arrive toujours dans la nature, qui porte le caractère de sou 
auteur. » [Opéra, t. VI, p. 228.) 
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y décompose les figures (lignes, surfaces ou volumes) dans leurs parties 
élémentaires qu’on appelle infiniment petites, et ce sont ces éléments dont 
on considère les propriétés, soit pour les comparer enti e eux, soit pour en 
faire la sommation. Or, de meme qu’en Analyse le succès, dans les questions 
de cette nature, dépend du choix des variables, il dépend ici de la forme 
et des propriétés des éléments, c’est-à-dire de la manière dont on a décom- 
posé la figure ; c’est ce mode de décomposition qui constitue la question 
géométrique; et il exige essentiellement la connaissance des propriétés de la 
figure, et souvent des pro})riétés les plus intimes et les plus cachées (^). 
On retombe donc sur cette partie de la Géométrie qui forme V Analyse 
géométrique des anciens et qui doit être la base de notre Géométrie supé- 
rieure. 

Ainsi, par exemple, dans le célèbre problème de l’attraction des ellip- 
soïdes sur des points extérieurs, que les méthodes fondées sur le calcul ont 
été pendant longtemps imj)uissantes à résoudre, la dilFiculté géométrique 
consistait seulement dans la découverte de quelques propriétés qui fissent 
connaître le mode convenable de décomposition de Tellipsoide en ses élé- 
ments : ce sont ces propriétés que Maclaurin eut le bonheur de découvrir, 
du moins pour certains cas de la question. 

On conçoit donc bien comment cette partie de la Géométrie, qui se rap- 
porte plus spécialement aux propriétés des figures, est aussi celle qui doit 
conduire aux calculs de leurs mesures, et l’on comprend que, bien qu’il y 
ait lieu de distinguer ces deux genres de questions, elles n’en rentrent pas 
moins, les unes et les antres, dans le domaine d’une science unique qui 
constitue la Géométrie générale. 

Ces considérations montrent combien est incomplète et dénuée de justesse 
cette définition qu’on trouve dans quelques ouvrages, savoir que la Géo- 
métrie est la science qui a pour objet la mesure de retendue. On serait 
tenté de croire que cette définition nous vient de quelques arpenteurs ro- 
mains, si elle ne remonte pas aux Égyptiens, qui, selon la tradition histo- 
rique ou fabuleuse, auraient créé cette science pour retrouver l’étendue 
primitive de leurs terres après les inondations du Kil. Toutefois, l’origine 
de la distinction que nous venons d’établir se peut apercevoir dans Aristote, 
qui regarde les Mathématiques comme ayant pour objet adéquat V ordre et 
la proportion. C’est aussi l’idée de Descartes, et l’on n’est pas surpris d’avoir 
à citer, à la suite de ces deux grands philosophes de l’antiquité et des temps (*) 


(*) C’est ce qui a fait dire à Wallis: « Cycluidis sic in parles suas resol ulioiieni, 
securidum ipsius Anatomiam 'veraniy osleiidi.... Sic cjjo distribuo semi-cycloidem, 
non ut Lanius, sed ut Anatonustu, iu scmi-circulum et Jigiiram arcuum; quibiis sepa- 
ratini meas nicthodos adhibeo. » {Opéra matlicmaticat l III, p G;/| 01(170). 
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modernes, le célèbre auteur de la doctrine des couples, que ses recherches 
sur la théorie des nombres ont conduit à cette définition d’un sens philo- 
sophique si profond. 

Un des beaux monuments de la Géométrie des anciens, Tune de ses plus 
magnifiques applications, est le grand Traité d’Astronomie de Ptolémée, 
appelé par l’auteur Syntaxe mathématique, expression fort juste, que les 
Arabes, dans leur admiration, ont remplacée j)ar celle éé yima^cste (le très- 
grand). On a souvent cité, dans cet Ouvrage, les principes et les applications 
de la Trigonométrie j)lane et sphérique; la construction des cordes des 
arcs de cercle; quelques théorèmes qui chez les modeines ont fait la base 
de la théorie des transversales; la détermination du lieu des stations des 
planètes, l’une des plus belles questions de la Géométrie ancienne, que 
Ptolémée atiribuo à Apollonius; mais, considéré sous un point de vue plus 
général, rAlmagcstc constitue dans son ensemble la solution d’un grand 
problème de Géométrie, à savoir de représenter ])ar une combinaison de 
mouvements circulaires et de mouvements imiformcs tous les j)hénomènes 
du mouvement des corps célestes. Ce fut Platon qui posa ce piincipe des 
mouvements célestes, adopté par Aristote et par tous les ])hilosoplies grecs, 
dont il flattait l’esprit de système et de généralisation. 

L’Astroriomic orientale, mère de l’Astronomie grecque, semble prouver, 
par les différences essentielles qu’elle présente avec celle-ci, que c’est ce 
grand problème qui marque le véritable but des efforts d’ilippanpie et de 
Ptolémée et qui fait le caractère propre de leur Astronomie, 

Les Tables du mouvement des astres, que les Grecs ont du recevoir des 
Chaldéens avec leurs observations de dix-neuf siècles consécutifs, étaient 
fondées, si je ne m’abuse, sur des expressions empiriques analogues aux for- 
mules qui ont été longtemps en usage chez les modernes; et quand Pto- 
léniée dit qu’Ili[)parquc a représenté par un cpicycle le mouvement du 
Soleil et la première inégalité de la Lune, mais que ses elforts ont ccliom; 
à l’égard de la seconde inégalité et à l’égard des planètes, cela ne doit pas 
signifier qu’il n’existait jioint de Tables du Soleil avant Ilipparque et que 
ce grand astronome n’a connu ni la loi numérique de l’évection lunaire ni 
celle du mouvement des planètes. Non, ce ne peut être là ce qu’a voulu dire 
Ptolémée; cette interprétation fait naître trop de difficultés dans l’iiistoire 
de l’Astronomie. Mais il a voulu dire qu Hipparque n’avait fait que les 
premiers pas dans le grand problème posé par Platon, et que lui, Ptolémée, 
a surmonté les difficultés géométriques qui avaient arreté ses devan- 
ciers (^). (*) 


(*) C’est en étudiant l’Astronomie indienne, où je trouvais, d’une part, des didé- 
renccs essentielles avec l’Astronomie grecque, que l’on ne soupçonnait pas, et, d’autre 
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Si le principe ou plutôt le préjugé des Grecs sur les mouvements cé- 
lestes, après avoir régné vingt siècles et imposé une loi inflexible à Copernic 
lui-même, a été mis au néant par les immortels travaux de Kepler, le grand 
Ouvrage de Ptolémée n’en conserve pas moins son intérêt au point de vue 
géométrique. Mais c’est un de ces ouvrages d’une lecture longue et pénible, 
dont il serait bien utile qu’on ciit des analyses précises et philosophiques, 
qui peut-être sont trop rares aujourd’hui. Les jeunes géomètres préfèrent 
naturellement les recherches de découvertes aux recherches rétrospectives; 
celles-là seules assurent les progrès et le développement de la Science. Ce- 
pendant, que mes jeunes auditeurs de l’École Normale me permettent de 
leur dire, dès ce moment, que, parmi les ouvrages du passé, il peut en être 
"dont l’appréciation intelligente les conduirait à des travaux dignes de 
prendre rang dans les fastes de la Science. 

J’ose espérer qu’on ne regardera pas comme une digression étrangère à 
mon sujet ces considérations sur rAlinagcste de Ptolémée, si elles montrent 
sous quel rapport cette belle composition nous présente une œuvre de pure 
Géométrie, et surtout quand nous aurons vu bientôt l’analogie qu’elle nous 
offre, à cet égard, avec le grand Ouvrage de Newton, qui est aussi une 
œuvre de jrure Géométr ie. 


part, quelques emprunts faits à rAslronomio clialdéenno, que j’ai été conduit à 
émettre l’opinion, contraire aux idées revues, que les Chaldéens ont eu, outre leurs 
périodes bien connues, des Tables astronomiques. (Voir Comptes rendus des séances de 
L’ Académie des Sciences, t. XXIll, p. 8/|5'8jp.) C'est cette opinion que j’ai reproduite 
ici, eu indiquant le caractère qui me paraissait distinguer rAstronomie chaldéenne 
de celle des Grecs, savoir, que dans la premiénj la position des planètes se détermi- 
nait au moyen de l'ormules empiriques, c’est-à-dire par des lois exprimées en nombres 
et impliquant les principales inégalités de leurs mouvements, tandis que les Grecs 
avaient tout représenté par des mouvements eftectils sur des cercles. 

Ces conjectures, auxquelles j’étais amené naturellement par l’examen des Tables 
Kharismien/ies, composées chex les Arabes au ix" siècle, dans le système astronomique 
des Indiens, ont été, depuis, pleinement justiliées, si je ne m’abuse, par lu publica- 
tion du Traité d’ Astronomie de Théon de Sinyrnc. En effet, dans cet Ouvrage, édité 
dans son texte grec, avec une traduction latine, par M. Tb. H. Martin, doyen de la 
Faculté des Lettres de Uciines, se trouve un passage où Théon dit que les Babyloniens, 
les Cliuldéciis et les Égyptiens avaient des Tables astronomiques, antérieurement aux 
Grecs, et que les Chalduens construisaient leurs Tables par des calculs arithmétiques 
et les Égyptiens par des procédés graphiques. ( Theonis Smjrnœi iHatonici Liber de 
Astronomia cuin Servui fragmento. Texium prunus edidit^ latine 'vertit^ descriptionibus 
geometricis, dissertatione et iiotis illustrait Th. H. Martin, Facultatis Litterarum ui 
Academia lihedoncnsi decanits. Parisiis, iii-S®. Voir p. 273 .) 

M. Biüt a luit mention de ce passage curieux dans une Notice intéressante sur l’Ou- 
vrage de Théon. (Voir Journal des Savants, année i85o, p. 197.) 
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II. — De la Géométrie au moyen âge et chez les modernes. 

Dans l’état actuel de nos connaissances liistoriques, nous pourrions 
passer rapidement de la Géométrie des Grecs aux temps modernes. Toute- 
fois, nous devons ])ayer un juste tribut de reconnaissance aux: Arabes, qui, 
après le déclin de l’école d’Alexandrie et quand l’Occident était plongé pour 
longtemps encore dans la barbarie et l’ignorance, ont recueilli avec ardeur 
et intelligence les débris des sciences grecques et les connaissances orien- 
tales, qu'ils nous ont transmises vers le xii® siècle. Leurs ouvrages ont été 
le modèle de tous les ouvrages européens depuis cette époque et longtemps 
encore après le xv® siècle, qui marque la renaissance des lettres et de la 
civilisation en Europe. 

Mais ce n’est pas toujours dans leur état de pureté et d’abstraction que 
les Mathématiques grecques nous ont été transmises par les Arabes. Ceux-ci 
n’avaient point recueilli les seuls ouvrages grecs; ils avaient puisé à un 
autre foyer de lumières, à la source orientale; leurs connaissances ont éU; 
un mélange des connaissances grecques et des connaissances hindoues, qui 
avaient leur caractère particulier. Les Grecs étaient surtout g('omètres; ce 
n’est que très tard (jue l’on trouve chez eux le Traité d’Algèbre de Dio- 
phante. Leur Géométrie était pure, sans mélange de calcul, et leur goût 
j)Our cette partie fondamentale des sciences mathématiques se manifeste 
non-seulement dans les ouvrages d’Euclide, d’Archimède, d’Apollonius, 
mais encore, comme je l’ai dit ci-dessus, dans leurs ouvrages d’ Astronomie; 
car tout y est géométrique, et les Tables des mouvements célestes ne sont 
elles-mêmes que l’expression numérique de constructions géométriques. 
Chez les Hindous, au contraire, et chez les Persans, l’Algèbre paraît être la 
science la plus culti\éc; les théories algébriques s’y trouvent dans une per- 
fection surprenante qui les distingue des méthodes de Diophante; cnün le 
génie du calcul se trouve même dans leur Géométrie (^), et je crois pou- 
voir dire aussi dans leur Astronomie. Les Arabes ont recueilli avec le même 
soin et la même avidité toutes ces connaissances d’origine différente, et 
leurs Ouvrages ont porté l’empreinte de ces éléments divers, qui, en réa- 
gissant les uns sur les autres, enlevaient aux différentes parties de la Science 
leur pureté naturelle. 

C’est dans cet état que les Arabes nous ont transmis leurs connaissances; 
aussi ne trouve-t-on pas dans nos ouvrages du xvi® siècle la distinction 
que les Grecs avaient établie entre les différentes |)arties des Mathéma- 


(‘) yoïv yiperen historique, etc., p. 4*0- j5n. 
CuASLEs. — Géom. sup. 
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tiques; au contraire, toutes sont réunies et confondues, pélc-mele pour ainsi 
dire, dans le même livre; l’Algèbre en est la partie principale et y but une 
sorte d’introduction à la Géométrie. Dans celle-ci, la partie pratique, que 
les Grecs appelaient la Géodésie, se trouve mêlée aux Éléments et y tient 
la plus grande place. Enfin les projiositions de Géométrie n’ont plus le ca- 
ractère abstrait de la Géométrie grecque; c’est presque toujours sur des 
données numériques qu’elles sont démontrées. 

Que l’on ne croie pas que mes observations impliquent ici la moindre 
critique : les Arabes ont fait ce que, dans leur brillante mais trop courte 
carrière scientifique, on pouvait légitimement attendre d’eux, et nous 
n’avons qu’un regret i\ exprimer : c’est que leurs ouvrages ne nous soient 
encore connus que tiès imparfaitement. Au xii® siècle, ce sont les ouvrages 
élémentaires dans cliaque partie que les traducteurs nous ont transmis : 
plusieurs raisons expliquent ce choix naturel. Depuis, cet amour désinté- 
ressé des sciences qui avait conduit chez les Musulmans Adélard de Bath, 
Rodolphe de. Bruges, Gérard de Crémone, Léonard de Fisc, s’est éteint, et 
les modernes, confiants sans doute dans leurs propres forces et leurs grandes 
découvertes, ont négligé d’explorer les sources arabes, bien qu’on put 
espérer d’y trouver tout à la fois d’utiles documents sur des ouvrages grecs 
qui ne nous sont point parvenus et sur les anciennes connaissances orien- 
tales, telles que l’Astronomie indienne et chaldéenne, dont Thistoire est 
encore si obscure. Il faut espérer que ces sources arabes, si riches et 
aujourd’hui faciles à explorer, meme sans aller au loin, ne tarderont pas 
à piquer vivement la curiosité et à exciter le zèle des érudits et des orien- 
talistes. Déjà ce sujet de recherches a fixé l’attention de IVl. le Ministre do 
l’Instruction publique; l’Europe savante lui saura gré de cette sollicitude 
éclairée. 

A l’état de confusion qui caractérise les ouvrages du xvi® siècle, a bientôt 
succédé une rénovation giiiérale des sciences mathématiques, qui leur a 
donné, avec le caractère d’abstraction et de généralité qui leur convient, 
des ressources puissantes dont les Grecs n’avaient point eu fidéc. Viète, 
Descartes et Fermât sont les premiers et les principaux auteurs de cette 
grande révolution. 

L’Algèbre, avons-nous dit, était fort cultivée à l’imitation des Arabes; 
plusieurs géomètres italiens, Scipion Ferro, Cardan, Tarlalea, Ferrari y 
firent meme des progrès notables en résolvant les équations du troisième et 
du quatrième degré; mais la constitution de cet art le rendait peu suscep- 
tible de plus grands développements et d’applications bien impoi tantes. En 
effet, les opérations alors ne s’y faisaient que sur des nombres; l’inconnue 
seule et ses puissances étaient représentées par des signes ( des mots ou des 
lettres), comme dans Diophante et chez les Arabes; on ne figurait point 
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d'opérations sur ces signes eux-mêmes ; le produit de deux quantités expri- 
mées par des lettres était représenté par une troisième lettre. 

On conçoit que cet état restreint et d’imperfection ne constituait pas la 
science algébrique de nos jours, dont la puissance réside dans ces combi- 
naisons des signes eux-mêmes, qui suppléent au raisonnement d’intuition 
et conduisent par une voie mystérieuse aux résultats désirés. 

Ce fut Viète qui créa cette science des symboles et apprit à les soumettre 
à toutes les o])érations que l’on était accoutumé d’exécuter sur des nombres. 
C’est cette idée féconde qui a fait de l’Algèbre un instrument universel des 
Mathématiques. Viète avait appelé cette science, qu’il créait, logistique 
spécieuse ou calcul des symboles [spccies)^ par opposition à la logistiipie 
numérique y et il la regardait comme l’introduction a Xart analytique 
des anciens, c’est-à-dire à l’art de résoudre les problèmes, nulluni non 
problema soUere. En effet, elle facilitait merveilleusement la mise en ])ra- 
tique de la méthode analytique Aq Platon, puisqu’elle permettait de faire 
indistinctement, sur les quantités connues et inconnues, les memes opéra- 
tions arithmétiques, et d’introduire toutes ces quantités, au meme titre, 
dans les équations et dans le raisonnement (*). 

Mais, par la raison que cette algèbre ou logistique spécieuse devenait 
rinstj’ument propre à la marche analytique, les géomètres ont fini par l’ap- 
peler clle-mcme analyse. Voilà comment ce terme analyse a cliangé de 
sens et signifie aujourd’hui l’emploi du calcul algébrique. 

Par une conséquence naturelle, et sans avoir égard à la distinction des 
deux méthodes observées par les Grecs, on a appelé exclusivement synthèse 
la Géométrie cultivée à la manière des anciens, parce qu’on y raisonne 
directement sur les propriétés des figures, sans faire usage des notations et 
des transformations algébriques. 

Cependant le terme analyse s’emploie encore, en Mathémati(pics, dans 
un autre sens, qui, tout en se rattachant, comme X analyse de Viète, à la 
signiücation primitive de ce mot, est précisément l’opposé de cette analyse 
moderne ou logistique spécieuse. Je veux parler de racceplion commune, 
savoir cjue X analyse est la résolution ou décomposition d’une chose en ses 
parties élémentaires et constitutives, opération qui imjilique un examen at- 
tentif de la chose considérée en elle-même et de toutes ses projn iétés (^). 


(‘) Voir Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, t. XII, p. 71 (-700, et 
t. XIII, p. 487-524 et 601-62G; année 1841. 

(*) « C’est dans ralteiition que l’on fait à ce qu’il y a de connu dans la (lueslioii 
que l’ou veut résoudre, que consiste principalement l'analyse, tout l’ai t étant de tirer 
de cet examen beaucoup de vérités qui nous puissent mener à la connaissance de ce 
que nous cherchons. » (Arnauld, Logique de Port-Royal.') 

3 () . 
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Prise dans cette acception generale, \ analyse^ unie ala synthèse y forme la 
méthode de recherche et d’invention dans toutes les branches des connais- 
sances humaines, en Mathématiques comme dans les sciences physiques et 
philosophiques. 

Tel est le sens que M. Poinsot, dont les pensées sont toujoui’s d’une jus- 
tesse et d’une lucidité parfaites, attache au mot analyse en Mathématiques. 
Après avoir dit que c’est improprement qu’on appelle analyse la méthode 
du pur calcul, ce célèbre géomètre ajoute ; a La vraie analyse est dans 
l’examen attentif du problème à résoudre et dans ces premiers raisonne- 
ments qu’on fait pour le mettre en équations. Transformer ensuite ces équa- 
tions, c’est-à-dire les combiner ensemble, ou en poser d’autres évidentes 
que l'on combine avec elles, n’est au fond que de la synthèse; à moins que 
l’idée de chaque transformation ne nous soit donnée par quelque vue nou- 
velle de l’esprit ou quelque nouveau raisonnement, ce qui nous fait rentrer 
dans la véritable analyse. Hors de cette voie lumineuse il n’y a donc plus 
èy analyse, mais une obscure synthèse de formules algébriques, que l’on 
pose, pour ainsi dire, l’une sur l’autre et sans trop prévoir ce que pourra 
donner cette combinaison. Voilà les idées nettes qu’il faut attacher aux 
mots , et c’est au fond ce que tout le monde paraît sentir, puisqu’on dit 
très-bien une heureuse transformation, et qu’on ne dit point un heureux 
raisonnement ni une heureuse analyse (*). » 

Cette méthode analytique est celle que prescrit Descartes dans plusieurs 
passages de ses Œuvres, comme quand il dit : « Il faut ramener graduel- 
lement les propositions embarrassées et obscures à de plus simples, et ensuite 
partir de Vintuition de ces dernières pour arriver, par les memes degrés, h 
la connaissance des autres » 


(‘) Voir Théorie nouvelle de la Rotation des corps ^ pîige 121. On lit encore dans 
cet Ouvrage si remarquable : 

« ... Ce n’est donc point dans le c.alcul que réside cet art qui nous fait découvrir, 
mais dans cette considération attentive des choses, où l’esprit cherche avant tout à 
s’en faire une idée, en essayant, par l’analyse proprement dite, de les décomposer en 
d’autres plus simples, afin de les revoir ensuite comme si elles étaient formées par la 
réunion de ces choses simples dont il a une pleine connaissance. Ce n’est pas que les 
choses soient composées de cette manière, mais c’est notre seule manière de les voir, de 
nous en faire une idée, et partant de les connaître. Ainsi notre vraie méthode n’est que 
cet heureux mélange de V analyse et de la synthèse, où le calcul n’est employé que comme 
un instrument : instrument précieux et nécessaire sans doute, parce qu’il assure et 
facilite notre marche, mais qui n’a par lui-mème aucune vertu propre, qui ne dirige 
point l'esprit, mais que l’esprit doit diriger comme tout autre instrument. » (P. 78.) 

(*) Rl^gles pour la direction de l’esprit. Règle cinquième. 

Descartes ajoute à l’énoncé de cette règle des développements qui en montrent la 
grande importance. 

« C’est en ce seul point, dit-il, que consiste la perfection de là méthode, et cette 
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Dans les ouvrages des anciens, en général, les théorèmes sont parfaite- 
ment distincts et Ténoncé de chacun précède sa démonstration, de sorte 
qu’il reste peu de traces de la marche d’invention que Fauteur a suivie 
dans la recherche et la decouverte de ses propositions; les fds qui pri- 
mitivement ont uni ces différentes propositions dans leur ordre naturel 
de déduction sont rompus. C’est ainsi que sont composés les ouvrages 
d’Euclide, d’Archimède, d’Apollonius et, chez les modernes, le grand 
ouvrage des Principes de Newton. Par cette raison, on a [)cnsé parfois 
que ce mode d’exposition était plus conforme a l’esprit do la méthode sy n- 
thétique, qu’il la constituait même, et l’on en a conclu réciproquement qu’un 
ouvrage où les propositions sont exposées suivant l’ordre des déductions 
rationnelles qui y ont conduit Fauteur n’est pas mais bien ana- 

lytique (^]. 

On peut dire que l’ouvrage est analytique, en donnant à ce mot sa signi- 
fication commune; mais il est essentiellement synthétique aussi, j)uiscpio 
c’est par la combinaison de propositions déjà connues qu’on arrive succes- 
sivement il des propositions nouvelles. 

L’équivoque qui peut résulter de ces acceptions diverses des termes 
synthèse et anedyse, en Mathématiques, cause souvent de l’emhiirras et de 
l’obscurité dans le langage. Il est à regretter que l’expression de logistique, 
employée si convenablement par Viétc et longtemps après lui, n’ait pas été 
conservée. 

Il n’est nullement besoin de dire qu’il ne faut pas confondre V Analyse 
géométrique des anciens avec la Géométrie analytique des modei iies; la 
première est précisément ce que l’on appelle aujourd’hui synthèse, par op- 
j)osition à la Géométrie analytique. 

Cette Géométrie analytique, dont il n’existe point de traces chez les an- 


rè{jle doit être gardée par celui qui veut entrer dans la Science, aussi fidèlement que 
le fil de Thésée par celui qui voudrait pénétrer dans le labyrinthe. Mais beaucoup 
de gens ou ne rélléchisscnt pas à ce qu’elle enseigne, ou l’ignorent coinplélemcnt, ou 
présument qu’ils n’en ont pas besoin; et souvent ils examinent les questions les plus 
difficiles avec si peu d’ordre, qu’ils ressemblent à celui qui d’un saut voudrait atteindre 
le faite d’un édifice élevé, soit en négligeant les degrés qui y conduisent, soit en ne 
s’apercevant pas qu’ils existent. Ainsi font tous les astrologues, <|iii, sans conuailre, 
la nature des astres, sans même en avoir soigneusement observé les mouvements, 
espèrent pouvoir en délerminer les efl'ets. Ainsi font beaucoup de gtms qui étudient 
la Mécanique sans savoir la Physique et fabriquent au hasard de nouveaux moteurs; 
et la plupart des philosophes, qui, négligeant l’expérience, croient que la vérité 
sortira de leur cerveau comme Minerve du front de Jupiter. » 

(‘) Croczas; u On a donné le nom de méthode analytique a celle qui suit, en ensei- 
gnant, l’ordre même de l'invention; et la méthode opposée a rc<;u celui de synthé- 
tique, » 
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Prise dans cette acception générale, \ analyse, unie a la synthèse, forme la 
méthode de recherche et d’invention dans toutes les branches des connais- 
sances humaines, en Mathématiques comme dans les sciences physiques et 
philosophiques. 

Tel est le sens que M, Poinsot, dont les pensées sont toujours d’une jus- 
tesse et d’une lucidité parfaites, attache au mot analyse en Mathématiques. 
Après avoir dit que c’est improprement qu’on appelle analyse la méthode 
du pur calcul, ce célèbre géomètre ajoute : a La vraie analyse est dans 
l’examen attentif du problème à résoudre et dans ces premiers raisonne- 
ments qu’on fait pour le mettre en équations. Transformer ensuite ces équa- 
tions, c’est-a-dire les combiner ensemble, ou en poser d’autres évidentes 
que Ton combine avec elles, n’est au fond que de la synthèse; h moins que 
l’idée de chaque transformation ne nous soit donnée par quelque vue nou- 
velle de l’esprit ou quelque nouveau raisonnement, ce qui nous fait rentrer 
dans la véritable analyse. Hors de cette voie lumineuse il n’y a donc [dus 
èè analyse, mais une obscure synthèse de formules algébriques, que l’on 
pose, pour ainsi dire, l’une sur l’autre et sans trop prévoir ce que pourra 
donner cette combinaison. Voilà les idées nettes qu’il faut attacher aux 
mots, et c’est au fond ce que tout le monde paraît sentir, puisqu’on dit 
ti'ès-bien une heureuse transformation, et qu’on ne dit point un heureux 
raisonnement ni une heureuse analyse (^). » 

Cette méthode analytique est celle que prescrit Descartes dans plusieurs 
passages de ses Œuvres, comme quand il dit : « Il faut ramener graduel^ 
lement les propositions embarrassées et oh.scures à de plus simples, et ensuite 
partir de Vintuition de ces dernières pour arriver, par les memes degrés, à 
la connaissance des autres » 


(*) Voir Théorie nouvelle de la Rotation des corps, page r:îi. Ou lit encore dans 
cet Ouvrage si remarquable : 

« ... Ce n’est donc point dans le calcul que réside cet art qui nous fait découvrir, 
mais dans cette considération attentive des choses, où l’esprit cherche avant tout à 
s’en faire une idée, en essayant, par l’analyse proprement dite, de les décomposer en 
d’autres plus simples, afin de les revoir ensuite comme si elles étaient formées par la 
réunion de ces choses simples dont il a une pleine connaissance. Ce n’est pas que les 
choses soient composées de celte manière, mais c’est notre seule manière de les voir, de 
nous en faire une idée, et parlant de les connaître. Ainsi notre vraie méthode n’est que 
cet heureux mélange de V analyse et de la synthèse, où le calcul n’est employé que comme 
un instrument : instrument précieux et nécessaire sans doute, parce qu’il assure et 
facilite notre marche, mais qui n’a par lui-mème aucune vertu propre, qui ne dirige 
point l’esprit, mais que l’esprit doit diriger comme tout autre instrument. » (P. 78.) 

(*) Règles pour la direction de l’esprit. Règle cinquième. 

Descartes ajoute à l’énoncé de cette règle des développements qui en monlrent la 
grande importance. 

« C’est en ce seul point, dit-il, que consiste la perfection dc_Ia méthode, et cette 
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Dans les ouvrages des anciens, en général, les théorèmes sont parfliite- 
nient distincts et Ténoncé de chacun précède sa démonstration, de sorte 
qu’il reste peu de traces de la marche d'invention que rauteur a suivie 
dans la recherche et la découverte de ses propositions; les fds qui pri- 
mitivement ont uni ces differentes propositions dans leur ordre naturel 
de déduction sont rompus. C’est ainsi que sont composés les ouvrages 
d’Enclide, d’Archimède, d’Apollonius et, chez les modernes, le grand 
ouvrage des Principes de Newton. Par cette raison, on a pensé parfois 
que ce mode d’exposition était plus conforme à l’esprit de la incthocle syn- 
thétique, qu’il la constituait meme, et l’on en a conclu réciproquement qu’un 
ouvrage où les propositions sont exposées suivant l’ordre des déductions 
rationnelles qui y ont conduit l’auteur ii’est synthétique, mais bien ana- 
lytique 

On peut dire que l’ouvrage est analytique, en donnant à ce mot sa signi- 
fication commune; mais il est essentiellement synthétique aussi, puisque 
c’est par la combinaison de propositions d(^*à connues qu’on airive succes- 
sivement à des propositions nouvelles. 

L’équivoque qui peut résulter de ces acceptions diverses des termes 
synthèse et analyse, en Mathématiques, cause souvent de l’embarras et de 
l’obscurité dans le langage. Il est à regretter que l’expi’ession de logistique, 
employée si convenablement par Vièle et longtemps après lui, n’ait ])as été 
conservée. 

Il n’est nullement besoin de dire qu’il ne faut pas confondre YJnalyse 
géométrique des anciens avec la Géométrie analytique des modci jics; la 
[iremière est précisément ce que l’on appelle aujourd’hui synthèse, par op- 
position à la Géométrie analytique* 

Cette Géométrie analytique, dont il n’existe point de traces chez les an- 


rèj;lc doit être gardée par celui qui veut entrer dans la Science, aussi lidèlciiuMit (|ue 
le fil de Thésée par celui qui voudrait pénétrer dans le lahyrinlhc. Mais hi aucoup 
de gens ou ne rélléchissent pas à ce qu’elle enseigne, ou l’ignorent coinplclcinent, ou 
présument qu’ils n’en ont pas besoin; et souvent ils examinent les questions les plus 
dilfici les avec si peu d’ordre, qu’ils ressemblent à celui qui d’un saut voudrait atteindre 
le faite d’un édifice élevé, soit en négligeant les degrés qui y conduisent, soit en ne 
s’apercevant pas qu’ils existent. Ainsi font tous les astrologues, qui, sans connaître 
la nature des astres, sans mémo en avoir soigneusement oliservé les inouvements, 
espèrent pouvoir en dclciininer les cfléts. Ainsi fout beaucoup de gens qui étudient 
la Mécanique sans savoir la Physique et fabriquent au hasard de nouveaux moteurs; 
et la plupart des philosophes, qui, négligeant l’expérience, croient que la vérité 
sortira de leur cerveau comme Minerve du front de Jupiter. » 

(‘) Crouzas: « On a donné le nom de méthode analytique à celle qui suit, en ensei- 
gnant, l’ordre tneme de l’invention; et la méthode opposée a rc<;u celui de synthé- 
tique. » 
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ciens, est la grande conception de Dcscartcs; elle a bientôt change la face 
des Sciences mathématiques et peut être regardée encore aujourd’hui 
comme l’invention qui a le plus contribue' à leurs progrès. C’est Tart de 
représenter les lignes et les surfaces courbes par des équations algébriques : 
application magnifique de l’instrument analytique que Viète venait de créer, 
et qui ne doit pas être confondue avec le simple usage de l’Algèbre dans 
quelques questions de Géométrie. 

Deseartes intitula simplement La Gcorncirie le Livre où il exposa cette 
grande idée, dont il montra succinctement et avec clarté les conséquences. 

Dans le développement de cette méthode se trouvent plusieurs inventions 
algébriques, telles que la méthode si féconde des coeflicients indéterminés 
et cette célèbre règle des signes de Descentes, ainsi qu’on l’appelle. Dans 
les inventions géométriques, on distingue le problème de mener les tan- 
gentes à toutes les courbes géométriques. Les anciens n’avaient mené les 
tangentes qu’a quelques courbes et, pour chacune, par des considérations 
j)articulières qui ne pouvaient faire naître l’idt'e d’une solution générale 
applicable à toutes les courbes. Dcscartcs donna de deux manières cette 
solution générale, du moins pour les courbes qu’il considérait dans sa Géo- 
métrie, celles qu’on appelle indistinctement courbes géométriques ou algé- 
briques. 

Les tangentes forment l’élément dont la connaissance est le plus indis- 
])ensable dans la théorie des courbes et celui qui devait conduire au calcul 
infinitésimal. Aussi Descartes, inspiré ])ar son sens jirofondément mathé- 
matique, dit, dans un passage de ses Lettres, cjue c’est le problème « qu’il a 
le plus désiré de connaître », 

On sait cjuc la Géométrie., le Traité des météores et la Dioptrique pa- 
rurent ensemble, en 1687, a la suite du Discours de la méthode, et comme 
simples essais des règles que le grand philosophe venait de donner pour la 
recherche de la vérité. 

Dans le meme temps, Format, l’un des plus puissants génies que nous 
présente l’histoire des productions de l’esprit humain, résolut aussi le pro- 
blème général des tangentes. Sa solution, dont le principe s’étend aux 
courbes mécaniques ou transcendantes comme aux courbes géométriques 
de Dcscartcs, reposait sur des considérations originales qui impliquaient le 
calcul de Vinfini, et que les géomètres les plus illustres, d’Alembert, 
Lagrange, Laplace, Fourier (^), ont regardées comme la véritable origine 
des méthodes infinitésimales, qui, un demi-siècle plus tard, dans les mains 
de Leibnitz et de Newton, ont complété la grande œuvre de Descartes (^). 


(•) Voir Jperçn historique., p, 63. 

(*) On peut dire que Leibnitz lui-mème n’eût point contredit ce jugement, car on lit, 
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Fermât cultiva aussi X analyse géométrique et laissa, entre autres, un 
livre des Lieux plans, à riiistar d’Apollonius, un Traité du Contact des 
sphères, une courte Notice sur les Porismes, dont il promettait de rétablir 
la doctrine. Malheureusement, Fermât se bornait à cominunicpicr à ses amis 
ses découvertes, sans vouloir les publier, et elles ne nous sont point toutes 
parvenues. Ce n’est pas ici le lieu de parler de ses admirables recherches 
sur la théorie des nombres, qui ont occupé depuis les plus j^rands g(‘o- 
mètres. 

Roberval, le rival de Descartes et l’émule de Fermât en plusieurs points, 
donna aussi une méthode générale des tangentes, fondée sur la composition 
des mouvements ; principe excellent, mais dont l’application n’était point 
aussi commune que celle des méthodes de Descartes et de Fermât, parce 
que la manière dont on considère, en géiuTal, la g(biération des courbes ne 
s’y prêtait pas. Ilobcrval donna, sous le titre de Traité des Indivisibles, 
une méthode générale pour le calcul des grandeurs ciirviligncs, la détermi- 
nation des centres de gravité, etc., méthode qu’il dit avoir puisée dans une 
lecture attentive des œuvres d’Archimède et qui était un acheminement 
naturel vers les nouveaux calculs. Car, il faut le remarquer, la métaphy- 
sique de ces méthodes de transition était la même que dans les méthodes 
inlinitésimalcs [)roprcment dites; le grand avantage de celles-ci fut dans 
l’algorithme imaginé par Leibnitz. Roberval, ayant tardé è publier sa mé- 
thode, dont il faisait usage en secret dans les luttes dinicilcs et passionnées 
où il se trouvait engagé, se laissa devancer par Cavalici i, dont la Méthode 
des Indivisibles eut une grande célébrité et d’illustres sectateurs, Pascal, 
Torricelli, Schooten, etc. 

On a de Cavaliei i divers autres ouvrages, notamment scs Exercitationcs 
geonictricai, en six livres, dont le dernier contient de nombreuses ques- 


(lans une de ses Lettres à Wallis, ce passage où respire la sincérité qui convcimit à son 
grand esprit, à sa noble intelligence : Quocl Calculiun dijfercnùalem nuinct, futeor multa 
eiesse cotnminda cum iis quœ et Tibi Fekmatio aliisque, imo jam ipsi Arctdmedi crant 
explorata; for taise lainen rcs jhuUo longius tiimc provccta est, ut jurn ej/i<i possint 
quœ antea etiam sumniis deometris dansa videbantur, Hui;enio ipso id aguoscente {*). 
— Wallis lui répond : Quod tuas Calcidus differcntialis multa habet cum aliorum sensis 
communia, etiam ipsiits Àrchimedis ; tu {pro candore luo) libéré profitcris : non tameu 
est inde minus œstiniandus. Nam multa su/it, quorum prima fundamenta fucrint Vete~ 
ribiis non ignota ; ita tameu inlricata et dijficultalis ptena, ut sint ca (^nostra œtate) 
reddita multo diluvidiora et usibus aptiora (**), 

(*) Wallis, Opéra wat heniaiica, t. III, p. 69?.. Ou voit, par 00s paroles, quo Lcibnilz reconnaissait, 
avec une noble sincérilé, ce qu'il pouvait devoir à ses devanciers et à scs conleniporoins, do lucmo qu il 
avait su gré à Iluygens et à Newton d'avoir cité scs propres découvertes, ainsi qu’il le rappelle lui-méme 
dans un autre passage do ses Ot^uvres, on ajoutant cotte réflexion ; lia quant o qnisque est doelrina excel- 
tentior, tanlu plus since/ itatis atque humanitalis oslendit. Opéra amnia, t. V, p. 89. ) 

( **) Wallis, Opéra, etc., t. III. p. 693 . 
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lions sur cette autre partie de la Géométrie que nous avons appelée V Ana- 
lyse géométrique des anciens. 

Pascal, dont le génie géométrique est proverbial, enrichit, dans sa trop 
courte carrière, toutes les parties des Mathématiques. La pénétration avec 
laquelle il appliqua la méthode des indivisibles aux questions les plus diffi- 
ciles le fit loucher de près au Calcul intégral. Il sut découvrir de nom- 
breuses propriétés de la cycloklc, cette courbe merveilleuse qui occupait 
alors tous les esprits. 

Sa supériorité ne fut j)as moindre dans cette autre partie qu’on pourrait 
appeler la Géométrie d’Apollonius, La généralité de vues qu’il y apportait 
ne se trouvait encore que dans les conceptions analytiques de Viète et de 
Descartes, dont il n’eut pas besoin de se servir. 

Malheureusement il ne nous reste que quelques indications bien restreintes 
sur celte partie de scs travaux. 

Le plus important, celui qui du moins a eu le plus de retentissement, 
fut son Traité des Coniques, dans lequel il avait suivi une méthode nou- 
velle, d’une facilité et d’une fécondité alors inconnues, et telles, comme 
nous l’apprend le P. Mersenne, qu’un seul théorème se prêtait à quatre 
cents corollaires. 

Cet ouvrage et ceux de Dcsargucs, qui l’ont précédé de très-peu de temps, 
donnaient à l’Analyse géométrique des anciens une marche j)lus rapide et 
plus hardie; ils marquent l’origine d’une partie de nos méthodes du 
XIX® siècle : je vais donc m’y arrêter quelques instants. 

Les anciens avaient considéré les sections coniques dans le cône ou dans 
le solide, suivant leur expression, c’est-a-dire qu’ils avaient connu ces 
courbes en coupant par un plan un cône à base circulaire. Des propriétés 
du cercle qui forme cette base ils avaient conclu une propriété des sections 
coniques, savoir que l’ordonnée est moyenne proportionnelle entre l’ab- 
scisse comptée à partir d’un sommet de la courbe et l’ordonnée d’une cer- 
taine droite fixe menée par l’autre sommet. De cctlc relation, peu différente 
de celle que nous appelons, en Géométrie analytique, Y équation de la 
courbe, ils déduisaient, par la seule force du raisonnement, les propriétés 
des sections coniques, sans se servir davantage du cône dans lequel ils 
avaient d’abord considéré ces courbes. 

Desargues, géomètre actif et pénétrant, qui cultivait toutes les parties des 
Sciences et y apportait un esprit de généralisation rare, conçut l’idée d’ap- 
pliquer aux coniques les propriétés memes du cercle qui servait de base au 
cône, et de simplifier par là la recherche et la démonstration de ces pro- 
priétés, souvent pénibles dans l’ouvrage d’Apollonius. Il reconnut aussi que 
par ce moyen les démonstrations relatives à l’une des trois courbes s’ap- 
j)liqucnt d’elles-mémes aux deux autres, malgré leurs différences de figures ; 
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idee profonde et heureuse, car les anciens distinguaient essentiellement les 
trois courbes et employaient des démonstrations differentes. Enfin il décou- 
vrit, entre autres, une belle et féconde propriété de ces courbes, celle qii*il 
appela Involution de six points, proposition susceptible de prendre un grand 
développement dans certaines théories de la Géométrie moderne. 

C’est la méthode de Desargues que Pascal a suivie dans jdusicurs de ses 
recherches, notamment dans son Traité des Coniques. Il ne nous est par- 
venu, de ce célèbre Traité, qu’une notice très-succincte de Leibnilz, qui 
nous fait connaître les titres des six parties qui le composaient. Mais cet 
ouvrage avait été précédé d’un premier jet, sous le titre éC Essai pour les 
coniqueSy qui fait partie des deux volumes consacrés, dans l’édition de 
Bossut, aux recherches mathématiques de Pascal. C’est dans cet Essai que 
se trouve le fameux théorème sur l’hexagone inscrit, que Pascal appelait 
hexagrarnme mystique. Ce théorème exprime une propriété simple et fort 
belle de six points quelconques pris sur une conique. Cinq points suffisent 
j)our déterminer la courbe : on conçoit dès lors que cette j)ropriété, relative 
i\ un sixième point, servait à décrire la courbe et la définissait complète- 
ment, qu’elle devait donc avoir des conséquences innombrables coraimi 
X équation dans le système de Descartes. 

Dans cet opuscule, Pascal reconnaît ce qu’il doit è Desargues; il dit, au 
sujet du théorème de l’involution de six points : « Nous démontrerons la 
proj)riété suivante, dont le premier inventeur est M. Desargues, I.yonnais, 
un des grands esprits de ce temps et des plus verses aux Mathématiques, et 
entre autres aux coniques, dont les écrits sur cette matière, qnoitpic en 
[)etit nombre, en ont donné un ample témoignage à ceux qui auront voulu 
en recevoir l’intelligence. Je veux bien avouer que je dois le peu que j’ai 
trouvé sur cette matière à ses écrits et que j’ai taché d’imiter, autant qu’il 
m’a été possible, sa méthode sur ce sujet.... La propriété merveilleuse 
dont est question est telle.... » 

Desargues ne se borna pas aux spéculations des Mathémati<{ucs pures; il 
traita de leurs applications aux arts. Il écrivit sur la perspective, la gno- 
monique et la coupe des pierres; et, en apportant dans toutes ces parties 
la meme supériorité de vues et les memes principes de généralisatûm, il les 
traita par des méthodes rigoureuses et mathématiques. C’était une innova- 
tion véritable , car une partie des règles ou des pratiques que l’on suivait 
dans ces arts étaient sans base réelle et souvent fautives. Aussi Desargues 
eut de nombreux détracteurs; la routine et l’ignorance disputèrent le ter- 
rain pied à pied, et il fut enjoint au célèbre graveur Bosse de cesser d’en- 
seigner les pratiques de la perspective du sieur Desargues dans ses leçons 
à l’Académie de peinture. Pour la coupe des pierres, Desargues offrit de 
défendre la bonté de ses méthodes contre les attaques de l’architecte Cura- 
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belle par un pari de 100000 livres ; le défi fut acco])té pour 100 pistoles; 
mais il n’eut pas de suite, ])arcc qu’on ne put s’entendre sur le choix des 
juges du débat. « Desargues, nous apprend Curabelle, voulait s’en rap- 
porter au dire d’excellents géomètres et autres personnes savantes et désin- 
téressées, et, en tant qu’il serait de besoin aussi, des jurés-maçons de Paris : 
ce qui fait voir évidemment, ajoute Curabelle, que ledit Desargues n’a 
aucune véi ité à déduire qui soit soutenable, puisqu’il ne veut pas des vrais 
experts pour les matières en conteste; il ne demande que des gens de sa 
cabale, comme des purs géomètres, lesquels n’ont jamais eu aucune expé- 
rience des règles des pratiques en question, et notamment de la coupe des 
pierres en l’archi lecture, qui est la plus grande partie des œuvres de ques- 
tion, et partant ils ne peuvent jiarler des siibjections que les divers cas en- 
seignent.... M 

J’ai cité ces détails, que j’extrais d'une brochure rare et peu connue, de 
Curabelle, parce que rien ne pourrait mieux faire apprécier quel était l’état 
des arts de construction il y a deux siècles, et qu’ils prouvent bien que ce 
fut Desargues qui eut le mérite d’introduire, notamment dans la cou})e des 
l)ierrcs, les principes rigoureux de la Géométrie à la place des pratiques 
empiriques qu’on y suivait alors. 

Desargues, malgré divers passages des Lettres de Descartes et de Fermât, 
qui s’accordent a le montrer comme un géomètre d’un mérite rare (^), a 
été fort négligé par les biographes et les historiens des Mathématiques. 
M. Poncelet, en signalant le premier l’esprit généralisateur qui domine dans 
toutes scs recherches et les services dont les méthodes de la Géométrie 
moderne et les arts de construction lui sont redevables, l’a aj)pclé le Monge 
de son siècle (2). Nous partageons pleinement l’opinion de ce juge si compé- 
tent (^ ). 


(*) Voir Jpcj'çu historique, rtc., p. 7/1-88 ct 33 i- 334 . 

(*) Traité des propriétés projectives des figures, Introduction, p. xxxviii. 

(*) L’écrit de Curabelle, dont nous avons extrait quelques détails ci-dessus, est in- 
titulé : Faiblesse pitoyable du S'^ G. Desargues employée contre l’Examen fait de ses 
OEuvres, par I. Curabelle. Imprimé à Paris, ce 16 juin iG 4 /|; 9 pages in- 4 “. 

Cet écrit faisait suite, comme le titre l’indique, à une publication du même Cura- 
belle, intitulée Examen des OEuvres du S'^ Desargues, par I. Curabelle ; à Paris, i 644 » 
81 pages in- 4 °, lequel Examen sc rapporte aux écrits de Desargues sur la coupe des 
pierres, la perspective et les quadrants. L’auteur, quoique juge peu compétent en fait 
d(; questions mathématiques, ne manquait pas cependant d’instruction à d’autres 
égards. 

Un examen critique du Livre des quadrants avait déjà paru en 164 t. L’auteur, prati- 
cien, probablement, comme Curabelle, compare Desargues à ces « demi-savants, pro- 
vinciaux, contemplatifs, non praticiens et peu communicables ». 

Si l’on considère qu’au contraire Descartes, Fermât, Pascal s’accordaient à regarder 
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Je suis oblige de passer ici sous silence les travaux de divers géomètres 
qui tiennent une [)lace distinguée dans Thistoire de la Science; car ce 
XVII® siècle a été peut-être le plus fécond en mathématiciens, et, bien que 
l’Analyse de Viète et la Géométrie de Descartes aient enlevé de nombreux 
disciples aux anciennes méthodes, ce siècle marque une époque des plus 
glorieuses pour cette partie meme des Mathématiques. 

Il me suffira de citer Kepler, Huygens et Newton, dont les travaux ad- 
mirables ont élevé le plus bel édifice dont s’honore l’esprit humain. 

Kepler donna une extension considérable aux belles spéculations d’Archi- 
mède en calculant les volumes d’un grand nombre de solides dont les sphé- 
roïdes et les conoîdes du géomètre grec n’étaient que des cas particuliers. 
Sa méthode, fondée sur l’idée de l’infini, ouvrait un nouveau champ de 
recherches et conduisit bientôt à celle des indivisibles. 

Avec les seules ressources mathématiques dont se servait Plohunéc, et h 
force de méditations et de calculs longtemps infructueux, Kepler parvint à 
la connaissance des véritables lois du mouvement des corps célestes, décou- 
vertes sublimes qui inspirent pour le génie de l’auteur une admiration égale 
à l’étendue de leurs conséquences. 

Huygens, quoiqu’il sût à fond la méthode de Descartes, resta fidèle à 
celle des anciens, où son génie sut triompher des plus grandes difficultés, 
et, jiarfois même, de celles que Leibnitz et Jacques Bernoulli avaient pu 
croire être réservées aux méthodes infinitésimales. 

Aussi Newton, qui lui donnait le surnom de grand, le proclamait « le 
plus excellent imitateur des anciens, admirables, suivant lui, par leur goût 
et par la forme de leurs démonstrations ». Le sentiment de Leibnitz, exprimé 
dans jilusieiirs passages de ses œuvres, n’est pas moins explicite. Qu’il nous 
suffise de citer ces simples paroles : Hiigenius nuUi matheniaticorurn nostri 
sœculi secundus.,.. 

Nous ne rappellerons pas ici tous les résultats importants qu’on doit à la 
sagacité d’ Huygens; ils s’étendent sur toutes les parties des Mathématiques 
et sur les sciences naturelles qui en dépendent : la Physique, l’Astronomie, 
la Mécanique. Bornon.s-nous à rappeler que, dans le seul Traité De horologio 
oscillatorio, composé par Huygens quand il résidait en France, se trouvent 
cette théorie des développées, l’une des plus belles découvertes de la Géo- 
métrie moderne, et les lois de la force centrifuge, deux choses dont la con- 


Desargues commti un géomètre d’un esprit original et d’un vrai mérite, et qu’aujour- 
d’hui la valeur des pratiques que lui indiquait la vraie théorie est incontestée, on 
comprendra jusqu’à quel point peuvent différer, dans leurs jugements sur les choses 
qui tiennent à la Science, ceux qui l’ont étudiée au point de vue de ses applications 
pratiques, et ceux qui la cultivent et en ont une connaissance approfondie. 
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naissance était nécessaire à Newton pour entreprendre son grand Ouvrage 
des Principes mathématiques de la philosophie naturelle. 

C’est dans ce Livre impérissable que Newton a posé le principe de la 
gravitation universelle, qui comprend dans ses conséquences les lois de 
Kepler et toute la dynamique des corps célestes. 

Toutefois, quelque éclat que cette grande découverte ait répandu dans 
le monde sur le nom de Newton, ce n’est pas cette découverte elle-même 
que les géomètres ont le plus admirée, et qui atteste le plus le génie mathé- 
matique de l’auteur. L’idée d’une attraction mutuelle des corps était alors 
dans tous les esprits; Kepler, Bacon, Fermât, Roberval, Hevelius, Hook 
l’avaient émise et en avaient entrevu les conséquences. La loi relative aux 
distances était inconnue, il est vrai, et fut la première découverte de Newton ; 
mais elle ne pouvait rester longtemps cachée. Aussi, ce qu’il y a de plus 
digne d’admiration dans Newton et ce qui eût pu rester longtemps à faire 
dans d’autres mains, ce sont les développements mathématiques qu’il a su 
donner h ce principe pour en tirer la connaissance des lois dynamiques et 
géométriques du mouvement des corps célestes ; son plus beau titre de gloire, 
c’est d’avoir élevé ce beau monument de son génie par les méthodes et 
avec les seules ressources de la Géométrie des anciens. 

Ptolcmée, avons-nous dit, avait fondé une théorie astronomique sur le 
principe unique de mouvements circulaires et uniformes, mais sans hiire 
acception des causes de ces mouvements ou des forces qui les produisent. 

L’Ouvrage de Newton était fondé aussi sur un principe unique, mais ce 
principe était vrai et fécond; il comprenait tout. Les conséquences qu’il 
s'agissait d’en tirer embrassaient et les mouvements des corps célestes et les 
forces qui les animent. 

Toutefois, le Livre de Newton et l’Almagcste ont quelque chose de com- 
mun : c’est la méthode, qui est la même dans les deux ouvrages, car Newton, 
malgré ses brillantes découvertes dans les nouveaux calculs, avait conservé 
une telle estime pour la Géométrie des anciens, qu’il la suivit dans tout le 
cours de son grand ouvrage, opposant ainsi aux futurs incrédules des 
preuves incontestables des ressources que cette Géométrie pouvait offrir 
dans les spéculations les plus relevées. On peut croire que Newton eut craint 
de rester au-dessous d’IIuygcns, dont il admirait tant le génie géométrique, 
s’il n’eût pas montré qu’il savait, comme lui, se servir de cette méthode 
naturelle et lumineuse des Mathématiques anciennes ( * ). 

Non-seulement le Livre des Principes atteste toute l’estime de Newton 
pour cette méthode, mais l’illustre auteur ne négligeait aucune occasion de 


(*) Cette réflexion a été faite par M. te baron Maurice, dans une excellente Notice 
sur la vie et les travaux d’Huygens. 
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manifester à ce sujet ses sentiments. Pemherton, qui vécut dans son inti- 
mité, nous rapporte qu’il se reprochait de n'avoir point encore assez cultivé 
cette Géométrie de l’école grecque; qu’il approuvait l’entreprise de Hugue 
de Omérique de rétablir l’ancienne analyse, et qu’on l’entendait souvent 
faire de grands éloges du Traité De sectione rationis, qui, suivant lui, déve- 
loppait mieux la nature de cette analyse qu’aucun autre ouvrage de l’an- 
tiquité. 

On ne peut parler du goût de Newton pour la Géométrie des anciens 
sans nommer aussitôt Halley et Maclaurin, promoteurs én inents de ces 
belles méthodes. Halley, qui joignait à la science et à l’haoileté du grand 
astronome une érudition profonde et la connaissance des Mathématiques 
anciennes, contribua puissamment à en répandre le goût et à en montrer 
l’usage par la reproduction, dans de magnifiques éditions grecques et la- 
tines, des ouvrages anciens, et par ses propres travaux. 

Il suffit, pour apprécier l’enthousiasme que lui inspirait la beauté de cos 
méthodes et la foi qu’il avait dans leur puissance et leur utilité, de se sou- 
venir que son désir ardent de connaître le Traité de la Section de raison, 
qu’il venait de découvrir dans les manuscrits de la bibliothèque Bodléicnno, 
le porta aussitôt, malgré ses grandes occujiations astronomiques, à étudier 
l’arabe pour traduire et commenter bientôt le livre précieux qui lui a dû le 
jour chez les modernes. C’est aussi après une révision sur un texte hébreu 
qu’il donna une nouvelle édition des Sphériques de Ménélaus. 

Les recherches originales du grand astronome; sa méthode pour calculer 
les éléments paraboliques des comètes, méthode dont riieureux usage lui 
permit de prédire pour la première fois le retour d’un de ces astres errants, 
et de les rattacher comme les planètes à notre système solaire; le j)rocéd(; 
qu’il indiqua pour faire servir les passages de Vénus à une détermination 
de la parallaxe du Soleil, plus exacte et plus sûre que celles qu’on avait ob- 
tenues jusqu’alors; ces recherches, dis-je, offrent, ainsi que le grand ouvrage 
de Newton, la preuve manifeste des ressources que renferment les méthodes 
de la pure Géométrie. Elles démontrent l’erreur où l’on est tombé quand, 
l’imagination remplie des merveilleux résultats de l’Analyse dans scs pre- 
miers développements, on a pensé que ces méthodes avaient peu de portée 
et qu’elles n’avaient plus de valeur que comme aliment offert à la curiosité 
et à l’esprit inquiet de l'antiquaire et de l’érudit. Nos spéculations actuelles 
seraient-elles d’un ordre plus relevé que celles de Kepler, de lluygens, de 
Newton, de Halley.^ Personne ne le dira. Il faut donc croire que la Géo- 
métrie, considérée dans ses développements et ses applications, sera, dans 
tous les temps, un noble et utile exercice de l’esprit. 

Ah! combien est juste cette réflexion d’un liommc éminent dont les ta- 
lents ont su faire servir tout à la fois les armes et les sciences à la gloire et 
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à la défense de la patrie : « Lorsqu’on pense que c’est cette Géométrie 
qui fat si féconde entre les mains des Archimède, des Hipparque, des 
Apollonius ; que c’est la seule qui fut connue des Neper, des Viète, des 
Fermât, des Descartes, des Galilée, des Pascal, des Huygens, des Roberval; 
que les Newton, les Ilalley, les Maclaurin la cultivèrent avec une sorte de 
prédilection, on peut croire que cette Géométrie a scs avantages (^). » 

Maclaurin fut un digne continuateur de Newton et par la nature des 
questions de philosophie naturelle qu’il traita, et en restant tidèle à la Gé'o- 
métrie des anciens. 

Dans la célèbre question de l’attraction des ellipsoïdes, qui avait pris 
naissance dans le Livre des Principesy mais dont Newton n’avait traité que le 
cas le plus simple, Maclaurin parvint, par les seules ressources de cette mé- 
thode, à des résultats que l’Analyse elle-même a longtemps admirés. C’est 
pour les bes!)ins de cette question que Maclaurin considéra le premier ces 
ellipsoïdes homofocaux qui ont donné lieu à Tune des plus importantes 
théories de la Géométrie moderne, qui embrasse les lignes de courbure 
comme les lignes géodésiques de ces surfaces, et ont offert à l’Analyse un 
puissant principe de transformations. 

Maclaurin cultiva aussi la théorie des courbes, par la méthode de Des- 
cartes, dans sa Géométrie organique, et j)ar la Géométrie pure dans son 
Traité des courbes du troisième ordre, où il lit connaître pour la première 
fois de fort belles propriétés de ces courbes. Ce deuxième ouvrage, où la 
facilité et la brièveté des démonstrations s’unissent a la beauté des résultats, 
se rattache essentiellement aux méthodes de la Géométrie moderne, et y 
forme la base d’une théoiie qui a déjà fixé rattenlion de quelques géomètres 
et qui doit prendre une grande extension. 

Après Maclaurin, on trouve encore Mathieu Stewart, qui essaya de traiter 
par la seule Géométrie quelques-unes des grandes questions du système du 
monde, telles que la distance du Soleil à la Terre, le problème des trois 
corps, etc. ; mais les succès rapides de l’Analyse dans les mains des Bernoulli, 
de Glairaut, d’Euler, de d’Alembert, ôtaient toute opportunité à ces re- 
cherclies, qui ne parurent plus offrir de chances de succès. Mathieu Stewart 
s’adonna aussi à 'é Analyse géométrique des anciens, dans le but spécial 
d’en accroître les ressources. Dans le siècle précédent, les géomètres s’étaient 
occupés plus particulièrement de rétablir les Traités sur lesquels Fappus 
nous avait laissé quehpies données. Mathieu Stewart entra dans une voie 
nouvelle et fit un pas de plus; il composa deux ouvrages qui n’étaient 
point l imitation d’ouvrages grecs. L’un, intitulé Quelques théorèmes géné- 


(‘) Cahnut, Gcomèliie de position, üisscrlatitm pi(‘limiuair<*. 
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rau c d’un grand usage dans les hautes Mathématiques, l enfcrnic de beaux 
théorèmes, dont une partie n’a pas encore été démontn'e. 

Dans le même temps, Robert Simson composait sou célèbre Traité des 
porisrnes et restituait les Lieux plans et les deux livres de la Section dé^ 
terminée d’Apollouius. Ce géomètre avait prépan* une ('dirion dos Collec- 
tions mathématiques de Pappus; il est a regretter qu’il ne l’ait p;is mise an 
jour (' ). 

Depuis, c’est surtout en s’occupant de la doctrine Porismes que les 
géomètres anglais ont suivi la forte impulsion que Newton et Maclaurin 
avaient donnée à la culture des méthodes anciennes. 

L’un des derniers ouvrages de ce genre est un Mémoire de haute Géomé- 
trie, qu’on ti’ouve dans les Transactions philosophiques de la Soci(‘t(' royale 
de Londres, de 1798. Le nom de l’auteur ne se lit peut-être pas sans quelque 
étonnement : c’est celui d’un illustre contempoi*ain (lord Bioiigliaiu ), (pie 
des travaux fort diflorcnts ont porté depuis aux plus-liaulcs dignités de 
l’État et à la première magistrature du parlement. 

Mais pendant ce temps, en France et en Allemagne, on cidlivait l’Ana- 
lyse de Descartes et le Calcul de Leibnitz, et l’on applujuait les ressources 
merveilleuses de ces puissantes méthodes à une foule de problèmes nou- 
veaux, et principalement au développement des grandes ([iiestions (pi’avait 
})osécs ou fait naître l’ouvrage de Newton. 

Cependant la Géométrie, cultivée à la manière de Descartes, suivit le 
cours de ses progrès naturels. Après que Clairaut, à Tage de seize ans, avait 
a[)pliqué l’analyse inlinitésirnale aux lignes à double courbure, Euler créa 
la belle et importante théorie de la courbure des surfaces, qui [uit bientôt 
une grande extension dans les ouvrages de Monge et de run de ses plus 
illustres disciples. 

Euler, dont rcsi)rit éminemment fécond s’appliqua à toutes les parties 
des ^lathématiques, enrichit les Éléments de la Géométrie du théorcine ((ui 
établit une relation entre les nombres des faces, des sommets et des arêtes 
d’un polyèdre. 

Ce théorème d’Euler et la belle théorie des polyèdres d’un ordre supé- 
rieur, de M. Poinsot, avaient conduit un jeune géornèti e à deux Mémoires 
remarquables (’^), qu’on ne peut se rappeler sans éprouver le iTgrct que. 


(*) On sait que M. Peyrard, à qui nous devons la belle édition d<‘s Elcnwnls d’Eu- 
clide et dos OEuvres d'Archimède, avait préparé de pareilles traductions de plusieurs 
autres ouvraffcs anciens, notamment du grand Traité des sections coiuques d'Apollo- 
nius, mais que la mort l’a surpris avant qu'il eût achevé l’iniprcssiou de cet ouvrage. 

(*) Recherches sur les polyèdres. Mémoires présentés à lu première (ilassi: de l'In- 
stitut en 1811 et 1812 par M. Cauchy. (Voir Journal de L'Ecole Polytechnique, 
XVP Cahier, p. 68-9S.) 
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depuis, l iKustrc auteur ait consacré exclusivement à l’Analyse les ressources 
de son génie mathématique. 

Nous ne devons point omettre, avant de clore cet aperçu des travaux 
qui ont précédé le xix® siècle, X Introduction à Vanalyse des lignes courbes ^ 
de Cramer, qui a souvent servi de guide dans les ap[)lications de l’Analyse 
à cette vaste théorie des lignes courbes. 


III. — De la Géométrie au xix® siècle. 

Les ouvrages qui, au commencement du siècle présent, ont eu une heu- 
reuse influence sur la marche et les progrès de la Géométrie sont, à des 
titres difTérents, ceux de Monge et de Carnot : de Monge, la Géométrie des- 
criptive et le Traité de X Application de V Analyse a la Géométrie ; de Carnot, 
la Géométrie de position et la Théorie des transversales. 

Ces ouvrages, en agrandissant les idées, en inspirant aux jeunes mathé- 
maticiens le goût des recherches de bonne Géométrie, leur oflraient des 
méthodes et des ressources nouvelles. 

La Géométrie descriptive di pour objet de représenter sur un plan, surface 
a deux dimensions, les corps qui en ont trois, ou, en d’autres termes, de 
réunir dans une figure plane tous les éléments nécessaires [)our faire con- 
naître la forme et la position, dans l’esjiace, d’une figure à trois dimen- 
sions. 

Une conséquence de cette représentation, c’est que l’on exécutera sur 
cette figure plane clle-mcme les opérations géométriques répondant à celles 
que l’on aurait à faire sur la figure à trois dimensions. 

Sous ce point de vue général, on conçoit que la Géométrie descriptive a 
dû exister dans tous les temps. Et, en effet, c’est par des dessins sur une 
aire plane que les appareilleurs et les charpentiers ont, dans tous les temps, 
déterminé et indiqué les formes des corps à trois dimensions qu’ils avaient 
à construire. 

On possédait même plusieurs Traités, et de bons, de Philibert Delorme, 
de Mathurin Jousse, du P. Deran, de Delarue, sur l’art du trait appliqué 
à la coupe des pierres et a la charpente. Desargues avait fait un pas de 
plus en montrant l’analogie qui existait entre des procédés divers et en rat- 
tachant ceux-ci à des principes communs. En dernier lieu, Frézier, officier 
du génie, qui appréciait le mérite des conceptions de Desargues, avait 
donné suite à ses idées de généralisation et d’abstraction mathématique, 
dans son Traité de Stéréotomie, ouvrage où se trouvent, avec les applica- 
tions à la coupe des pierres, plusieurs questions sous une forme abstraite, 
telles que le développement des surfaces coniques et cylindriques; la 
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théorie de l’intersection de ces surfaces entre elles et avec la sphere; la ma- 
nière de représenter ime ligne à double courbure par scs projections sui- 
des plans, etc. 

Toutefois, on n’avait pas songé à rattacher toutes ces cpiestions a un petit 
nombre d’opérations abstraites et élémentaires, et surtout à présenter celles- 
ci dans un traité spécial et sous un titre particulier qui leur donnât un 
caractère de doctrine indépendant des pratiques d’où il avait suffi de les 
faire sortir. C’est la ce que Monge a conçu et cc qu’il a exécuté avec un 
rare talent. 

C’est par deux projections des corps sur deux plans rectangulaires, dont 
on abat run sur l’autre pour ne former qu’une aire plane, que Monge a 
représenté mathématiquement les formes de l’étendue à trois dimensions, et 
c’est ce procédé qu’il a appelé Géométrie descriptive. 

Les principes en sont très-simples et n’exigent guère que la connaissance 
du livre des plans de la Géométrie ordinaire. 

Un petit nombre d’opérations faciles suffisent pour les applications de 
cette méthode à tous les arts de construction, de meme, en quelque sorle, 
que les quatre règles derArithmetique suffisent pour tousJes calculs auxquels 
donnent lieu les sciences mathématiques dans leurs applications. 

Et, en effet, un procédé graphique, destiné au simple ouvrier comme à 
l’ingénieur, devait se réduire a un petit nombre de préceptes d’une appli- 
cation immédiate et toujours facile. 

Auparavant on employait des procédés divers, et, si Fon se servait aussi 
de projections, ce ii’ctait pas d’une manière uniforme; les jilans de pro- 
jection étaient différents, et le dessin ne se prêtait pas à une lecture facile 
et sûre, comme les épures de Monge. 

La Géométrie descriptive simplifiait donc les opérations graphiques né- 
cessaires aux constructeurs; elle en facilitait l’étude, qu’elle mettait à la 
portée de tous, tandis que les ouvrages savants de Delarue, de Fn'zier, etc.^ 
auxquels manquait cette base première, n’étaient accessibles qu’aux géo - 
mètres et aux ingénieurs. 

Mais une cause plus efficace sans doute que ces avantages réels, pour 
assurer le prompt succès du livre de Monge, fut cc décret puissant de la 
Convention, qui, "en créant, sous le nom éü Écoles Novnudcsy le grand éta- 
blissement où vinrent sc réunir douze cents jeunes gens, les j)lus capables, 
choisis sur tous les points de la France, ordonna que la Géométrie descriptive 
y fut enseignée, et en confia l’enseignement a l’cntliousiasme et au patrio- 
tisme actif de Monge. 

Voila comment Monge n’ciit point à éprouver les difficultés et les procès 
en parlement que la routine, l’ignorance et les intérêts lésés avaient suscités 
à Desargues, un siècle et demi auparavant. 

CiiASCES. — Géom, sip> 


37 
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La Géomèt/ie descriptive, instrument créé principalement pour le besoin 
des artistes et des ingénieurs, devait être utile aussi aux géomètres : elle 
formait un complément de leur Géométrie pratique; elle pouvait faciliter 
leurs recherches théoriques, en leur donnant le moyen de représenter par 
une figure plane les corps qu’ils avaient à considérer; enfin, en familiari- 
sant avec les formes de certaines familles de surfaces, elle habituait l’esprit 
à les concevoir intellectuellement et développait rintelligcnce. Aussi est-ce 
avec raison que, de])uis quelques années, l’étude des principes de la Géomé- 
trie descriptive fait partie des cours de Mathématiques dans l’instruction 
secondaire. 

Quant aux applications spéciales et les plus fréquentes de cet art, ce sont 
la perspective, la construction des reliefs, la détermination des ombres, la 
gnomonique, la coupe des pierres et la char])ciitc. 

Une foule d’antres travaux, tels que le percement des routes et des ca- 
naux dans des pays accidentés, les constructions navales, la direction des 
mines souterraines, le défilement dans la science des fortifications, etc., 
sont encore du domaine de la Géométrie descrij)tive ('). 

Mais il ne faut pas [)erdre de vue que, dans toutes ces questions, la Géo- 
métrie descri])tive ri’cst toujours qu’un instrument dont l’ingénieur se sert 
l)our traduire sa pensce et exécuter sur le pa])ier les opérations que la 
science, je veux dire la Géométrie généi'ale, lui indique. La Géoinélrie 
desci i])live exécute, mais elle ne crée pas. Si elle montre aux yeux la courbe 
d’intersection de deux surfaces, elle n’en fait point connaître les pro- 
priétés; elle ne saurait meme indiquer, inalhcinatiqucmcnt parlant, si cette 
courbe est plane ou à double courbure. Llle n’a point de méthodes pour 
CCS recherches, qui sont exclusivement du domaine de la Géométrie ra- 
tionnelle (®). 


(’) Toutefois il confient Jiijouter qu’il CAisle d’autres inclhodes {jénérales, ou peut 
dire d autres procédés de (ycornciric descriptive ^ dans lesquels on se sert d’une seule 
projecliou, ortliogonalc ou perspective, et de quelque autre donnée qui supplée*, à la 
seconde projection. I.csofficicis du génie, par exemple, sc servent le plus souvent de 
la méthode des plans cotés, qui leur permet d’exécuter les mômes opérations que par 
celle de Monge, et qui leur oiïre quelques avantages particuliers, à raison de la na- 
ture de leurs travaux. 

(*) Ce passage a etc le sujet de réllexions critiques de la part d’un géomètre qui a 
beaucoup écrit sur la Géométrie descriptive. Dans un de ses ouvrages, où il résout la 
question do reconnaître si lu courbe d’ intersection de deux surfaces est plane ou à 
double courbure, il ajoute ces paroles : « Les savants qui s’occupent de Géométrie pure 
disent que 1 analyse peut seule résoudre une semblable question et que la Géométrie 
descriptive n a pas de méthodes pour des questions de ce genre ; ce qui précède leur 
prouvera, j’espère, qu’ils sont dans l’erreur. » 

ht plus loin ; « Je crois que l’on peut dire, sans être trop sévère, que M. Chasles n’a 
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Je fais cette reflexion parce qu’on trouve, dans le livre de Monj^c, quel- 
ques passages qui ne sont pas de la Géométrie descriptive et qui [)ouiTaient 
induire en erreur les jeunes géomètres sur la destination et le caractère 
scientifique de cette méthode graphique. 

Ainsi, Monge démontre deux propositions de Géométrie plane qui ré- 
sultent naturellement de la considération de figures à trois dimensions, 
savoir la propriété ancienne des coniques, sur laquelle repose la théorie des 
polaires ( *), puis ce beau théorème de d’Alenibei t, que les tangentes com- 
munes à trois cercles, pris deux à deux, ont leurs points de concours si- 
tués, trois à trois, en ligne droite. Ces exemples, on le conçoit, ne constituent 
point de la Géométrie descriptive ; on n’y fait pas meme usage des projec- 
tions : ils rentrent dans la Géométrie rationnelle. 

Il en est de meme des pro])rictés générales de l’étendue, relatives aux 
lignes à double courbure et aux lignes de courbure des surfaces courbes, 
que Monge a placées à la suite de sa Géométrie descriptive, en faveur « des 
professeurs, qui doivent être exercés à des considérations d'une g<‘néralité 
plus grande que celles qui forment l’objet ordinaire des études ». Ces [)ro~ 
priétés fort belles des lignes et des surfaces courbes, placées dans un livre 
destiné à être très- répandu, ont contribué à développer le goût de ces s[)é- 
culations d’un ordre supérieur, et, sous ce rapport, le livre de Monge a 


pas réfléchi en écrivant dans son discours d’ouverture la phrase suivante : La Géo- 
métrie descriptive... ne saurait indiquer, mathématiquement parlant, si cette coiubo 
(courbe intersection de deux surfaces ) est plane ou à double courbure. Elle n'a point 
de méthodes pour ces recherches, qui sont exclusivement du domedne de la Géométrie 
rationnelle. » 

Or, qu’on lise la solution do rautcur, on reconnaît aussitôt qu'elle n’est pas autre 
chose que la traduction, en Géometrio descriptive, du procédé mémo qu’emploierait un 
ouvrier qui voudrait vérifier si rarôte vive qu’il vient de construire est plane ou à 
double courbure. Ce constructeur appliquerait tout simplement le plat de sa rè{;le 
sur la courbe et verrait s’il y a partout coïncidence. Pour traduire ce procédé en Géo- 
métrie descriptive, on mène un plan par trois points do la courbe; puis on proj(‘thî 
cette courbe sur un plan perpendiculaire à celui-là, et l’on vérifie par les jeux si la 
projection coïncide avec la ligne de terre ou s’en écarte. 

C’est précisément là le procédé que l’auteur indique dans son ouvrage. 

Cet exemple d’une solution par la Géométrie descriptive montre parfaitement que 
les usages de cette méthode graphique sont tels que je l’ai dit, et justifierait, s’il était 
besoin, toutes mes paroles. 

(‘) Quand le sommet d'un angle circonscrit h une conique glisse sur une droite fixe, 
la corde qui Joint les deux points de contact des côtés de l'angle passe toujours par un 
même point fixe. 

Ce théorème n’est pas dû à Monge, comme on l’écrit quelquefois. Il se trouve, avec 
d’autres propositions sur le même sujet, dans les ouvrages de lu Hire, et postérieure- 
ment dans pliisiciu's autres Traités des Sections coniques. (Voir Jperen historique, etc., 
p. ! '.? 3. 
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encore atteint le but de l’illustre auteur. Mais elles n’ont rien de commun 
avec les principes de la Géométrie descriptive^ et elles rentrent exclusive- 
ment dans le domaine de la Géométrie générale. 

Le grand Traité de V Application de l* Analyse à la Géométrie a le même 
objet que la Géométrie de Descartes; il en est la continuation : celle-ci rou- 
lait sur l’analyse des quantités finies, el le livre de Monge sur l’analyse des 
quantités infinitésimales. Euler avait déjà traité plusieurs de ces questions 
et donné son beau théorème sur les rayons de courbure des surfaces 
courbes. Monge les traita avec beaucoup plus d’extension et sous de nou- 
veaux points de vue. Les rapports qu’il établit entre les équations aux dif- 
férences partielles et certaines familles de surfaces oftrent des exemjilcs 
magnifiques des secours mutuels que peuvent et doivent se prêter la Géo- 
métrie et l’Analyse. 

Les ouvrages de Carnot ont pour objet spécial l’extension de la Géomé- 
trie des anciens. Ils font suite aux ouvrages de Robert Simson, Stewart, etc. ; 
mais ils sont em])rcints de cet esprit de facilité et de généralité que nous 
offrent les oiivTages de Pascal et de Desargues; et ce caractère, qui leur est 
propre, a été dans l’intention de leur illustre auteur. 

Dans le siècle dernier, R. Simson et Stewart donnaient, à l’instar des an- 
ciens, autant de démonstrations d’une proposition que la figure à laquelle 
elle se rapportait iircsentait de formes differentes, à raison des positions re- 
latives de ses diverses parties. Carnot s’attacha à prouver qu’une seule dé- 
monstration appliquée à un état assez général de la figure devait suffire 
pour tous les autres cas, et il montra comment, par des changements de 
signes des termes dans les formules démontrées par une figure, ces formules 
s’appliquaient à une autre figure ne différant de la première, comme nous 
l’avons dit, que par les positions relatives de certaines parties (* ) : c’est ce 
qu’il ajipcla le principe de corrélation des figures. 

Généralement on ne parvenait, en Géométrie pure, à la démonstration 
d’une proposition importante, qu’en s’élevant successivement des cas les 
plus simples à de plus composés. Les recherches de Viète et de Fermât sur 
les contacts des cercles et des sphères, le Traité des sections coniques de 
R. Simson et les ouvrages de Stewart (*) sont des exemples de cette 
marche lente et pénible. Dans le contact des sphères de Fermât, par 


(‘) On voit qu’il no s’agit pas ici du cas où certaines parties d’une figure qui 
ont servi pour la démonstration deviennent imaginaires, auquel cas cette démon- 
stration n’a plus lieu. Cette question des imaginaires est celle que M. Poncelet a rat- 
tachée au principe de continuité, comme il a été dit dans la Préface, p. xiv et sui- 
vantes. 

(*) Voir Aperçu historique, p. i8o. 
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exemple, on ne parvient à déterminer une sphère tangente h quatre autres 
qu’après avoir résolu quatorze questions préliminaires, dont la plupart sont 
des cas particuliers de la question principale. Carnot, au contraire, traite 
directement les questions dans leur sens le plus general, et la science gagne 
en facilité et en force, en même temps qu’en brièveté et en généralité. 

Celte manière d’écrire la Géométrie fait le caractère de la Géométrie mo- 
derne, et ce sont les ouvrages de Carnot qui ont le plus contribué à la ré- 
pandre ( ^ ). 

Quant aux résultats qu’on y trouve, ils sont extrêmement nombreux. 
Une |)artie roule sur diverses propriétés des sections coniques qu’on a re- 
produites souvent depuis, et que Tauteur démonlre avec une facilité 
extrême. 

On y distingue une belle propriété des courbes géométriques concernant 
les segments qu’une courbe de cette espèce fait sur les côtés d’un polygone 
quelconque, propriété qui est une extension d’un théorème de Newton et 
dont les géomètres ont fait de[)uis de nombreuses applications, notamment 
Il la détermination générale des tangentes et des cercles oscillateurs de ces 
courbes géométriques. 

Ces belles recherches se rapportent à une partie de l’ouvrage où Carnot 
propose divers systèmes de coordonnées, autres que celui de Descartes, 
pour représenter les courbes, et établit les relations qui ont lieu entre ces 
coordonnées, de manière à passer d’un système à un autre. On transforme 
ainsi les équations des courbes, et, comme l’équation dans chaque système 
exprime une propriété différente de la courbe, ces recherches facilitent et 
ont pour objet, au fond, l’étude des propriétés des courbes. Elles nous pa- 
raissent rentrer essentiellement dans la doctrine des porismes d’Euclide. 

On trouve dans la Géométrie de position des idées sur une science qui, 
selon Carnot, devrait tenir le milieu entre la Géométrie et la Mécanique, 
savoir celle des mouvements géométriques. Il appelle ainsi les déplacements 
que peuvent subir plusieurs corps sans se déformer par leur contact et en 
conservant entre eux des conditions prescrites, conditions géométriques et 
indépendantes des règles de la communication des mouvements et de toutes 
considérations de forces et de Mécanique proprement dite. On voit que 


( ‘ ) « La Géométrie de Position do Carnot n*aiirait pas, sous le rapport de la méta- 
physique de la Science, le haut mérite que je lui ai attribué, qu’elle n’en serait pas 
moins l’origine et la base des progrès que la Géométrie, cultivée à la manière des an- 
ciens, a faits depuis trente ans en France et en Allemagne. » (Arac.o, Biographie de 
Lnzare-Nicoîas-Marguerite lue à l'Institut en 1837. Paris, i 85 o, in- 4 ‘’' ^oir 

p. 84 .) ... 

Les Ouvrages de Carnot ont été traduits en allemand; la Géométrie de position 
I*a été dès 1806, parle célèbre astronome M. Schumacher. 


3 '. 
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c’est cette science que M. Ampère a proposée aussi sous le nom de Cinéma 
tique dans son Essai sur la philosophie des sciences, Carnot avait déjà 
émis ces idées en 1788, dans son Essai sur les machines. 

Le temps ne me permet pas de j)oiisscr jdus loin cette étude du livre de 
Carnot; je me bornerai à dire que son titre, Géométrie de position y se rap- 
portait au principe de la corrélation des figuresy fondé sur la doctrine des 
(juantités positives et négatives en Géométrie (^), et non à quelque méthode 
spéciale, telle que la Géométrie des indivisibles, la Géométrie analytique, 
la Géométrie descriptive, etc., ni à une partie restreinte de la science, comme 
la Géométrie de la règle, la Géométrie du compas, etc. La Géométrie de 
position n’était point autre chose que de la Géométrie générale traitée par 
les jirocédés ordinaires, mais avec talent et par des considérations faciles et 
fécondes. 

La Théorie des transversales est un ensemble de jn’opositions qui ex- 
priment toutes des rapports entre les segments que fait, sur un système de 
lignes droites, une ligne droite ou courbe qu’on aj)pelle transversale. Ces 
lapports, ex[)rimés en général par des équations à deux termes, jouissent 
de cette propriétt* qu’ils se conservent dans les projections, ]>crspcctives ou 
orthogonales, de la figure. Les memes relations ont lieu aussi entre les sinus 
des angles des droites projetantes. Ce sont ces propriétés importantes qui 
font le caractère des projiositions que Carnot a réunies sous le titre de 
Théorie des transversales, (ics jiropositions peuvent être d’un usage très 
fréquent pour la dinnonstration d’une foule de théorèmes, jiarticuliérernent 
dans la théorie des sections coniques. Elles n’ont pas été inconnues des an- 
ciens; on en trouve des traces éparses dans Pappus et chez quelques auteurs 
modernes (^); mais c’est Carnot qui a rec >nnu cju’elles étaient propres à 
former une véritable méthode de démonstration , et cette théorie, on effet, 
a pris de l’extension et est devenue d’un grand usage dans la Géométrie 
moderne. 

Je me suis étendu sur les ouvrages de Monge et de Carnot, parce que 
je les regarde comme ayant ranimé en France l’esprit des méthodes géomé- 
triques et inspiré les jeunes mathématiciens qui bientôt sont entrés dans 
cette voie. 

A leur tète se présentent MM. Ch. Diqnn et Poncelet, d^mt les remar- 
([uables travaux attestent cette heureuse impulsion. 

M. le baron Duj>in, dans ses Développements de Géométrie, qu’il Cfinsidère 
comme faisant suite aux ouvrages de Monge, a traité, par les seules res- 


( * ) f ’oir la Pi élaco, p. vau. 

Voir Jprrcu historique, etc., p. et 2()i-29'|. 
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sources de la Géométrie aussi bien que par l’Analyse, la théorie générale de 
la courbure des surfaces, que l’on avait supposée jusque-là n’être accessible 
qu’à l’Analyse. C’est dans ce bel Ouvrage qu’on trouve cette importante 
théorie des indicatrices, qui n’est pas moins féconde en Géométrie ration- 
nelle qu’en Géométrie descriptive. Ce volume et celui des Applications de 
Géométrie et de Mécanique ont servi utilement la Science, et par les belles 
théories qui s’y trouvent, et comme ayant donné aux jeunes géomètres 
une juste confiance dans les ressources que peuvent offrir ces méthodes. 

La théorie des transversales est le principal fondement du grand Traité 
des propriétés projectives de M. Poncelet, où l’on trouve, avec une foule 
de résultats du plus haut intérêt, cette méthode merveilleuse de la théorie 
des polaires, et le mode de déformation des figures à trois dimensions, ana- 
logue aux procédés de la perspective pour les figures planes; méthodes qui, 
en donnant le moyen de créer à volonté, d’une manière en quelque sorte 
mécanique, des théorèmes fort divers et pourtant dérivés d’un seul, forment 
les sources les plus fécondes de la Géométrie moderne. 

Les transformations sont le propre de l’Algèbre; on conçoit donc com- 
bien des procédés analogues en Géométrie doivent apporter de facilité et 
de puissance. 

C’est dans le sein de l’Ecole Polytechnique surtout que les ouvrages de 
Monge et de Carnot ont porté leurs fruits. Le goût des sciences, implanté 
dans ce grand établissement par les hommes illustres qui l’ont fondé, s’y 
est conservé, grâce à son organisation judicieuse et puissante, et a contribué, 
comme les seiwiccs militaires et civils, à la gloire et à la grande renommée 
de cette École célèbre dans le monde entier ( * ). 

Je ne puis rappeler ici tous les élèves dont les travaux se sont succédé 
et ont concouru à l’accroissement de la science; mais leurs noms se présen- 
teront naturellement dans le cours de notre enseignement. Nous aurons 
souvent à citer aussi le vénérable M. Gergonne, dont les travaux et les 
Annales ont tant contribué au mouvement scientifique de l’époque (^). 


(*) On sait que, depuis que ceci a été écrit, l’École Polytechnique a éprouve, 
en i85o, des modifications profondes et très regrettables. 

(*) Les géomètres regrettent que la Correspondance mathématique et physique de 
M. Quetelct, après avoir contribué, de 1824 à i838, à rheurcuse impulsion que les 
sciences avaient reçue eu Belgique, ait cessé de paraître. Nous aurons à consulter les 
onze Volumes de cette intéressante collection et les divers Recueils périodiques qui 
offrent chaque jour aux géomètres les avantages d’une facile et prompte publication : 
\ù Journal de Mathématiques de M. Crellc; celui de M. Liouville; les Nouvelles Annales 
de M. Terquern; le Journal mathématique de Cambridge et de Dublin^ édité par 
M. 'WiViVLXîtQn'yXv.'s Annales des Sciences mathématiques et physiques àQ M. Tortolini; 
les Archives de Mathématiques et de Physique de IVl. Crunert. 
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Nous ne négligerons point non plus les Mémoires importants publiés de 
nos jours en Allemagne, en Angleterre, en Italie, où la Géométrie est cul- 
tivée avec un grand succès et souvent avec éclat (^). 

Les théories et les méthodes dont Tusage doit se présenter le plus fré- 
quemment formeront naturellement la base de ce Cours. Mais les questions 
spéciales d’un ordre plus relevé qui seront propres soit à ouvrir de nouvelles 
voies, soit à offrir de belles applications de la Science, entreront aussi né- 
cessairement dans le cadre que nous nous sommes tracé. Si nous n’avons 
pas à analyser des ouvrages de l’importance du livre des Principes de 
Newton, il en est cependant qui nous offriront des exemples non moins 
remarquables de la puissance d’invention que l’esprit géométrique déve- 
loppe, et de la richesse des résultats qu’il peut procurer dans les questions 
les plus difficiles. Rien de plus beau que ces considérations directes et lu- 
cides, pittoresques, s’il est permis de s’exprimer ainsi, par lesquelles un 
grand géomètre, en transportant l’ingénieuse doctrine des couples dans la 
Dynamique, nous a dévoilé toutes les circonstances géométriques et dyna- 
miques du double mouvement d’un corps pesant qui a reçu une impulsion ( * ) . 
Cette importante et difficile question avait été résolue analytiquement j)ar 
Euler et d’Alembert, à peu près dans le même temps, puis avec plus d’ordre 
et d’élégance par Lagrange. Mais dans ces solutions, dont le but final est 
la détermination de la position du corps à un instant donné par des formules 
de quadrature, on ne voit que des calculs qui, s’ils donnent la solution 
numérique de la question, c’est-à-dire la position actuelle du corps, ne 
font nullement connaître comment il y est arrivé, comment se modifie à 
chaque instant l’effet de l’action permanente de l’impulsion primitive. Par 
les seules ressources du raisonnement géométrique, M. Poinsot rend pal- 
pables et semble peindre aux yeux toutes les circonstances du mouvement 
du corps. A l’instar des forces accélératrices que les géomètres sont accou- 
tumés à considérer, il considère dans le mouvement du corps un couple 
accélérateur qui, en se combinant avec la rotation, de même qu’une force 
accélératrice se combine avec une force d’impulsion, change à chaque instant 
la grandeur de cette rotation et la direction de l’axe autour duquel elle 
s’effectue, et ce double effet se suit pour ainsi dire de l’œil, en même temps 
que l’esprit en voit les causes. 

On reconnaît ici quels sont les avantages propres de l’Analyse et de la 
Géométrie. La première, par le mécanisme merveilleux de ses transforma- 
tions, passe rapidement du point de départ au but proposé, mais souvent 


(') Voir, par exemple, les Ouvrages de MM. Steiner, Mac Cullagh, etc. 

(*) Voir Théorie nouvelle de la rotation des corps, par M. Poinsot. Paris, Bache- 
lier, i85j, in-./j®. 
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sans connaître ni le chemin qu’elle a fait ni la signiîication des nombreuses 
formules qu’elle a employées. 

La Géométrie, au contraire, qui ne puise scs inspirations que dans la 
considération attentive des choses et dans l’enchaînement des idées, est 
obligée de découvrir naturellement les propositions que l’Analyse a pu 
négliger et ignorer, et qui forment le lien le plus immédiat entre les deux 
termes extrêmes. Cette marche peut paraître parfois difficile, mais elle est 
au fond la plus simple, parce qu’elle est la plus directe ; elle est aussi la plus 
1 iimincuse et la plus féconde. 

L’Analyse découvre-t-elle une vérité; que la Géométrie en cherche la 
démonstration par ses propres moyens : soyez sûrs que dans cette recherche 
elle rencontrera et fera connaître diverses autres propriétés qui se rattachent 
au sujet, réclaircnt et le complètent. 

L’Analyse et la Géométrie, au point de vue philosojdiique, sont doux 
branches d’une science unique qui a pour objet la recherche des véi-ités 
naturelles; elles sont destinées à s’éclairer mutuellement, à se prêter un 
secours réciproque : toutes deux sont des instruments aujourd’hui indis- 
pensables. 

Cultivons donc simultanément l’Analyse et la Géométrie, et que l’une et 
l’autre trouvent également leur place dans l’enseignement. 

C’est la pensée que le chef éminent qui préside à l’instruction publique a 
cherché à réaliser en fondant la chaire de Géométrie supérieure. 


22 décembre 1846. 


Paris. - Imprimerie GAUTHIEU-VILLARS, quai des Augustlns, 55. 
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